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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

KOENIGSBERGER  (A.)—  Allgemeine  Untersuchungen  aus  der  Théorie  der 
DiFFERENTiALGLEicHUNGEN.  —  I  vol.  in-8°;  Leipzig,  1882. 

Dans  ces  dernières  années,  M.  Koenigsberger  a  publié  une  suite 
d'importantes  recherches  sur  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles et  notamment  des  équations  différentielles  linéaires  ;  on 
trouvera,  dans  le  Volume  dont  nous  rendons  compte,  les  résultats 
de  ses  recherches  réunis,  développés  et  généralisés;  elles  se  rap- 
portent principalement  à  la  notion  d'irréductibilité  des  équations 
différentielles  algébriques,  à  l'extension  du  théorème  d'Abel  aux 
intégrales  des  équations  différentielles,  à  l'étude  des  intégrales  des 
équations  différentielles  linéaires  d'ordre  quelconque,  en  tant 
qu'elles  peuvent  s'exprimer  par  des  combinaisons  de  fonctions  al- 
gébrico-logarithmiques  et  d'intégrales  abéliennes. 

La  notion  d'irréductibilité  s'est  offerte  comme  d'elle-même  à 
M.  Frobenius  dans  ses  recherches  sur  la  théorie  des  équations  dif- 
férentielles linéaires,  recherches  dont  le  point  de  départ  est  dans 
les  découvertes  de  M.  Fuchs  et  dont  M.   Floquet  a  développé  les 
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)3rincipaux  résultats  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  Annales  de 
L'École  Normale  supérieure,  i""  série,  t.  A  JIl,  p.  S. 3. 

Voici  comment  M.  Koenigsberger  étend  cette  notion  aux  équa- 
tions difTérentielles  algébriques  quelconques. 

1^'équation  différentielle  du  //i'*^'"^  ordre 

/  dz  d"^z\  _ 

dans  laquellejK,,  J  2,  •  •  •  ^  7p  sont  des  fonctions  algébriques  irré- 
ductibles de  x^  où  /désigne  une  fonction  rationnelle  entière  des 
quantités  qui  figurent  entre  les  parenthèses,  sera  dite  irréductible 

si,  relativement  à  ^7—^,  elle  est  irréductible  en  sens  algébrique  et 

'  dx'>^  ^ 

si,  en  outre,  elle  n'a  aucune  intégrale  commune  avec  une  équation 
différentielle  d'ordre  moindre  et  du  même  caractère 


/  dz  d'<'z\ 


où  Z)  désigne  encore  une  fonction  rationnelle  entière   et  où  u.  est 
plus  petit  que  m. 

L'auteur  établit  ensuite  la  proposition  suivante  : 

Si  une  équation  différentielle  algébrique  a  une  intégrale 
commune  avec  une  autre  équation  différentielle  de  même  na- 
ture, irréductible  au  sens  algébrique  par  rapport  à  la  dérivée 
d'ordre  le  plus  élevé  qui  y  figure,  intégrale  qui  ne  vérifie  au- 
cune équation  différentielle  d'ordre  moindre,  toutes  les  inté- 
grales de  la  seconde  équation,  différentielle  satisferont  à  lapre- 


miere 


Cette  proposition  permet  de  transformer  comme  il  suit  la  défi- 
nition de  l'irréductibilité  :  une  équation  différentielle  algébrique 
est  dite  irréductible  si  elle  est  irréductible  au  sens  algébrique  par 
rapport  à  la  dérivée  d'ordre  le  plus  élevé  qui  y  figure  et  si  elle 
n'admet  aucune  intégrale  algébrique  d'o/v/ye  quelconque. 

Ces  définitions  établies,  la  question  suivante  se  pose  immédia- 
iciiHMii  : 

l\t(inl  dinuiér  une  c<iu<(ti(>n  di (} ri'rutirJlr  (ilg<''l>ri(/ur,  recon- 
naître si  clic  es/  iirrductihic  ou  ii<>ii . 
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-\j)r(\s  avoir  répondu  à  celle  queslion  pour  qucKjues  types 
simples  d'équalions  différenliellcs,  l'auteur  traite,  à  ce  point  de 
vue,  des  équations  difrérenlielles  linéaires  et  montre  qu'une  équa- 
tion difierentielle  linéaire  homogène  du  second  ordre  réductible 
admet  toujours  comme  intégrale  algébrique  du  premier  ordre  une 
équation  difTérentielle  linéaire  homogène  du  premier  ordre  ('); 
que,  si  une  équation  différentielle  linéaire  homogène  du  //i"""^  ordre, 
étant  réductible,  admet  une  intégrale  algébrique  du  p"""'  ordre,  et 
si  entre  les  m  intégrales  fondamentales  particulières  de  l'équation 
considérée  et  leurs  p  —  i  premières  dérivées  il  n'existe  aucune  re- 
lation algébrique,  cette  intégrale  algébrique  est  une  équation  dif- 
férentielle linéaire  du  0'"'®  ordre. 

M.  Koenigsberger  établit  ensuite  deux  propositions  qui  servent 
de  base  à  ses  recherches  ultérieures  sur  l'extension  du  théorème 
d'Abel,  àla  théorie  de  la  transformation  des  transcendantes  définies 
par  des  équations  différentielles  et  généralement  à  l'étude  de  la 
nature  de  ces  transcendantes;  voici,  tout  au  long,  l'énoncé  de  ces 
deux  théorèmes  : 

Soit  donné  un  système  d'équations  différentielles 

(i  =  I,  2,  . ..,  A) 

o\x  jr<,  OTo,  ...,  x/i  sont  des  variables  indépendantes,  où  ^>V,i, 
y/^25  •  •  •  ?  JV'/,pi  sont  des  fonctions  algébriques  irréductibles  de  la 
variable  Xi\  supposons  que  ces  équations  différentielles  soient 
irréductibles,  au  sens  algébrique,  relativement  aux  dérivées  d'ordre 
le  plus  élevé  qui  y  figurent;  soient  ^,,  z^y  .  .  . ,  z^  une  suite  d'in- 
tégrales particulières  déterminées  de  ces  équations  différentielles, 
intégrales  dont  chacune  est  supposée  ne  vérifier  aucune  équation 
différentielle  de  même  nature  d'ordre  moindre  ;  une  telle  suite  exis- 
tera toujours  si  les  équations  différentielles  (i)  sont  irréductibles. 
Soient  de  plus  données  les  équations  différentielles 


(')    J^oir  ]e  Mcmrt'nc  de  M.  Frohoiiius  dans  ]o  70' Volume  du  Jour/ta/  de  Crr/le. 
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dans  lesquelles  les  variables  indépendantes  .Ta+i,  ^a-h25  •  •  •  ?  ^a+>. 
sont  liées  algébriquement  aux  variables  indépendantes  du  sys- 
tème (i)  par  des  équations  telles  que 

et  où 

désignent  des  fonctions  algébriques  irréductibles  de  û^k+j',  soient 
maintenant  z^+i,  -a+2,  •••»  -a+a  >^  intégrales  particulières  des 
équations  différentielles  (2). 

Supposons  enfin  que,  entre  les  A  H- ).  intégrales  :;,,  Z2y  .  .,  ^a, 
Zk+i,'  .  . ,  Zk+k  des  équations  différentielles  (i)  et  (2)  et  leurs  déri- 
vées il  existe  une  relation  algébrique 

le  premier  théorème  consiste  en  ce  que  cette  relation  subsistera, 
si  l'on  remplace  les  intégrales  particulières  du  système  (i)  par 
d'autres  intégrales  particulières  quelconques  de  ce  système,  pourvu 
qu'on  remplace  en  même  temps  les  intégrales  particulières  du  sys- 
tème (2)  par  des  intégrales  convenablement  choisies  de  ce  même 
système  ;  il  ne  suppose  aucune  restriction  imposée  aux  équations 
différentielles  algébriques  du  système  (2);  le  second  théorème,  au 
contraire,  suppose  que  les  équations  de  ce  système  sont,  au  sens 
algébrique,  irréductibles  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  le  plus 
élevé  et  relativement  aux  intégrales  particulières  des  équations  de 
ce  système  qui  figurent  dans  la  relation  (3),  qu'il  n'y  ait  aucune 
relation  algébrique  entre  ces  intégrales  et  leurs  dérivées  prises, 
|)()nr  chacune,  jusqu'à  un  degré  inférieur  d'une  unité  à  l'ordre  de 
l'équalion  difiérentielle  correspondante;  sous  ces  conditions,  l'é- 
(juation  (3)  subsistera  quand  on  remplacera  les  intégrales  particu- 
lières du  système  (2)  par  d'autres  intégrales  particulières  quel- 
conques, pourvu  qu'on  remplace  les  intégrales  particulières  du 
système  (1)  ])ai'  d'anlrc^s  intégrales  particulières  convenablement 
choisies. 

iJc  ces  propositions.  M.  Koenigsberger  déduit  facilement  que  la 
relation  algébricpic  possible    entre  des  intégrales  abéliennes  (en 
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consld(';ranl  comrïic  telles  les  lof^arilhmes  do  fonctions  al^éhriqucs') 
est  une  relation  linéaire  à  coefficients  constants,  où  le  second 
mend^re  est  une  fonction  algébrique;  il  montre  aussi  qu'une  rela- 
tion algébrique  ne  peut  pas  exister  entre  des  intégrales  abéliennes 
et  des  fonctions  analytiques  admettant  un  tliéorème  d'addition.  La 
méthode  qu'il  suit  le  conduit  à  un  problème  intéressant  en  lui- 
même  et  qui  jouera  d'ailleurs  un  rôle  important  dans  ses  recherches 
ultérieures. 

On  peut  regarder  comme  le  caractère  dlstinctif  des  équations 
différentielles  dont  la  solution  se  ramène  immédiatement  à  effec- 
tuer une  quadrature,  et  aussi  des  équations  différentielles  linéaires, 
la  façon  dont  l'intégrale  générale  dépend  d'une  ou  plusieurs  con- 
stantes arbitraires  et  d'une  ou  plusieurs  intégrales  particulières:  on 
est  donc  amené  à  se  demander  quelles  sont  les  classes  d'équations 
différentielles  dont  l'intégrale  générale  est  une  fonction  algébrique 
d'intégrales  particulières  et  de  constantes  arbitraires;  cette  question 
en  comprend  deux  autres  suivant  que  l'on  admet  que,  dans  cette 
fonction  algébrique,  la  variable  indépendante  peut  ou  ne  peut  pas 
figurer  explicitement.  Par  exemple,  M.  Roenigsberger  établit  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  algébrique 
du  premier  ordre 

dv 

soit  telle  que  son  intégrale  générale  soit  une  fonction  algébrique 
d'une  intégrale  particulière  et  d'une  constante  arbitraire,  fonction 
où  ne  figure  pas  explicitement  la  variable  indépendante,  consiste 
en  ce  que  l'on  ait 

/((;,  cv)3=cp(p)x(wp), 

'/((ip)  étant  une  fonction  algébrique  quelconque  de  w  et  'f(r)  une 

fonction  aleébrique  de  r,  telle  que  — 7-^  soit  une  différentielle  de 
^         y  '1       cp(p) 

première  espèce  et  de  genre  i .  Une  relation  algébrique  ne  peut  pas 
exister  entre  des  intégrales  abéliennes  et  l'intégrale  d'une  pareille 
équation. 

Ces  recherches  se  relient  d'ailleurs  par  le  lien  le  plus  étroit ave(> 
celles  qui  concernent  l'extension  aux  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles algébriques  du  théorème  d'Abel  relatif  aux  «juadratures. 
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Soit;,  par  exemple,  z  une  intégrale  particulière  d'une  équation 
différentielle  algébrique  entre  ^  et  ^  et  soient  ^,^  z^^  Z  les  valeurs 
de  cette  intégrale  pour  les  valeurs  x^,  ^o,  ^  de  la  variable  x,  va- 
leurs dont  les  premières  sont  indépendantes  et  dont  la  dernière  est 
liée  à  celles-ci  par  une  relation  algébrique 

X  =  cp (^1,  Xi), 
s'il  existe  entrent,  z^,  Z  une  relation  algébrique 

Z  =j{zi,  Z2,  X\,  X2). 

M.  Koenigsberger  dit  que  l'équation  différentielle  considérée  pos- 
sède un  théorème  abélien  du  genre  i  ;  on  aura  de  même  un  théo- 
rème abélien  du  genre  2.  Si  ;3,,  ^o,  ^3,  Z,,  Z2  étant  des  valeurs 
de  l'intégrale  particulière  z  pour  les  valeurs  x^^  x^^  ^3,  X,,  X2 
de  la  variable  x^  valeurs  dont  les  deux  dernières  sont  données 
algébriquement  au  moyen  des  trois  premières,  il  existe  une  rela- 
tion algébrique  de  la  forme 

F(Zi,  Z2  ;  -3i,  Zo,  z-i  ;  x^,  x^^  ^3)  =  o,     .... 

Le  principe  de  cette  extension  une  fois  admis,  les  questions  sui- 
vantes se  posent  immédiatement  :  Quelles  sont  les  équations  diffé- 
rentielles algébriques  qui  admettent  un  théorème  abélien  d'un 
genre  donné?  Quelle  est  la  forme  de  la  relation  algébrique  qui  con- 
stitue ce  théorème? 

Si  le  genre  du  théorème  abélien  est  égal  à  i ,  l'équation  différen- 
tielle doit,  tout  d'abord,  être  du  premier  ordre  et  son  intégrale 
générale  doit  être  une  fonction  algébrique  d'une  constante  arbi- 
traire et  d'une  intégrale  particulière,  fonction  où  la  variable  in- 
dépendante doit  figurer  explicitement  ou  non,  selon  que  les 
variables  .7',,  x^  doivent  figurer  ou  non  explicitement  dans  le 
théorème  abélien,  suivant  que,  en  d'autres  termes,  ce  théorème 
peut  s'exprimer  par  une  relation  de  la  forme 

Z  =/(,Z,,  Z.  ;  .r,,  .ro), 

«m   (1(*  la  (ui'inc 

Z^./(Z,,Z,). 

(  .<•  (Iciiih'i-  cas  est  é\idcmiu('iil  Ir  plus  simple;  alors,  ainsi  (ui'on 
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l'a  (l(')à  (lil,  l'éqiialloii  (iinercnliolle  doll  avoir  la  i'orine 

clz        ^  /  / 

où  )^(.2^)  et  \)^{z)  sont  des  fonctions  algébriques;  en  outre,  les  dif- 
ij     férentielles et  a(j:)  dx  doivent  être  de  première  espèce  et  de 

«renro  i . 

Dans  le  premier  cas,  M.  Roenigsberger  montre  que,  si  l'intégrale 
{  générale  est  une  fonction  entière  d'une  constante  et  d'une  inté- 
grale particulière,  cette  fonction  est  nécessairement  linéaire  par 
rapport  à  l'intégrale  particulière,  le  coefficient  de  l'intégrale  étant 
une  constante,  et  le  second  coefficient  étant  une  fonction  algébri- 
que de  x\  l'équation  différentielle  est  alors  linéaire. 

Si  l'intégrale  générale  est  une  fonction  rationnelle  d'une  inté- 
grale particulière  et  d'une  constante  arbitraire,  cette  relation  est 

nécessairement  de  la  forme  -^ \-,  où  a,  S,  v,  3  sont  des  fonctions 

algébriques  de  la  variable  x  et  la  constante  arbitraire;  l'équation 
différentielle  est  alors  de  la  forme 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  algébriques  de  ^  ;  si  une  équation 
différentielle  de  cette  forme  admet  deux  intégrales  algébriques, 
l'intégrale  générale  est  toujours  liée  algébriquement  à  une  inté- 
grale particulière  transcendante,  en  supposant  qu'une  telle  inté- 
grale existe,  et,  de  plus,  toute  intégrale  transcendante  admet  un 
théorème  abélien. 

L'examen  du  cas  où  le  théorème  abélien  est  du  ^enre  a  conduit 
l'auteur  à  des  propositions  et  à  des  recherches  analogues. 

Le  reste  du  Volume  se  rapporte  à  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  à  coefficients  algébriques  qui  admettent  comme 
intégrales  des  fonctions  composées  algébriquement  de  fonctions 
algébrico-logarlthmiques  et  d'intégrales  abéliennes  :  on  sait 
qu'Abel  a  montré  que,  si  l'intégrale  d'une  fonction  algébriqu<' 
pouvait  être  ramenée  à  des  fonctions  algébrico-logarithmiqucs  et 
à  des  intégrales  elliptiques,  les  variables  des  fonctions  réduites 
j)ouvaient  s'exprimer  rationnellemenl  au  moven  de   la  vaiiable  de 
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l'intégrale  abélienne  et  de  l'irrationnalité  correspondante;  et  ce 
théorème  est  le  fondement  de  la  théorie  de  la  réduction  des  inté- 
grales d'une  fonction  algébrique.  M.  Koenigsberger  parvient  à  une 
suite  de  propositions  analogues  pour  les  intégrales  de  la  nature 
considérée  des  équations  différentielles  linéaires,  propositions  qui 
lui  permettent  de  fonder  la  théorie  de  la  réduction  de  ces  inté- 
grales. Ainsi,  lorsqu'une  équation  différentielle  algébrique  linéaire 
à  second  membre  admet  une  intégrale  de  la  forme  Alogt^,  où  A 
est  une  constante  et  v  une  fonction  algébrique,  l'auteur  montre 

A 

qu'elle  admet  nécessairement  une  intégrale  de  la  forme  —  logtip,  où 

0  est  un  nombre  entier  et  iv  une  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients de  l'équation;  plus  généralement,  supposons  qu'une  équa- 
tion différentielle  linéaire 

d"^z  <:/'"-!  ^  dz  _ 

dx"^  '  dx'^-^  dx  ^ 

où  Y,,  Y2,  ...,  Yjtiy  y  sont  des  fonctions  algébriques  de  x,  admette 
une  intégrale  de  la  forme 

^  =  M  +  A2  logpi  +  Al  logp.2-+-. .  .H-  A;^.  logi^A- 

/Il  pli  p\-^ 

yids^  J     y.cls^...-^  j      y^  ds, 

où  A|,  Ao,  ".,  A/(  sont  des  constantes;  u,  t^,,  Co,  ...,  i'k',  sm  Ç27  •••^Sx 
des  fonctions  algébriques  de  x;  J^'o  j^2»  •  •  •  >  J'X  des  fonctions  al- 
gébriques (le  s;  on  voit  d'abord  que,  si  Y^^  n'est  pas  nul,  z  s'ex- 
primera algébriquement  au  moyen  de  œ.  Supposant  Y,„=o, 
M.  Koenigsberger  montre  que  l'équation  proposée  admettra  une 
intégrale  de  la  forme 

^  =  U  H-  B,  logVi  +  B2  logV'a-h. . .-+-  B^  logV|^ 

pi  p = 1 

où  1>,,  P)2,  ...,  B^  sonl  (les  constantes,  où  U,  V,,  ...,  Y^  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  Yj,  Yg,  ...,  Y,„_,,  r,  où/),,y?o,  ...,/?> 
(lésignenl  les  nombres  (|iil  caractérisent  les  genres,  où  0  est  un 
nombre  «rilicr;  ciiliii  les  limites  supérieures  t,[p^  sont  les  racines 
<l  mic  ('(jiiaïKm  de  (h'^ié />,,  donl  les  coefficients  sont  des  fonctions 
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rationnelles  de  Y,,  Yo,  ...,  Y„t_i,  y,  tandis  (jue,  inversement, 
les  valeurs  de  l'irrationnalilé  jk«  t{ui  correspondent  à  ces  limites 
s'expriment  rationnellement  au  mo^'cn  de  ces  limites  elles-mêmes 
et  des  coefficients  de  l'équation  difTérentiellc.  Relativement  aux 
sommes  d'intégrales  abéliennes  qui  figurent  dans  l'expression  de 
;;  et  dont  l'une  quelconque  peut  être  représentée  par  le  svmbole 


2/ 


Vf 
Y  ds, 


M.  Koenigsberger  établit  la  formule  de  réduction  suivante  : 

dans  le  second  membre  ii{s,  Y)  est  une  fonction  rationnelle  de  s 
et  de  Y  telle  que  ù(s,  Y)  ds  soit  une  différentielle  de  première 
espèce,  d'ailleurs  quelconque;  dans  le  premier  membre, 

F(:r,  Y„  Y.,  ...,  Y,„_,,j) 

est  une  fonction  rationnelle  des  quantités  entre  parenthèses,  et 
l'intégrale  est  aussi  de  première  espèce. 

Le  problème  de  la  réduction  est  ensuite  traité  avec  détail  dans 
le  cas  d'une  irrationnalité  binôme,  et,  comme  application,  l'auteur 
donne  une  suite  d'intéressantes  propositions  sur  la  réduction  des 
intégrales  hyperelliptiques  à  des  intégrales  elliptiques. 

Enfin,  dans  le  cas  où  les  intégrales  de  l'équation  difïerentielle 
linéaire  ne  sont  pas  composées  par  voie  d'addition  au  moven  de 
fonctions  algébrico-logarithmiques  et  d'intégrales  abéliennes,  l'au- 
teur établit  quelle  doit  être  la  forme  de  cette  composition  et  ap- 
prend à  en  déduire  d'autres  formes  rationnelles  qui  doivent  encore 
être  des  intégrales  de  l'équation  différentielle. 

Il  reste  un  problème  à  traiter,  celui  de  la  nature  des  irrationna- 
lités  algébriques  qui  servent  de  base  aux  "intégrales  elliptiques  ou 
abéliennes  que  l'on  suppose  satisfaire  à  une  équation  différentielle 
linéaires;  M.  Koenigsberger  réduit  d'abord  la  question  au  cas  des 
intégrales  de  première  espèce;  considérant  ensuite  une  équation 

d"^z  d'"'^^  dz  _ 
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où  Y, ,  Yo,  .  . . ,  Y,„_,  sont  des  fonctions  algébriques  de  x  et  où  v 
est  lié  à  ces  quantités  et  à  x  par  une  équation  irréductible 

y,i  _|_  oj (^,  Yi ,  . . . ,  \m-\  )7"-'  ^ . . .  =  o, 

et  supposant  qu'elle   soit  vérifiée  par  une  intégrale  elliptique   de; 
première  espèce, 


s 


cVr 


A(^) 


pour  laquelle  r  et  A(r)  s'expriment  rationnellement  au  moyen  de 
x^Yy  Yj,  ...,  Y;,i_,,  il  observe  qu'on  peut  faire  décrire  à  la  va- 
riable X  des  circuits  fermés,  tels  que  \^,  ...,  Ym-i  restent  inal- 
térés, tandis  que  y  devient  successivement  égal  aux  n  racines  de 
l'équation  qui  le  définit,  et  examine  d'abord  le  cas  où  une  racine 
de  cette  équation  se  produit  ainsi  multipliée  par  un  facteur  con- 

slant  qui  est  nécessairement  de  la  forme  e  '"^  ,  jji  étant  un  nombre 
entier;  si  l'équation  différentielle  linéaire  sans  second  membre 
n'est  vérifiée  par  aucune  intégrale  abélienne  ou  n'est  vérifiée  que 
par  une  intégrale  elliptique  de  même  module,  on  doit  avoir 
jjt.  =  2,  3,  4  ou  6  et,  dans  les  trois  derniers  cas,  l'intégrale  ellij)- 
lique  a  l'une  des  formes 

L'auteur  élcnd  ensuite  ses  reclierclies  au  cas  où  il  existe  entre 
|)lusieurs  valeurs  de  j>^  une  relation  linéaire;  Tétude  de  ce  cas  se 
relie  à  la  théorie  de  la  multiplication  complexe  et  de  la  division  du 
cercle;  une  analyse  succincte  des  méthodes  emplovées  et  des  résul- 
tats obtenus  seiait  difiicilement  intelligible,  et  nous  devons  ren- 
voyer le  lecteur  an  beau  li\re  de  M.  Koenigsberger.  J.  T. 
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M  EJ.  ANGES. 
FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  PARIS. 

SUJETS   DONNÉS    AUX    EXAMENS    DE    LICENCE    ÈS   SCIENCES   MATHÉMATIQUES. 

Juillet  1869.  —  Mécanique.  —  Ua  point  inaléiicl  non  pesant  as- 
sujetti à  se  mouvoir  sur  un  cône  de  révolution  est  sollicité  par  une 
force  dirigée  à  chaque  instant  suivant  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  mobile  sur  l'axe  du  cône  et  proportionnelle  à  la  longueur 
de  cette  perpendiculaire.  Trouver  le  mouvement  de  ce  point. 

On  appliquera  les  formules  au  cas  suivant  :  L'angle  que  les  gé- 
nératrices du  cône  font  avec  l'axe  est  de  3o",  la  vitesse  initiale  est 
perpendiculaire  à  l'axe. 

Epure.  —  On  donne  le  rayon  d'une  sphère,  les  projections  de 
son  centre  O  et  celles  d'un  autre  point  A.  —  Construire  la  trace 
horizontale  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A,  et  qui  est 
circonscrit  à  la  sphère. 

On  ne  supposera  pas  c{ue  le  point  A  soit  dans  le  plan  horizontal, 
ni  que  la  droite  OA  soit  verticale. 

Analyse.  —  Trouver  la  fonction  z  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  r,  qui  se  réduit  à  zéro  pour  ^  nu  <7  et  qui  satisfait  à 
l'équation  aux  dérivées  partielles 

ax'*  ~ -\-{x'* Z  + ax^y  —  ax'^y-) -^  =-iax-yz  —  la^y^. 

Mécanique.  —  Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  sol- 
licité par  deux  forces  dirigées  vers  un  même  cenlre  fixe,  l'une 
attractive  et  variant  proportionnellement  à  la  distance,  l'autre  ré- 
pulsive et  variant  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 

On  appliquera  les  formules  en  supposant  la  vitesse  initiale  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur  initial. 

Analyse.  —  Etant  donné  un  cône  de  révolution,  on  considère 
sur  sa  surface  une  courbe  telle  que  le  plan  osculateur  à  la  courbe 
en  l'un  quelconque  de  ses  points  contienne  la  normale  à  la  surface 
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(Il  ce  même  point.  Délerniiner  la  projection  de  cette  courbe  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cône. 

Novembre  1869.  —  Analyse.  —  Trouver  l'éqnalion  générale  des 
surfaces  qui  cou[)ent  à  angle  droit  les  sphères  représentées  par 
l'équation 

J?2  _|_  yi  -4-^2  y  3(  ^   _   Q^ 

où  a  est  un  paramètre  variable. 

Déduire  du  résultat  obtenu  quelques  systèmes  formés  de  trois 
familles  de  surfaces  triplement  orthogonales. 

Mécanique.  —  Un  cyhndre  de  rayon  a  et  de  moment  d'inertie 
A  par  rapport  à  son  axe  est  mobile  autour  de  cet  axe  supposé  fixe 
et  horizontal.  Sur  ce  cylindre  s'enroule  un  fil  sans  masse  supportant 
à  ses  deux  bouts  deux  poids  cylindriques,  de  même  diamètre,  mais 
de  masses  inégales  m  et  jn' .  Ces  deux  poids  éprouvent  de  la  part 
de  l'air  une  même  résistance  ap-,  proportionnelle  au  carré  de  leur 
vitesse  commune  v.  Trouver  le  mouvement  de  ce  système,  en  né- 
gligeant le  frottement  du  cylindre  contre  l'air  et  contre  ses  appuis. 

Examiner  le  cas  particulier  où  les  masses  m  el  m'  seraient  égales 
et  où  le  cylindre  serait  animé  à  l'origine  du  temps  d'une  vitesse  de 
rotation  donnée  coq. 

Epreuve  pratique.  —  La  longitude  du  Soleil  étant  322°44'28",3 
et  l'obliquité  de  l'écllptique  23"2^'23'',7,  calculer  l'ascension  droite 
et  la  déclinaison  du  Soleil. 

On  exprimera,  suivant  l'usage,  l'ascension  droite  en  temps. 

Juillet  1870.  —  Mécanique.  —  Une  droite  homogène  AA'  de 
masse  m'  et  de  longueur  ia  est  assuiettie  à  tourner  autour  d'un 


'■o 


"J* 


axe  vertical  auquel  elle  est  perpendiculaire  et  qui  passe  par  son 
milieu  O.  Un  point  mobile  M  de  masse  m,  assujetti  à  rester  sur 
celte  droite,  est  attiré  par  le  point  O  proportionnellement  à  sa  di- 
stance à  ce  point.  On  donne  la  vitesse  angulaire  initiale  Wq  de  la 
(h'ollc.  la  position  initiale  du  point  M  sur  la  droite  et  sa  vitesse 
inilliilc  relative,    riouverle  mouvement  du  système. 

On  applnpiera    les    formules   au    cas  où  le  point  M    est    placé 
d'abord  à  re\lr('Muil('  A  de  la  droite  sans  vitesse  relative.   On  sup- 

po>era  en  oulrc"  /;/'.—.  —  c\  IcMN^effirient  d'attraction  /'==  4<'>(r 
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Épure.  —  Deux  circonférences  égales  dont  les  plans  sont  pa- 
rallèles au  plan  vertical  onl  leurs  centres  O  et  O'  clans  le  plan 
horizontal.  Une  surface  gauche  est  engendrée  par  une  droite  qui 
glisse  sur  les  deux  circonférences  et  sur  la  perpendiculaire  au  plan 
vertical  mené  par  le  point  I,  milieu  de  la  droite  00';  construire 
les  projections  d'une  position  particulière  de  la  génératrice,  ain«i 
que  les  traces  du  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  quelconque 
de  celte  droite. 

Analyse.  —  On  propose  de  trouver  Fintégrale  générale  de  l'é- 
quation 

cl*  y  d~  1  ' 

—^—,  —  2  — r-T  -+-■>'  =  A  e^  +-  B  e--^  -h  C  sin  a:-  -L^  D  cosar, 

dx*  dx- 

A,  B,  G,  D  étant  des  constantes. 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  P  est  sollicité  par  une  force 
dirigée  vers  un  cenire  fixe  O  et  qui  dépend  de  la  distance  du 
point  P  au  point  O;  Faction  de  la  force  sur  l'unité  de  masse 
s'exprime  par  la  formule 

'f  —    • '■ = 

On  suppose  le  point  P  placé  d'abord  en  G  à  une  distance  a  du 
centre  O;  on  imprime  à  ce  point  une  vitesse  perpendiculaire  au 

rayon  OG  et  égale  à  -;  déterminer  son  mouvement. 

Août  1871.  —  Anahse.  —  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface  développable,  enveloppe  du  plan  mobile  représenté,  en 
coordonnées  rectangulaires,  par  l'équation 

z  =  ax  -^  }'cp(a)  -f-  R/i  -t-  "x'^  -h  cp=^(a), 

où  a  est  un  paramètre  variable,  <ï>(a)  une  fonction  arbitraire  de  ce 
paramètre  et  R  une  constante  donnée.  On  fera  voir:  1°  que  les 
génératrices  rectilignes  constituent  un  premier  système  de  lignes 
de  courbure,  comme  dans  toutes  les  surfaces  développables  ; 
2°  que  les  lignes  de  courbure  du  deuxième  système  sont  situées 
sur  des  sphères  concentriques  à  la  sphère  qui  louche  le  plan  mo- 
bile. 

Mécanique.  —  Déterminer  le  mouvement  d'une  baguette  recli- 

BuU.  ilea  Sciences  ituitliéni,.  2"  série,  l.  \11.  (.lanvici-  i883.)  a 
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ligne  pesante  homogène  dont  les  extrémités  sont  assujetties  à 
glisser  sans  frottement  l'une  sur  une  droite  horizontale  0;r,  l'autre 
sur  une  droite  verticale  Or. 

On  calculera  les  pressions  exercées  parla  baguette  sur  les  deux 
droites. 

Novembre  1871.  —  Analyse.  —  Etant  donnés  un  plan  P  et  un 
point  O  dans  le  plan,  trouver  l'équation  générale  de  toutes  les 
surfaces  telles  que  si,  dans  un  point  quelconque  m  de  l'une  d'elles, 
on  mène  la  normale  mn  qui  rencontre  en  n  le  plan  P,  puis  la  per- 
pendiculaire mp  à  ce  plan,  l'aire  du  triangle  Onp  soit  égale  à  une 
constante  donnée. 

Déterminer  la  fonction  arbitraire  comprise  dans  l'équation 
obtenue  de  manière  que  la  surface  passe  par  une  droite  O^'  située 
dans  le  plan  P. 

Mécanique.  —  Un  prisme  A  A' BB',  de  masse  donnée  m,,  repose, 
par  une  surface  plane  A' B',  sur  un  plan  horizontal  sur  lequel  il  peut 
glisser  sans  frottement;  dans  ce  prisme  on  a  creusé  un  cvlindre 
ayant  ses  génératrices  horizontales;  un  point  matériel  pesant  de 

Fig.  I. 


masse  donnée  jn  glisse  sur  la  surface  de  ce  cylindre  sans  frottement. 
On  suppose  que  les  vitesses  initiales  du  prisme  et  du  point  maté- 
riel sont  nulles. 

Trouver  le  mouvement  de  ce  système. 

On  appliquera  les  formules  au  cas  où  la  section  droite  AGB  du 
cylindre  est  une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  roulant  sur  la 
droite  AB  et  l'on  supposera  que  le  point  m  a  été  placé  au  commen- 
cement au  point  le  plus  haut  A.  On  effectuera  le  calcul  en  suppo- 
sant que  la  masse  ni  est  très  petite  par  rapport  à  /n,  et  négligeant 

les  puissances  du  rapport  —  supérieures  a  la  première. 
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Juillet  1872.  —  Analyse.  —  Déterminer  l'inlégraie  définie 

cot    -  \x  —  a  —  b  y/ —  i  )  dx. 
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Mécanique.  —  Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  pe- 
sant assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  la  surface  d'un  parabo- 
loïde  elliptique  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical  et  dont  la 
concavité  est  tournée  vers  le  haut.  On  supposera  la  vitesse  initiale 
horizontale. 

Mécanique.  —  Etant  donnés  un  cône  circulaire  droit  dont  Taxe 
est  vertical  et  dirigé  de  bas  en  haut,  et  une  poulie  homogène,  de 
masse  et  de  rayon  connus,  située  dans  un  plan  méridien  du  cône 
en  tournant   autour  d'un    axe  perpendiculaire    à  ce  plan;   un  fil 


flexible  et  inextensible  est  enroulé  sur  la  poulie;  un  des  brins  du 
fîl  passe  dans  une  ouverture  infiniment  petite  pratiquée  au  sommet 
du  cône  et  à  son  extrémité  est  attaché  un  point  pesant  de  masse  m 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  la  surface  du  cône  ;  l'autre  brin 
descend  suivant  la  verticale  et  porte  à  son  extrémité  un  point  pesani 
de  masse  m! .  Trouver  le  mouvement  de  ce  système  en  supposant 
que  la  vitesse  initiale  du  point  m  soit  horizontale  et  celle  du 
point  m'  nulle. 

On  néglige  le  jjoids  du  fil. 


20  PREMIÈRE   PARTIE. 

Analyse.  —   i"  Trouver  l'Intégrale  générale  de  l'équation  difFé- 
rentielle  du  troisième  ordre 

dx^  dx 

a,  6,  c,  constantes  données;  e  est  la  base  des  logarithmes  népériens. 
2°  XjY^z  étant  les  coordonnées  rectilignes,  a,  6,  a,  ê  les  fonc- 
lions  d'un  paramètre  variable,  on  demande  les  conditions  pour  que 
la  droite  ^  =  a^  +  a,  j  =  6^  -4-  ê  engendre  une  surface  dévelop- 
pable  dont  les  lignes  de  courbure  normales  aux  génératrices  soient 
situées  sur  des  sphères  concentriques. 

Mécanique.  —  Les  axes  OX,  OY,  OZ  étant  invariablement 
liés  à  un  corps  solide  et  l'axe  OZ  étant  fixé  dans  l'espace,  on  donne 
par  rapport  à  ces  axes  les  coordonnées  x^  y  du  centre  de  gravité 
du  solide  et  les  valeurs  D,  E  des  sommes  llmyz,  ^mxz. 

Le  solide  étant  supposé  tourner  autour  de  l'axe  OZ  avec  une 
vitesse  angulaire  w,  sans  être  sollicité  par  aucune  force  extérieure, 
on  demande  : 

i^  De  trouver  quelle  relation  il  doit  y  avoir  entre  les  données 
D,  E,  X  et  y  pour  que  les  pressions  exercées  sur  l'axe  aient  une 
résultante  unique; 

2"  De  calculer,  quand  cette  relation  est  satisfaite,  la  valeur  de 
la  pression  résultante; 

3"  De  former,  par  rapport  aux  axes  mobiles  OX,  OY,  OZ,  les 
équations  de  la  droite  suivant  laquelle  elle  est  dirigée. 

Novembre  1872.  —  Mécanique.  —  Trouver  dans  un  plan  vertical 
la  courbe  AMB  sur  laquelle  un  point  pesant  doit  être  assujetti  à  se 
mouvoir  pour  que  le  rapport  de  la  pression  exercée  par  ce  point 
sur  la  courbe  à  la  composante  normale  de  son  poids  soit  égala  un 
nombre  donné  n. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  de  yi  =  2. 

Analyse  et  Mécanique.  —  i"  Trouver  l'intégrale  générale  de 
l'équation  difierentielle 


<ir''  dx  .  'o     \/ 1   -i   X'* 


5i"   Délerminci"  le  mouvcmnit  d'un  corps  solide   pesant  dont  les 
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molécules  soiil  sollicitées  vers  un  point  fixe  par  des  forces  propor- 
tionnelles à  leurs  masses  et  à  la  distance  au  point  fixe. 

Juillet  1873.  —  Analyse.  —  Trouver  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  décrites  par  une  droite  qui  se  meut  en  rencon- 
trant une  droite  fixe  sous  un  angle  donné. 

Intégrer  ensuite  cette  équation  aux  dérivées  partielles. 

Mécanique.  —  Une  sphère  homogène  est  posée  sans  vitesse 
sur  un  plan  horizontal;  trouver  le  mouvement  de  cette  sphère,  en 
supposant  tous  les  éléments  de  masse  qui  la  composent  attirés 
proportionnellement  à  la  distance  par  un  point  fixe  O  du  plan. 
L'adhérence  de  la  sphère  au  plan  horizontal  est  supposée  telle 
qu'elle  ne  puisse  que  rouler  sans  glisser. 

Les  données  sont  le  rayon  R  de  la  sphère,  la  distance  a  du  point 
de  contact  initial  au  point  O  et  l'attraction  u  que  ce  dernier  point 
exerce  sur  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance. 

Analyse.  — Transformer  l'intégrale  double    /  /   dx  dy  qui  se 

rapporte  aux  aires  planes  en  substituant  aux  coordonnées  rec- 
tangulaires x^  y  les  paramètres  des  deux  familles  de  coniques 
homofocales  représentées  par  les  équations 

=1»  -^— 
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Application  à  Faire  du  cercle  de  rayon  R. 

Intégrer  l'équation  différentielle 

d"^  y  d^  y  dy 

"^^  Zè  ~  9"^'  Z^  "^  ^^"^  dx  ~  ^^^  ""  -^'[^-^  ?  log-^  +  T(log-^Vl. 

a,  j3,  y  étant  des  constantes  données. 

Juillet  1873.  —  Analyse.  —  Intégrer  le  système  de  deux  équa- 
tions difFérentielles  simultanées 

/  d'^T 

I  -^  -^ix-^y  =  cos2t, 

l  d^y 
Mécanique. —  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  sr  mou- 


Ta. 
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voir  sur  un  paraboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est  la  verticale  Oz. 
Il  est  en  outre  soumis  à  l'attraction  d'un  centre  placé  au  foyer  F 


de  la  parabole  méridienne.  Cette  attraction  est  proportionnelle  à 
la  distance  et  telle  que,  si  le  point  matériel  était  placé  en  O,  elle 
serait  égale  au  poids  de  ce  point.  On  donne  la  masse  m  du  point 

matériel,  la  distance  OF  =  -  et  l'on  demande  d'étudier  le  mouve- 

ment  du  point. 

On  recherchera,  en  particulier,  les  diverses  circonstances  du 
mouvement  dans  le  cas  où  il  s'effectue  dans  un  des  plans  méri- 
diens de  la  surface. 

Novembre  1873.  —  Analyse. —  On  donne  une  série  de  courbes 
{c)   représentées    en    coordonnées  rectangulaires   par   l'équation 

y-  = r  où  a  est  une  constante  arbitraire. 

ia  —  X 

On  demande  : 

i"  L'équation  différentielle  qui  représente  toutes  les  courbes  (c); 

2"  L'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  des 
courbes (c); 

3"  L'équation  en  termes  finis  des  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  (c). 

Mécanique.  —  Deux  points  matériels,  de  masses  ni  et  m',  réu- 
nis par  un  (il  flexible  et  inextensible  qui  traverse  un  anneau  infi- 
niment petit  a,  sont  assujettis  à  se  mouvoir  sans  frottement  dans 
un  plan  qui  passe  par  a  ;  le  point  m  est  sollicité  par  une  force  di- 
rigée vers  a  et  qui  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  sa  dislance 
à  ce  point,;  déterminer  le  mouvement  du  système  en  négligeant  la 
masse  du  fil. 
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Oïl  examinera,  en  parliculier,  le  cas  où  la  Mlesse  initiale  (Jii 
[)()inL  ni  est  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  la  position  initiale 
au  point  fixe  a. 

Juillet  1874.  —  Analyse.  —  i°  Intégrer  les  d^xw  é(piations  dill/;- 
rentielles  simultanées 

(i^r       ^  (h-         _  dz 

—r-  —  5  -~  -!-  I  )  y  H-  -, — \-  '20Z  =  o, 

dx'  dx  '  dx 

dy  d-^z  dz 

-i h  -2  y  H ,— -  H-  3  -^ h  Sz  —  o. 

dx         ^         dx-  dx 

i'*  Intégrer  les  deux  équations  simultanées 

«r/2  y  dv        ^  dz 

—r^  —  5  -j-  H-  1 3  r  -f-    ,     -H  20-S  =  6;-^, 

dx'^  dx  ■  dx 

dv  d'^  z  dz 

—; — h  ly  H r— -  -1-3  -j — h  3  ^  =  e--^. 

dx  dx'^  dx 

Mécanique.  —  Trouver  le  mouvement  de  deux  points  matériels 
pesants,  qui  s'attirent  proportionnellement  à  leur  distance  et 
qui  sont  assujettis  à  se  mouvoir  sans  frottement,  le  premier  sur 
une  droite  verticale  donnée,  le  second  sur  un  plan  donné  oblique 
à  l'horizon. 

On  examinera,  en  particulier,  les  circonstances  du  mouvement 
dans  les  hypothèses  suivantes  :  i"  les  deux  points  matériels  ont 
des  masses  égales  ;  2°  leur  position  initiale  est  celle  où  ils  reste- 
raient en  équilibre  si  leurs  vitesses  étaient  nulles;  3°  les  projec- 
tions de  la  vitesse  initiale  du  second  point  sur  l'horizontale  et  sur 
la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  sont  égales  chacune  à  la  vi- 
tesse initiale  du  premier  point;  4"  le  plan  donné  fait  avec  l'hori- 
zon un  angle,  dont  le  sinus  est  égal  à  |. 

Géométrie  descriptive.  —  Une  surface  est  engendrée  par  la  ro- 
tation d'une  parabole  autour  de  la  tangente  à  son  sommet.  Déter- 
miner la  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolu- 
tion, d'une  ligne  tracée  sur  la  surface,  et  telle  que  le  rayon  de 
courbure  de  la  vection  normale  qui  correspond  à  l'une  quelconque 
de  ces  tangentes  soit  infinie. 

Mécanique  —  Un  point  pesant  m  est  assujetti  à  se  mouvoir 
sans  frottement  sur  un  cvlindre  circulaire  droit  dont  l'axe  est  ver- 
tical, et,  en  outre,  il  est   soumis  à  l'attraction  d'un  poinl   lixc  A. 
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atlraclion  proporlionnelle  à  la  distance.  Délermiiier  le  mouvement 

du  point  m. 

Novembre  1874.  —  Analyse.  —  On  considère,  sur  la  surface 
d'un  paraboloïde  elliptique,  les  courbes  définies  par  la  condition 
que  les  normales  à  la  surface  menées  par  les  difierents  points  de 
l'une  d'elles  fassent  un  angle  constant  avec  l'axe. 

Trouver  l'équation  des  projections  de  ces  courbes  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  du  paraboloïde. 

Calculer  l'aire  de  la  calotte  du  paraboloïde  limitée  par  une  des 
courbes. 

2°  Soient  cd(^)  et  ^(^)  deux  fonctions  données  de  x^  leurs  dé- 
rivées étant  représentées  par  'f'(^)  et  ^\x^\  on  propose  d'intégrer 
les  deux  équations  différentielles  simultanées 

dz 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  libre,  sollicité  par  une  force 
dirigée  vers  un  centre  fixe,  se  meut  de  manière  à  être  à  chaque 
instant  sur  une  spirale  logarithmique  ayant  ce  centre  pour  pôle  et 
tournant  uniformément  autour  de  lui.  On  demande  la  valeur  de  la 
force  en  fonction  de  la  distance  du  point  mobile  au  centre  fixe. 

L'expression  de  la  force  étant  trouvée,  on  cherchera  l'équation 
générale  de  la  trajectoire  d'un  point  matériel,  soumis  à  l'action 
de  cette  force. 

Juillet  1875.  —  Analyse. —  i°  Déterminer  les  lignes  de  courbure 
de  la  sur/ace,  représentée,  en  coordonnées  rectangulaires,  par 
l'équation 

e^  =  cos^r  cosjK- 

2"  Intégrer  les  deux  équations  différentielles  simultanées 

dy  _         z 

dx  ~  {z---jy-' 

dz  y 


dx       (s—  r)^ 

Epreuve  pratique.  —  Géométrie  descriptive.  —  Unconoïde  a 

pruii"  pl;in  dirortrur  nn    plan   porprndirulairc  à  la  ligne  de  terre  et 


pour  (Jireclrices  :  i"  une  droite  AA'  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
et  à  o'",io  de  chacun  des  plans  de  projection;  2"  une  circonfé- 
rence de  o"',oj  de  rayon  située  dans  le  plan  horizontal  et  tan- 
gente à  la  ligne  de  terre. 

Déterminer  les  projections  de  la  section  faite  dans  la  surface 
par  un  plan  dont  les  traces  seraient  les  projections  de  même  nom 
de  la  droite  AA'  ainsi  que  la  tangente  en  un  point  de  cette  section. 

Mécanique .  —  \]i\  point  matériel  est  assujetti  à  rester  sur  une 
sphère,  dont  un  point  fixe  P  est  considéré  comme  pôle,  et  il  est 
sollicité  par  une  force  dirigée,  à  chaque  instant,  suivant  la  tangente, 
au  méridien  MP  et  inversement  proportionnelle  au  carré  du  cosi- 
nus de  la  latitude.  Déterminer  le  mouvement  du  point  M  et  trou- 
ver l'équation  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère 
et  pour  directrice  la  trajectoire  décrite. 

La  vitesse  initiale  du  point  M  sera  supposée  tangente  au  paral- 
lèle passant  par  la  position  initiale  et  on  la  regardera  comme 
donnée. 

Analyse.  —  Déterminer  une  courbe  c  telle  que  si  l'on  forme 
une  de  ces  transformées  c,  par  ravons  vecteurs  réciproques,  rela- 
tivement à  un  pôle  donné  O,  les  rayons  de  courbure  en  deux 
points  correspondants  M  et  M,  des  deux  courbures  c  et  c<  aient 
un  rapport  constant. 

(On  dit  que  la  courbe  c^  est  une  transformée  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  de  c,  par  rapport  au  pôle  O,  lorsque  le  produit 
OM.OM,  des  rayons  de  même  direction,  issus  du  point  O,  est 
constant.) 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  non  pesant  est  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  un  cône  de  révolution,  et  il  est  soumis  à  l'action  d'un 
centre  attractif,  placé  au  sommet  du  cône  et  qui  l'attire  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  point  matériel  et  en 
particulier  la  projection  de  la  trajectoire  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  la  génératrice  du  cône  sur  laquelle  se  trouve  le  point  matériel. 

Novembre  1875.  —  Analyse.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 
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Délerminer  toutes  les  surfaces  qui  satisfont  à  la  condition 


OP.MX==X.U.NJ\ 

dans   laquelle  A  désigne  une   constante   donnée,  O   l'origine   des 
coordonnées,  M  un  point  quelconque  de  l'une  des  surfaces,  P  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  le  plan  tangent  en  M 
et  N  la  trace  de  la  normale  en  M  sur  le  plan  XOY. 
(Les  axes  des  coordonnées  sont  rectangulaires.) 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  pesant,  assujetti  à  rester  sur 
une  sphère  de  rayon  rt,  est  attiré  proportionnellement  à  la  dis- 
tance par  un  point  fixe  B  situé  sur  la  verticale  O:;  du  centre  de  la 
sphère,  à  une  distance  OB  =  ^  de  ce  centre.  On  donne  la  valeur  jjl 
de  l'attraction  à  l'unité  de  distance,  l'intensité  g  de  la  pesanteur, 
la  vitesse  initiale  k  du  point  mobile,  laquelle  est  supposée  hori- 
zontale, et  enfin  la  distance  initiale  h  de  ce  point  au  plan  horizontal 
Oxy  qui  passe  parle  centre  de  la  sphère. 

On  demande  de  trouver  les  limites  entre  lesquelles  variera, 
pendant  le  mouvement,  l'ordonnée  z  du  point  mobile;  de  déter- 
miner complètement  ce  mouvement,  dans  le  cas  particulier  où 
l'attraction  du  point  fixe  B  sur  le  centre  de  la  sphère  est  égale  et 
contraire  à  la  pesanteur. 

Epreuve  pratique.  —  Construire  les  projections  et  la  longueur 
d'une  normale  commune  à  deux  cylindres,  qui  ont  pour  bases 
deux  cercles  donnés  dans  le  plan  horizontal  et  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  deux  droites  données. 

Juillet  1876.  —  Anal/)  se.  —  On  donne  un  hélicoide  gauche,  dont 
l'équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 

Y 
Z  =  k  arc  tanj?  -  • 

""  X 

On  demande  de  déterminer  les  projections  sur  le  plan  des  xy 
des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  de  façon  que  le  plan  oscu- 
Uiteur,  (;n  un  point  quelconque  de  l'une  d'elles,  comprenne  la 
normale  à  la  surlace  en  ce  même  point. 

Mécanique.  —  Trouver   le  mouvement  de   deux  points  maté- 

i-icls,  asMijciiis  ;i  glisser  sans  f'rolteujoni   sui-  un  cri-clr  horizontal. 


I 
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et  s'allirant  inuluellement  en  raison    inverse  du   (  iihe  d(;   la   di>- 
tance. 

Épreuve  pratique.  —  Calcul  numérique;  l'exccnlrieilé  d'une 
planète  étant  supposée  égale  à  y,  calculer  i'anoniali<'  vraie  et 
l'anomalie  moyenne  correspondant  à  une  anomalie  excentrique; 
é^ale  à  40-17' 34", 74. 

Analyse.  —  Les  axes  d'une  ellipse  sont  'jlu  et  ;>»/>;  ou  suppose 
d'^  b\  cette  ellipse  sert  de  directrice  à  un  cylindre  droit;  calcu- 
ler la  portion  du  volume  de  ce  cylindre  qui  est  renfermée  dans 
une  sphère  ayant  le  centre  de  l'ellipse  pour  centre  et  soji  demi- 
^rand  axe  a  pour  rayon. 

Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  de  l'un  des  systèmes 
de  génératrices  rectilignes  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  une 
nappe. 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  de- 
meurer sur  un  cône  circulaire  droit  dont  l'axe  est  vertical  ; 
il  est,  en  outre,  soumis  à  l'attraction  d'un  centre  fixe  placé  au 
sommet  du  cône  et  attirant  en  raison  inverse  du  cube  de  la  dis- 
tance. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  point  matériel. 

Novembre  1876.  —  Analyse.  —  On  donne  une  sphère  et  une 
droite  D;  déterminer  les  projections  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  la  droite  D  des  trajectoires  orthogonales  des  sections  faites  dans 
la  sphère  par  les  plans  menés  suivant  cette  droite. 

Mécanique. —  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant,  assujetti 
à  rester  sur  la  surface  d'un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  fait 
un  angle  a  avec  la  verticale. 

Analyse.  —  Trouver  une  courbe,  telle  que  le  triangle,  ayant 
pour  sommet  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  le  centre  de 
courbure  correspondant  et  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  M  ait 
une  surface  constante.  On  fera  voir  que  l'une  des  coordonnéei> 
s'exprime  en  fonction  de  l'autre  par  une  quadrature  et  que  l'on 
peut  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  la  courbe,  sans  en  avoir 
l'équation  en  termes  finis. 
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Nota.  —  Les  axes  des  coordonnées  sont  supposés  rectangu- 
laires. 

Épure.  —  Contour  apparent  horizontal  d'une  surface  réglée 
déterminée  : 

1°  Par  une  ellipse,  contenue  dans  le  premier  plan  bissecteur,  se 
projetant  horizontalement  suivant  une  circonférence  ayant  o™,o3 
de  rayon,  tangente  à  la  ligne  de  terre  et  avant  son  centre  sur  le 
grand  axe  de  la  feuille  ; 

2^  Par  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  à  o^^oQ  en  avant  du  plan 
vertical  et  o^^oZ  en  dessus  du  plan  horizontal; 

3"  Par  une  perpendiculaire  au  plan  vertical  dans  le  plan  hori- 
zontal, placée  sur  le  grand  axe  de  la  feuille. 

Déterminer  un  point  quelconque  du  contour  apparent. 

Mécanique.  —  I.  Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  M 
de  masse  m,  sollicité  par  une  force  dirigée  vers  un  point  fixe  O  el 

égale  a — —-^ — ?  r  étant  la  distance  UM  et  y  1  angle  que  lait  ce 

ravon  vecteur  avec  le  rayon  vecteur  initial  OA  =  a.  On  supposera 
la  vitesse  initiale  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  initial  OA  et 

égale  ^  i/ô-^J  on  donnera  une  formule,  permettant  de  calculer  la 

position  du  mobile  à  chaque  instant;  on  cherchera  la  durée  de  la 
révolution  et  on  la  comparera  à  celle  qui  aurait  lieu  si  le  mobile, 
placé  dans  les  mêmes  conditions   initiales,   était   sollicité  par  la 

c  m\i. 

lorce  — -• 


v- 


II.  Un  mobile  M,  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  sphère  donnée, 
sans  frottement,  est  sollicité  par  une  force  dirigée  suivant  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  M  sur  un  diamètre  fixe  AB.  Suivant 
(juellc  loi  doit  varier  la  force,  pour  que  la  trajectoire  décrite  par 
le  mobile  soit  une  conique  sphérique  dont  le  diamètre  AB  est  l'un 
des  axes  ? 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'heure  d'après  la  hauteur  du 
Soleil.  Données:  latitude  du  lieu,  48°5o'ii"  boréale;  déclinaison 
(lu  SolriL  i5°i2'25"  boréale;  hauteur  observée  corrigée  de  la  ré- 
iVaclion,  />o"p.8'5o". 
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Analyse.    —     i"    'iVouver    les    trajectoires    orllioiionale^i    des 
courbes  représentées  en  coordonnées  \)'av  ré(juîili()n 

^  c 

dans  laquelle  <?  est  un  paramètre  variable;  le  signe  log  désigne  un 
logarithme  népérien. 

2"  L'angle  a  étant  supposé  compris  entre  zéro  et  -^  soit 

taiiirco 


p2  —  ^2  log 


tans  a 


l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  polaires;  on  demande  si 
l'aire  du  secteur  limité  par  cette  courbe  et  par  les  rayons  vecteurs 

correspondants  ào^  =  aet  oj=-a  une  valeur  finie  ou  infinie. 


Mécanique.  —  On  considère  la  surface  de  révolution,  engen- 
drée par  une  hyperbole  équilatère  ayant  une  asymptote  verticale  et 
tournant  autour  de  celte  asymptote.  On  demande  le  mouvement 
d'un  point  pesant  assujetti  à  demeurer  sur  l'une  des  deux  nappes 
de  cette  surface. 

Novembre  1877.  — Analyse.  ■ —  Etant  donnée  un  ellipsoïde  à  trois 
axes  inégaux  représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

X-        y^        z^ 

—    -4-  —   -f-  —  =  1 

a-z  ^  è2  ^  c2         ' 

on  considère  l'ellipse  E  résultant  de  rinlersection  de  cette  surface 
parle  plan  des  xz.  En  un  point  quelconque  M  de  cette  ellipse,  il 
existe  deux  sections  normales  principales  de  l'ellipsoïde  dont  cha- 
cune a  pour  ce  point  son  rayon  et  son  centre  de  courbure.  Cela 
posé  on  demande  : 

i"  Les  expressions,  pour  chaque  point  M,  des  rayons  de  cour- 
bure R,,  R2  des  deux  sections  principales; 

2°  La  relation  qui  existe  entre  R,  etRo; 

3"  Le  lieu  des  positions  qu'occupent  les  centres  de  courbure 
des  sections  principales,  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  l'el- 
lipse E. 

Mécanique.  —  Mouvement  de  deux  points  matériels  de  masses 
m  et  m',  s'attirant  proportionnellement  à  la  distance  et  assujettis 
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à  se  mouvoir  sans   Iroltement  sur  deux  cercles  concentriques  de 
rayons  a  et  a'  situés  dans  un  même  plan  horizontal.  On  suppose 
les  deux  mobiles  en  repos  à  l'origine  du  temps. 
Cas  des  oscillations  infiniment  petites. 

Épreuve  pratique  :  La  déclinaison  du  Soleil  étant  supposée 
éffale  à  iS"2-'  iG",  calculer  la  distance  zénithale  de  cet  astre  à  6^ 
de  temps  vrai  à  Paris. 

On  prendra  pour  latitude  de  Paris  la  valeur  de  48° 09'  i3". 

Juillet  1878.  —  Mécanique.  —  On  considère  deux  points  matériels 
non  pesants,  de  masses  m  et  m',  assujettis  à  se  mouvoir  sans  frotte- 
mentdans  deux  plans  différents,  mais  parallèles,  et  maintenus  aune 
distance  invariable  l'un  de  l'autre  par  une  tige  dont  on  négligera 
la  masse.  Ces  deux  points  sont  soumis  uniquement  à  l'action  d'un 
centre  fixe  qui  les  attire  proportionnellement  à  leur  masse  et  à  leur 
distance.  On  demande  :  i  "  le  mouvement  du  centre  de  gravité  ;  2°  on 
indiquera  pour  quelles  conditions  initiales  le  mouvement  des  deux 
points  sera  le  même  que  s'ils  n'étaient  pas  reliés  l'un  à  l'autre  parla 
lige  solide. 

Astronomie.  —  Connaissant  pour  un  astre,  à  une  certaine 
époque,  les  coordonnées  écliptiques 

X  =  ^''Si'.f  ,45,     4L  =  9''33'38%386, 

on  propose  de  trouver  les  coordonnées    équatoriales   correspon- 
dantes. 

On  supposera  l'obliquité  de  l'écliptique 

co  =  23°  27' 32",  935. 

Analyse.  —  i"  Trouver  les  courbes  dont  les  coordonnées  rap- 
portées à  deux  axes  rectangulaires  satisfont  à  l'équation  différen- 
tielle 


I  -r 


dx)    J   dx  r/./-3     -  L^  W/.r  i         '  J  [TÏ^^)    ' 


<la 


ns  hupielle  dx  est  supposée  constante. 

■i"  On  demande  de  démontrer  qu'en  posant 


y=  I   J\^)dx, 


puis  snccossivcment 


Mf:i.AN(;i:-^.  ji 

j^2  =     /      'TVi  d.r. 


l'expression  de  i'„  sera  donnée  par  la  iormule  suivante  : 

Kpure. —  Un  conoïde  est  engendré  par  une  droite  s'appuyant  : 

i"  Sur  une  sphère  tangente  aux  deux  plans  de  projection,  ayant 
son  centre  à  o'",4  à  droite  du  centre  de  la  feuille  et  à  o'",6  de 
chacun  des  plans  de  projection  ; 

2°  Sur  une  verticale  menée  par  l'extrémité  du  rayon  horizontal 
de  la  sphère  inclinée  de  4^*^  sur  le  plan  vertical  et  dirigée  vers  la 
gauche  en  avant. 

Déterminer  la  section  du  conoïde  par  le  plan  vertical. 

Analyse.  —  Déterminer  les  surfaces  de  révolution  telles  que, 
en  chacun  de  leurs  points,  les  rayons  de  courbure  des  sections  prin- 
cipales soient  dirigés  dans  le  même  sens  et  aient  une  somme  con- 
stante a. 

On  indiquera  la  figure  du  méridien  de  la  surface. 

Calcul  astronomique.  —  La  déclinaison  du  Soleil  étant  sup- 
posée boréale  et  égale  à  i()'*32'48",  et  la  latitude  du  lieu  égale  à 
52°26'i'j",  calculer  à  o'^  i  près  la  hauteur  du  Soleil  au-dessus  de 
l'horizon  à  4^  ^8™  i  5""  de  temps  vrai. 

Mécanique. —  i^  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  un  cylindre  circulaire  droit  dont  l'axe  est  vertical.  Il 
est  soumis  en  outre  à  Faclion  d'un  centre  fixe  qui  l'attire  propor- 
tionnellement à  la  distance.  On  demande  d'étudier  le  mouvement 
que  prendra  le  point  matériel,  les  conditions  initiales  de  ce  mou- 
vement étant  quelconques. 
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'1*'  Le  mouvement  d'un  point  matériel  est  défini  par  les  for- 
mules 

T  =  a    -r-  b    t  -r-  C    t-, 

y  =  a  -^  b'  t   -  c  t-^ 
z  ^a"^b"t-^c"t'^. 

Indiquer  la  nature  de  la  trajectoire  et  la  grandeur  de  l'accélération 
à  un  instant  quelconque^ 

Novembre  1878.  —  Anal)  se.  —  Une  surface  de  révolution  autour 
de  l'axe  des  z  est  définie  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équa- 
tion z  =  f(o)f  dans  laquelle  p  désigne  la  distance  d'un  point  de 
la  surface  à  l'axe. 

1°  Trouver  l'équation  différentielle  en  coordonnées  polaires,  le 
pôle  étant  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires,  des  projections 
sur  le  plan  des  ^v,  des  courbes  tracées  sur  la  surface  qui  jouissent 
de  la  propriété  que  le  plan  osculateur  en  chaque  point  de  Tune 
d'elles  comprenne  la  normale  à  la  surface  en  ce  même  point; 

2*^  Intégrer  l'équation  différentielle  obtenue. 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  de  masse  égale  à  i  est  attiré 

par  un  centre  fixe  ;  l'attraction  à  la  distance  x  est  éoale  à  ^^  >  M  étant 

une  constante.  On  suppose  qu'à  l'origine  du  temps  ce  point  ma- 
tériel est  situé  à  une  distance  a  du  centre  fixe  et  qu'il  est  animé 

perpendiculairement  au  rayon  vecteur  d'une  vitesse  égale  à  i/  - — -- 

On  demande  de  déterminer  la  trajectoire  du  point  mobile,  d'assi- 
gner sa  position  et  sa  vitesse  à  l'époque  t  et  d'exprimer  l'arc  par- 
couru depuis  l'origine  du  temps  par  une  intégrale  de  la  forme 


f 


y/i  —  k'^  sin-cp 


(^  suivre.) 
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SCHLESINGEH  (O.)-  —  Ukber  conjugirte  uixare  For.mkx.    Inauiiuraldisscr- 
tation.  —  57  p.  in-8°;  Breslau,  188?.. 


M.  Rosanes  (Journal  de  Crelle ,   t.  70)  a  désigné  sous  \c  nom 
de  formes  conjuguées  deux  formes  binaires  de  degré  n 

Il  n  '^  ii—\  Il 


n 


ai  X 


n-\ 


.To 


a„:r 


«•^2  > 


telles  que  l'invariant  simultané 


(aa)«  =  a^an «i  a„_,  + 


-+-(— i)«a„ao 


soit  nul.  La  forme  la  plus  générale  conjuguée  d'une  forme  donnée 
«2  peut  évidemment  être  regardée  comme  composée  linéairement 
avec  n  formes  particulières. 

Voici  en  quoi  consiste  le  problème  traité  par  M.  Schlesinger. 
On  sait  qu'on  peut  représenter  une  forme  binaire  a'^  par  n  points 
d'une  courbe  rationnelle,  les  /^  valeurs  correspondantes  du  para- 
mètre qui  définit  uniformément  les  points  de  la  courbe  étant  res- 
pectivement égales  aux  racines  de  l'équation  r/J=:o;  supposant 
maintenant  qu'on  donne  ainsi  une  forme  a'^  par  n  points  d'une 
conique  ou  d'une  cubique  gauche,  on  demande  de  construire  toutes 
les  formes  conjuguées  a".  Ce  problème,  dans  le  cas  d'une  forme  du 
troisième  degré  représentée  par  trois  points  p^,  p^yfi  d'une  cu- 
bique gauche,  a  été  résolu  par  M.  Sturm  (Journal  de  Crelle,  t.  80) 
et,  en  effet,  il  est  susceptible  d'une  solution  extrêmement  simple  : 
toute  forme  conjuguée  de  la  forme  définie  parles  trois  points/?,, 
/?2,  />3  est  représentée   sur  la  cubique  par  trois  points  situés  sur 
l'un  quelconque  des  plans  qui  passent  par  le  point  d'intersection 
des  plans  osculateurs  aux  points />i,  />o  ,  p-^. 

M.  Schlesinger  traite  avec  détail  de  la  construction  des  formes 
conjuguées  d'une  forme  du  troisième  degré  représentée  par  trois 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  3"  série,  l.  Vif.  (Février  i8S3.)  i 


34  PREMIÈRE  PARTIE. 

points  d'une  conique  et  montre  comment  on  peut  s'élever  de  de- 
gré en  degré  jusqu'à  la  construction  des  formes  conjuguées  d'une 
forme  de  degré  /i,  en  supposant  celle-ci  représentée  soit  sur  une 
conique,  soit  sur  une  cubique  gauche. 


I 


A.  SOUCHON,  Membre  adjoint  du  Bureau  des  Longitudes.  —  Traité  d'Astro- 
nomie PRATIQUE,  comprenant  l'exposition  du  Calcul  des  éphémérides  astro- 
nomiques et  nautiques,  d'après  les  méthodes  en  usage  dans  la  composition 
de  la  Connaissance  des  Temps  et  du  Nautical  Almanac.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars;  i883.  Grand  in-S",  xciv-Sgô  p. 

L'Ouvrage  que  M.  A.  Souchon  vient  de  pujolier  sous  ce  titre 
est  consacré  à  l'ensemble  des  formules  que  les  astronomes  et  les 
marins  appliquent  chaque  jour  pour  la  comparaison  des  observa- 
tions. Il  n'y  est  pas  question  des  observations  elles-mêmes.  L'au- 
teur s'est  proposé  d'offrir  aux  astronomes  et  aux  marins  un  com- 
mentaire de  la  Connaissance  des  Temps;  il  a  donné  avec  soin 
toutes  les  formules  qui  servent  à  la  construction  de  ce  Recueil  et,  \ 
autant  que  possible,  les  a  démontrées. 

Ce  Traité  est  divisé  en  quatre  Parties,  dont  la  dernière  n'est 
que  le  tableau  des  formules  démontrées  dans  les  deux  précédentes. 
Un  tel  tableau  ne  nous  paraît  vraiment  utile  que  dans  un  Bureau 
de  calculs;  aucun  astronome  ne  se  résignera  à  appliquer,  sans  le 
comprendre,  des  formules  dont  la  démonstration  est,  en  définitive, 
assez  élémentaire.  L'habileté  avec  laquelle  l'auteur  a  su  résumer 
dans  les  trois  premières  Parties  les  diverses  questions  étudiées 
dans  cet  Ouvrage  nous  fait  regretter  qu'il  n'ait  pas  remplacé 
cette  quatrième  Partie  par  une  brève  théorie  des  instruments. 
Ainsi  complété,  son  Livre  serait  bien  un  Traité  d' Astronomie  pra- 
tique, peu  encombrant,  d'un  usage  commode,  renfermant  tous  les 
renseignements  et  toutes  les  formules  qu'un  astronome  doit  avoir 
constamment  sous  la  main. 

La  première  Partie,  intitulée  :  Correction  des  positions  cé- 
lestes, traite  des  coordonnées  équatoriales  et  écliptiques,  géo- 
centri(pics  ou  hélioccnlriques,  du  passage  des  unes  aux  autres, 
des  relations  dilférentielles  entre  ces  coordonnées,  de  la  réfrac- 
lion   atmosphérique   par   la  méthode   de  Laplace,  de  la  parallaxe. 
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(le  la  précession,  de  la  niitalion  et  de  l'aherralloii  des  fixes,  du 
Soleil  et  des  Planètes.  Il  n'y  est  pas  question  des  modifications  que 
la  précession  fait  subir  aux.  nombres  qui  représentent  les  mouve- 
ments propres  des  étoiles. 

La  deuxième  Partie  a  pour  titre  :  Construction  des  épliénié- 
rideSj  et  est  consacrée  à  l'étude  du  calendrier,  de  la  construc- 
tion des  éphémérides  du  Soleil,  des  planètes,  de  la  Lune,  des 
étoiles  et  au  calcul  des  distances  lunaires. 

Enfin,  dans  la  troisième  Partie  :  Prédiction  des  plicnoniènrs 
astronomiques ,  il  est  question  des  éclipses  et  autres  phénomènes 
que  présentent  les  satellites  de  Jupiter,  des  éclipses  de  Lune  et  de 
Soleil  (ces  dernières  traitées  par  la  méthode  Woolhouse,  em- 
ployée diW  Nautical  A Imanac),  des  occultations  des  étoiles  et  des 
planètes  par  la  Lune,  des  marées,  des  passages  de  Vénus  et  de 
Mercure,  des  phénomènes  que  présente  l'anneau  de  Saturne. 

Toutes  ces  questions  sont  traitées  rapidement  et  généralement 
par  la  voie  la  plus  simple.  Peut-être  l'auteur  n'a-t-il  pas  assez 
insisté,  dans  la  transcription  des  formules  numériques,  sur  les 
unités  employées,  sur  la  fixation  précise  de  l'origine  du  temps; 
certaines  formules,  certaines  constantes  reproduites  dans  l'Ouvrage 
et  qui  ont  été  longtemps  employées  par  les  astronomes,  ont  été 
remplacées  plus  tard  par  d'autres  plus  exactes.  Peut-être  eût-il 
été  utile  de  donner  à  cet  égard  des  renseignements  très  précis; 
il  V  a  là  un  des  points  les  plus  délicats  de  l'Astronomie  théorique. 
L'auteur  nous  pardonnera  d'attirer,  en  vue  d'une  seconde  édition, 
son  attention  sur  ce  sujet. 

Des  notes  courtes  et  intéressantes  terminent  plusieurs  cha- 
pitres. Ainsi,  à  la  fin  du  Chapitre  III  de  la  deuxième  Partie,  on 
trouve  une  utile  digression  sur  le  mouvement  des  planètes,  ellip- 
tique ou  troublé.  L'Ouvrage  est  terminé  par  des  Tables  num^^- 
riques  qui  seront  bien  accueillies. 

M.  Souchon  l'a  fait  précéder  d'une  Introduction  que  les  astro- 
nomes liront  avec  le  plus  vif  intérêt.  Cette  Introduction,  qui  ne 
compte  pas  moins  de  94  pages,  renferme  l'historique  de  diverses 
questions  traitées  dans  le  corps  du  livre  :  d'abord  une  histoire 
des  nombreuses  éphémérides  astronomiques  qui  se  sont  succédé 
depuis  celle  de  Regiomontanus  (1474  )î  particulièrement  de  la  Con- 
naissance des  Temps  (on  trouve,  à  ce  propos,  le  récit  d'une  querelle 
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peu  mesurée,  entre  La  Hire  et  Lefebvre,  en  1700,  qui  fait  peu  d'hon- 
neur au  caractère  de  ce  dernier);  puis  Thistoire  des  Tables  de  la 
Lune,  successivement  construites  par  Tobie  Mayer,  Mason,  Bou- 
vard, Bûrg,  Burckhardt,  J^amoiseau,  Plana  et  Carlini,  Lubbock, 
Hansen  et  Delaunay;  l'histoire  des  Tables  du  Soleil  et  des  pla- 
nètes de  Mayer,  La  Caille,  Lalande,  Lindenau,  Delambre,  Bou- 
vard, Carlini,  Bessel,  de  Zacli,  Hansen  et  Oliifsen,  Le  Verrier, 
Newcomb,  Kowalski;  l'histoire  de  la  découverte  et  de  la  théorie 
des  satellites  de  Jupiter  et  des  questions  qui  s'y  rattachent;  une 
énumération  d'un  certain  nombre  de  Catalogues  d'étoiles  ;  enfin 
de  courtes  notices  historiques  sur  les  éclipses  de  Lune  et  de  So- 
leil, sur  les  marées,  les  passages  de  Mercure  et  de  Vénus  et  sur 
les  apparences  que  présente  l'anneau  de  Saturne. 

L'analyse  précédente  montre  assez  que,  si  TOuvrage  de  M.  Sou- 
chon  peut  comporter,  dans  une  édition  ultérieure,  quelques 
améliorations  de  détail,  il  doit,  tel  qu'il  est,  rendre  aux  astro- 
nomes, aux  marins,  à  tous  ceux  qui  pratiquent  ou  qui  étudient 
l'Astronomie,  de  réels  services.  B.  B. 


MELANGES. 


SUR   LA   REDUCTION  DES   INTEGRALES    HYPERELLIPTIQUES  AUX  FONCTIONS 
DE  PREMIÈRE,  DE  SECONDE  ET  DE  TROISIEME  ESPECE; 

Par  m.   HERMirr:. 

L'étude  des  intégrales  hyperelliptiques  de  la  forme    1  — —^  où 

P,  Q  et  R  sont  des  polynômes  quelconques  en  ^,  dont  le  dernier 
est  supposé  n'avoir  point  de  facteurs'multiples,  s'ouvre  par  la  ré- 
duction à  nn  terme  algébrique  et  aux  fonctions  de  première,  de 
seconde  et  de  troisième  espèce.  La  méthode  consiste  à  décom- 
poser,   en    une  partie  entière  et  en  fractions  simples,  la  fraction 

r  II       '*  •  ^  .,   .        ,  r.r"'fl.v 

mlKumcMc    --,    ce    (pu    lanicnc  d  abord    au\    quantités     /       ^    , 


./ 
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dx 


— _;  on   fait  voir  ensuite   que,  en   désignant  le  th^j^ré 


{x  —  a)/^^V*^ 

de  R  par  /•,  la  première  peut  être  réduite  pour  toute  valeur  (!(• 
ni^  aux  cas  où  cet  exposant  ne  surpasse  pas  /• — '?.,  tandis  (pie 
la  seconde  se  ramène,  par  un   procédé  analogue,  au   seul  cas  d<; 

Dans  une  leçon  à  la  Sorbonne,  je  me  suis  placé  à  un  point  de 
vue  différent  pour  traiter  cette  question  importante,  et  je  vais  l'in- 
diquer en  peu  de  mots. 

Je  partirai  de  la  forme  du  dénominateur  Q,  que  donne  la  mé- 
thode des  racines  égales,  à  savoir 

A,  B,  G,  ...  n'ayant  que  des  facteurs  simples  ;  mais,  en  outre,  je 
mettrai  à  part,  s'il  y  a  lieu,  ceux  de  ces  facteurs  qui  appartiennent 
au  polynôme  R.  Dans  ce  cas,  j'adopterai  l'expression  suivante  : 

Q  =  A"*+i  BP+i  Cï+i  . . .  S^T^ . . . , 

où  S,  T,  ...  sont  des  diviseurs  de  R,  et  il  me  sera  ainsi  permis  de 
supposer  A,  B,  G,  ...  premiers  avec  R. 

Gela  étant,  nous  pouvons  écrire,  en  désignant  par  G,  H,  .  .  . ,  M 
des  polynômes  entiers 

P  G  H  M 


O        A'^'^-'        B?+>  S'' 

et  cette  expression  conduit  à  deux  types  d'intégrales 

/•    G  clx  r  M  dx 

J  a«+Vh    "^    J  sVi^' 

que  je  vais  considérer  successivement. 
Je  ferai  d'abord  dans  la  première 

G  =  AX-^  A'RY, 

en  remarquant  qu'on  satisfait  à  cette  condition,  au  moyen  de  po- 
lynômes entiers  |)our  X  et  Y^  attendu  que  A  et  A'R  n'ont  aucun 
facteur  commun,  d'après  ce  que  nous  avons  supposé.  Nous  aurons 
donc 

/•   Gdx     _    r\dx         rA'Vy/ÏÏ 
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ou  encore 

Mais  on  oblieni,  en  intégrant  par  parties, 
et  l'on  en  conclut  la  relation 

à  laquelle  je  donnerai  cette  autre  forme 

"'    G  dx  ('(j^dx       Yv/H 


/'    G  dx      j    _    /*<-7i  dx 


aA« 


en  posant,  pour  abréger, 

Gi  =  X-H  —  YR'+  -Y'R.     • 
2a  a 

On  voit  que,  Gi  étant  un  polynôme  entier  comme  G,  cette 
égalité  donne  une  formule  de  réduction  dont  l'application  répétée 
conduit  à  l'expression  générale 

r  Gdx     _    rudx       *  v/R 

J  A«+i  \/R~J  ÂyS  ~^  A»  ' 

où  n  et  <ï>  représentent  des  fonctions  entières  de  la  variable. 

/M  dx 
— r=ij  OÙ  S  est  supposé 

un  diviseur  de  R,  de  sorte  qu'on  peut  poser 

R  =  SU. 

Cela  étant,  je  détermine  deux  polynômes  entiers  X  et  Y,  par  la 
condition 

M  =  SX  +  SU  Y, 

à  bujucllc  on  peut  ainsi  satisfaire,  puisque  S  et  S'U  sont  premiers 
(Mitre  <ni\.   Nous  obtiendrons  par  là 

•M^-         /•  \dx  rS'UY 


/•  M  dx  _    r  \dx  rS'VY 

J  SVH      ,/  S'  i/R  ^  J  sVïï    "^^ 
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puis,  vn  remarquant  qu'on  peut  écrire  successivenient 

^'S'Yv/T 


,1  sV<         / 


s'"^ 


dx 


Yv/Û  r    t>:r(Yv/ÏJ) 


1 


-dx, 


'Md.T  r^dx  /^    D^(Yv/u)  y  y/U 


(,_i)s-    ^         (^-i)s'    ' 


cette  égalité  prend  la  forme 

rMdx  _    r  \dx  r  D^(1 

Posons,  pour  abréger, 

M,  =  X  H ^  YU'  -i î— r  Y'U, 

nous  en  concluons  facilement 

rMdx  _    r  Ml  dx  Y/ÏT 

C'est  donc  encore  une  formule  de  réduction,  et  dont  l'application 
peut  se  continuer  sans  qu'on  soit,  comme  précédemment,  arrêté 
par  la  présence  d'un  logarithme.  De  proche  en  proche,  nous  en 
concluons  l'expression  générale 

rMdx  _    redx        Hy/R 

dans  laquelle  B  et  H  représentent  des  polynômes  entiers. 

Revenons  maintenant  ; 
présentée  par  la  formule 


■  Revenons  maintenant  à  l'intégrale  hyperclliptiquc,  qui  a  été  re- 


rPdx  _    r    Gdx  r   Hdx  r  m  dx 

Les    résultats    précédemment   obtenus    donnent    la    conclusion 
suivante  : 

Soit  K  =  ABC...   le  produit  des   facteurs  simples  de  (J,   qui 
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n'apparliennenl  pas  à  R;  si  l'on  pose  Q  —  KL,  on  aura 

Pdx        r¥  dx       G  /R 


rP  dx  _    r  F  dx 
J   QV^'J    Ky/ÏÏ 


L 


en  désignant  par  F  et  G  des  polynômes  entiers  en  x. 

L'intégrale  à  laquelle  se  trouve  ainsi  ramenée  la  proposée  con- 

duit  immédiatement,  si  l'on  décompose  la  fonction  rationnelle  r- 

en  fractions  simples,  aux  fonctions  que  l'on  nomme  de  troisième 

F  ... 

espèce.  Mais  la  partie  entière  de  —  ?  que  je  désignerai  par  E,  nous 

amène  à  traiter  un  dernier  point,  ayant  pour  objet  la  réduction  de 

/E  dv 
— n^  •  Dans  ce  but,  j'emploirai  le  développement  en 

série,   suivant  les  puissances  descendantes   de  œ,  de  l'expression 

suivante  : 

I      /  '  E  dx 

qu'on  obtient  facilement,  comme  on  va  voir. 

Désignons  par  /•  le  degré  de  R,  et  supposons  le  module  de  la 
variable  supérieur  au  module  maximum  des  racines  de  l'équation 
Ji  =  o  ;  on  aura  d'abord 


I                           ^9    / 

f           a,         a2 

-—  =X      2  1 

a  -f  • 1 ^ 

v/R           ' 

^            X         x^ 

Multiplions  ensuite  parle  polynôme  E,  dont  je  représente  le  degré 
par  e,  il  viendra  ainsi 

et,  par  conséquent, 


/ 


'Edx         -'- /     8^e+i  3^c 

y/R  I  '•  r 


e h  I         e 

51  2 


Nous  concluons  de  là,  en  multipliant  de  nouveau  par  -=j  qu'on 
peut  «'crire 

'      /'■i^  =  .M  +  S, 
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M    élaiil    iiii  polynôme   en    x    de    de^^ré    e.  —  /" -t- i ,    S   une  série 
1 i  _^  . . . ,  à  laquelle  s'ajoute,  s'il  y  a  lieu,   la  quantité  -~r  > 

multipliée  par  une  constante,  (^'est  le  polynôme  M  qui  conduit  à 
la  réduction  cherchée.  Ayant  en  efïet 

^   [,,   /-x       iMR'-f-M'H 
D^(Mv/R)=  ^ — -^ — . 

je  considère  l'égalité 

J    sly\  J    y/H 

où  j'écris,  pour  abréger, 

N  =  E  — iMR— M'R, 


et  je  remarque  que  le   degré   de  N  résulte  immédiatement  de  la 
relation 

7h~ 


Si  on  le  désigne  par  «,  et  qu'on  développe  suivant  les  puissances 
descendantes  de  la  variable,  on  trouvera  en  effet,  en  égalant  les 
exposants  les  plus  élevés  dans  les  deux  membres,  la  condition 


r  r 

[  =  n !-  I 

'2  '2 


On  a  donc  7t  =  r  —  2,  et  l'égalité 

J    /R      J    /R 

donne,  comme  nous  l'avons  dit,  la  réduction  de  l'intégrale  pro- 
posée. Je  terminerai  en  remarquant  que  l'équation  générale  précé- 
demment obtenue,  à  savoir 

Pdx        r^dx       Gv/R 


r^_dx  _    TF 
j  Qv/R  ~j  K 


Qv/r     j  k/r        l 

ne  détermine  pas  complètement  les  polynômes  F  et  G.  Sans  altérer 
la  forme  du  second  membre,  on  peut,  en  effet,  lui  ajouter  la  quan- 
tité identiquement  nulle 
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où  H  est  un  polynôme  arbitraire.  Mais  nous  voyons  par  là  qu'on 
peut  toujours,  en  disposant  de  ce  polynôme,  supposer  le  degré  de 
G  moindre  que  celui  de  L. 

Pour  plus  de  clarté,  désignons  par  /,  g,  k,  l  les  degrés  de  F, 
G,  K,  L  ;  on  aura  ainsi  g  ^=^  l  —  i ,  et  notre  égalité  montre,  en  dé- 
veloppant suivant  les  puissances  descendantes  de  x  le  terme  al- 
gébrique et  les  deux  intégrales,  qu'il  faut  prendre  /=  r  ^  k  —  2, 
si  l'on  suppose,  comme  on  peut  le  faire,  le  polynôme  P  de  degré 
moindre  que  Q.  Cela  étant,  il  est  facile  de  voir  que  G  et  F  se 
trouvent  alors  déterminés.  Prenons  en  effet  la  dérivée  de  l'équa- 

L' 
tion,  et  remarquons  pour  cela  que  le  quotient  y-  est  de  la  forme 

rrr-^ ,  cu  désiguaut  par  J  un  polynôme  de  degré  r  -\-  k  —  i .  Un  cal- 
cul facile  nous  donne 

P  =  FL-i-G(|KR  —  J)  +  G'KR; 

or,  le  degré  par  rapport  à  ^  de  l'identité  à  laquelle  il  faut  ainsi  sa- 
tisfaire étant  ;•  H-  A  +  / —  2,  on  obtient  r  -\-  k  -]-  l —  i  équations 
qui  déterminent,  par  conséquent,  les  coefficients  de  G,  au  nombre 
de  /,  et  ceux  de  F,  au  nombre  de  r -\- k  —  1.  De  là  résulte  un 
second  procédé  que  je  me  contenterai  d'avoir  indiqué  en  quelques 
mots,  pour  parvenir  à  la  formule  générale  de  réduction  des  inté- 
grales liyperelliptiques. 


DEMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE  DU  THÉORÈME  RELATIF  A  LA  SOMME 
DES  CUBES  DES  NOMBRES  SECONDAIRES; 

Par  m.  Emile  BARBIER. 

Formons  une  table  de  multiplication 

I  X  I,  1x2,  1x3.  .. .,  I  X  /i, 
2x1,  2x2,  2x3,  . . , ,  2  X  «. 
3x1,      . . . ,        . . . ,      . . . ,     3  X  /< . 

//xi.     Il  XI,     nx3.     ...,     nxn. 

•  .  . j  •  •  • )  •  •  •  ?  •  •  •  ;  .... 

La  somme  de  tous  les  produits  contenus   dans  les  .N   premières 
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lignes  et  les  N  premières  colonnes  csl  évidenmienl  le  carré  de  la 
somme  des  N  premiers  nombres.  Il  suffit,  pour  le  reconnaître, 
(reflectuer  la  sommation  par  li<j;nes  liorizontales  ou  verticales. 

Formons  la  somme  d'une  autre  manière.  Groupons  les  produits 
de  la  manière  suivante  : 

I  X  I 

(  I   X  '.».-+-  2  X  '2 

(    -f-  2  X  I 

(        ix3-f- '2x3-1-3x3 
(  +2x3-1-1x3 

(  I  X  /i      -h    -ix  n  -T- . . .      -h  ( /i  —  i).Ti  -^-  n.ri 

\  -\-{n  —  \)îi-\-{n — i)n  -\- .  .  .-^    i./i, 

le  groupe  général  se  composant  de  tous  les  produits  contenus 
dans  la  n}^^^  ligne  et  la  n^"^^^  colonne  jusqu'à  l'élément  commun 
inclusivement.  Si  l'on  fait  la  somme  de  tous  ces  produits,  dans 
chaque  groupe,  en  ajoutant  d'abord  ceux  que  nous  avons  disposés 
sur  la  même  ligne  verticale,  on  obtient  pour  le  groupe  de  rang  n, 
n  fois  71- j  c'est-à-dire  n^. 

Donc  la  somme  des  cubes  des  N  premiers  nombres  est  égale  au 
carré  de  la  somme  de  ces  nombres. 


FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  PARIS. 

SUJETS   DONNÉS   AUX  EXAMENS   DE  LICENCE  ÈS   SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

(suite  et  fin.) 

Astronomie.  —  Sachant  qu'un  astre  A  a,  à  une  certaine  époque, 
pour  coordonnées  écliptiques 

X  =  2<'5i'4",45     et    L  =  9°33'38",386, 

on  demande  les  coordonnées  équatoriales  correspondantes. 
On  prendra  pour  l'obliquité  de  l'écliptique 

co  =  23°  27' 32",  09. 
Juillet  1879.  —  Analyse.  —  1"  Déterminer  les  trajectoires  ortho- 
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gonales  des  courbes  définies  en  coordonnées   rectangulaires  par 

l'équation 

dans  laquelle  a  désigne  un  paramètre  variable. 

2^  Soit  AB  un  arc  de  courbe  sur  lequel  il  n'y  a  ni  points  singu- 
liers ni  points  d'inflexion.  En  un  point  quelconque  m  de  l'arc,  on 
mène  la  normale  sur  laquelle  on  porte,  à  partir  de  m,  de  part  et 
d'autre,  les  longueurs  mm^^  mm-i  égales  à  une  ligne  donnée  /;  le 
point  m  décrivant  l'arc  AB,  les  points  /??,,  m-i  décrivent  deux  arcs 
correspondants  A,  B,  AoBo. 

Démontrer  les  relations  suivantes  : 

Si=S  — /O,     S2=S-T-/0, 

dans  lesquelles  Si,  S,  Sg  représentent  les  longueurs  des  arcs  A,  B,, 
AB,  A2B2;  0  l'angle  des  normales  extrêmes. 

On  suppose  que  l'arc  A,  B, ,  situé  du  côté  de  l'arc  AB  où  se  trouve 
sa  développée,  ne  rencontre  pas  cette  développée. 

Epure.  —  On  donne  :  1°  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est 
vertical.  Le  sommet  de  ce  cône  se  trouve  sur  le  grand  axe  de  la 
feuille,  à  o"\  06  des  deux  plans  de  projection.  Les  génératrices  font 
avec  l'axe  un  angle  de  45". 

2"  Une  droite  parallèle  au  plan  vertical  à  o'",  09  en  avant  du  plan 
vertical.  La  trace  horizontale  de  cette  droite  est  à  o'",o5  à  gauche 
du  centre  de  la  feuille  et  sa  projection  verticale  passe  par  la  pro- 
jection verticale  du  sommet  du  cône. 

On  demande  de  construire  le  contour  apparent  horizontal  du 
conoïde  engendré  par  une  horizontale  s'appuyant  constamment  sur 
la  droite  et  sur  le  cône. 

Indiquera  l'encre  la  construction  pour  trouver  un  point  du  con- 
tour apparent.  On  ne  représentera  à  l'aide  de  génératrices  que  la 
partie  de  surface  opaque  du  conoïde  placée  au-dessous  du  sommet 
du  cône,  tout  en  indicpiant  en  trait  mixte  la  portion  du  ccMilour 
apparent  correspondant  à  la  région  enlevée  du  conoïde. 

Mc('((ni<jii(\  —  L'U  pomi  Miiiléiicl  non  pcsaiil.  de  masse  ///.  est 
a>>iijelli  à  se  mouvoir  sur  \,\  suiliice  dniir  ^hIk  r('  de  raxon  /:  daii> 
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cliaciiiic  do  SCS  positions,  il  est  soumis  à  raclion  d'une  (orco  per- 
pendiculaire à  un  plan  fixe  P  mené  par  le  ccnlre  de  la  sphère,  di- 

mk- 
rigce  vers  ce  plan,  et  dont  l'intensité  est  -y—?  ^  désignant  la  dis- 

f.'     lance  du  mobile  au  plan.  On  suppose  la  vitesse  initiale  parallèle  au 
|)lan  : 

i"  Trouver  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  P; 

:  2"  r  et  9  désignant  les   coordonnées  polaires  d'un  point  quel- 

conque de  cette  projection,  donner  les  expressions  de  /•  et  de  f)  en 

j      fonction  du  temps,  dans  le  cas  où  l'on  a 

-\  désignant  la  vitesse  initiale  et  z^  la  valeur  initiale  de  z. 

Astronomie.  —  L'obliquité  de  l'écliptique  étant  supposée  de 
'.>.?>'' l'j' iÇ>" ,^^  on  donne  l'ascension  droite  d'un  astre  égale  à 
i4''i^™35%28  et  sa  déclinaison  égale  à  —  46^49' i«^",7-  Calculer 
la  longitude  et  la  latitude  à  o'',  i   près. 

Analyse.  —  Etant  donné  le  paraboloïde  défini  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'équation 

?n  .r2  H-  -j'2 


on  considère  sur  cette  surface  les  courbes  dont  les  tangentes  font 
un  angle  constant  donné  y  avec  l'axe  OZ  : 

I  "  Trouver  l'équation  différentielle  des  projections  de  ces  courbes 
sur  le  plan  XOY  et  montrer  que  l'intégration  de  cette  équation  se 
ramène  à  une  quadrature  ; 

2"  Elfectuer  la  quadrature  et  construire  la  projection  dans  le  cas 
particulier  où  ni  est  égal  à  l'unité. 

Mécanique.  —  i"  Etudier  le  mouvement  d'un  point  matériel  M 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  un  paraboloïde  de  révolution  et  attiré 
vers  le  foyer  F  de  ce  paraboloïde  par  une  ibrce  inversement  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  distance. 

2**  On  sait  qu'il  existe  à  chaque  instant  dans  le  mouvement  d'un 
plan  mobile  Q,  sur  un  plan  fixe  P,  deux  points  dont  l'un  a  une  vi- 
tesse nulle  et  l'autre  une  accélération  nulle. 
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On   demande  quel  doit  être  le  mouvement  du  plan  Q  sur  le 
plan  P  pour  que  le  point  B  soit  fixe  et  la  distance  AB  constante. 

Astronomie.  —  Calcul  d'une  éclipse  de  Lune. 

Heure  de  l'apparition,  temps  mojen i7''39'"3o%3 

Déclinaison  à  cette  époque  de  la  Lune 4  •  ^3 . 1 7 , 4 

Déclinaison  du  Soleil 3 .  37 . 1 5 ,9 

Mouvement  horaire  en  ascension  de  la  Lune. . .  3o.ii,3 

Mouvement  horaire  en  ascension  du  Soleil  ....  2. 18 

Mouvement  en  déclinaison  de  la  Lune 16.  i3,6 

Mouvement  en  déclinaison  du  Soleil 68,7 

Parallaxe  horizontale  de  la  Lune 57.59,9 

Parallaxe  horizontale  du  Soleil 8,9 

Demi-diamètre  de  la  Lune i5.49,8 

Demi-diamètre  du  Soleil 16.   7,9 

On  demande  l'époque  du  commencement,  du  milieu  et  de  la  fin 
de  l'éclipsé. 

Novembre  1879-  —  Analyse.  —  On  donne  les  deux  surfaces  défi- 
nies en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

y 

z  =  «arctang-  (hélicoïde  gauche) 
et 


I 


/^2_^j2^  ^(^«-ue    nj 


surface  engendrée  par  la  rotation  d'une  chaînette  autour  de 
l'axe  OZ. 

Soient  M  un  point  de  la  première  surface,  M,  un  point  de  la  se- 
conde, B  l'angle  du  plan  MOZ  avec  le  plan  ZOX,  /  la  distance  du 
jH)int  M  à  l'axe  OZ,  Qi  l'angle  du  méridien  M|  OZ  avec  le  plan  ZOX, 
T  l'arc  AM|  de  ce  méridien  compris  entre  le  point  /?«<  et  l'équa- 
tcur  de  la  surface.  On  dit  que  le  point  m,  de  la  deuxième  surface 
correspond  au  point  ni  de  la  première  lorsqu'on  a  8,  =  B,  t  =  /;  le 
point  INI  décrivant  une  courbe  G  sur  la  première  surface,  le  point 
M,  décrit  une  courbe  corrcspondanle  G|  sur  la  deuxième  surface  : 

i"  Démontrer  que  les  arcs  correspondants  des  courbes  Gel  G, 
oui  niénic  lonmicnr  ; 
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s>.''  Démontrer  que  les  produits  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux   des    deux    surfaces    en    deux    points    correspondants    sont 


ej^aux. 


Mécanique.  —  Une  figure  plane  se  meut  dans  son  plan  de  ma- 
nière que  deux  de  ses  points  Aet  B  restent  constamment  sur  deux 
droites  rectangulaires  fixes  Ox,  Oy\  on  sait  que  le  point  A  est 
animé  d'un  mouvement  uniforme  sur  la  droite  Ox. 

On  propose  de  déterminer  pour  une  époque  quelconque  : 

i'*  La  vitesse  angulaire  co  de  la  rotation  autour  du  centre  instan- 
tané ; 

2"  L'accélération  d'un  point  quelconque  de  la  droite  AB  en  gran- 
deur et  en  direction. 

Soient  O  un  centre  d'attraction,  OXune  droite  fixe  passant  par 
ce  point  ;  un  point  matériel  M  est  sollicité  à  chaque  instant  par  une 

force   dinVée    vers    le    point    O    et   dont   l'intensité   est  — r? 

n  désignant  une  constante,  /'  etO  étant  les  coordonnées  polaires  du 
point  M,  /•  =  OM;  0  =  XOM.  La  vitesse  initiale  est  dirigée  dans 
le  plan  qui  passe  par  la  position  initiale  M^  et  la  droite  OX.  On 
demande  de  déterminer  la  nature  de  la  trajectoire  du  point  maté- 
riel. 

Examiner,  en  particulier,  le  cas  où  la  vitesse  initiale  est  per- 
pendiculaire à  OMfl. 

Astronomie.  —  Calculer  l'anomalie  excentrique  et  l'anoma- 
lie moyenne  d'une  planète,  sachant  que  l'anomalie  vraie  est  de 
1  aS^Sj'i  5"etquel'excentricitédel'orbiteapourvaleuro,o  ib'jjpjG^. 

Juillet  1880.  —  Analyse.  —  Déterminer  la  courbe  G  telle  que  le 
triangle  TMN,  dont  les  côtés  sont  la  tangente  MT  en  un  point 
quelconque,  la  normale  MN  au  même  point,  la  perpendiculaire 
]NT  élevée  au  pôle  O  sur  le  rayon  vecteur  OM  ait  une  aire  con- 
stante donnée  a'^. 

On  indiquera  la  figure  de  chacune  des  branches  de  la  courbe. 

Epure.  —  On  considère  une  surface  réglée  ayant  pour  direc- 
trices : 

i"  Une   circonférence  ayant  son  centre  sur  le   grand  a\(^  do  la 
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feuille  à  o^^io  des  deux  plans  de  projection.  Le  plan  de  cette  cir- 
conférence est  horizontal  et  elle  a  o"',û4  de  rayon; 

2"  Une  perpendiculaire  au  plan  vertical  sur  le  grand  axe  de  la 
feuille  à  o"\i4  au-dessus  de  ce  plan  horizontal; 

3"  Une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  à  o'",io  en  avant  du  plan 
vertical  et  o'",o6  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Indiquer  à  l'encre  la  détermination  d'un  point  du  contour  ap- 
parent. 

Mécanique.  —  Un  fil  flexible  et  inextensible  sans  masse,  de 
longueur  /,  passe  sur  une  très  petite  poulie  O  et  porte  à  ses  deux 
extrémités  deux  points  matériels  M  et  M'  de  niasses  m  et  ju' . 

Le  point  M  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  droite  fixe  OX; 
il  est  attiré  proportionnellement  à  la  distance  par  un  point  fixe  A 
de  cette  droite. 

Trouver  le  mouvement  des  deux  points  M  et  M',  ce  mouvement 
étant  supposé  se  faire  dans  le  plan  qui  passe  par  OX  et  M'^,  posi- 
tion initiale  de  M'. 

On  fera  OA  =z=  a  et  l'on  représentera  par  ^in  l'attraction  de  A 
sur  M  à  la  distance  i . 

On  supposera  qu'à  l'origine  du  mouvement  le  point  M  est  en  O 
et  qu'il  a  reçu  une  vitesse  h  dirigée  de  O  vers  A,  que  le  point  M' 
a  reçu  une  vitesse  k  perpendiculaire  sur  OM'^. 

Effectuer  les  quadratures  lorsque  /=z  a  et  trouver  la  trajectoire 
de  M';  faire  complètement  les  calculs  en  supposant 

m  =  în\ 
h  =  /:  =  a  y/3  ;ji,. 

Astronomie.—  Le  demi-grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète  est 
égal  à  2,954267;  l'excentricité  est  égale  à  0,218709.  Étant  donnée 
l'anomalie  vraie  égale  à  i43°28'i7",6,  calculer  les  valeurs  corres- 
pondantes du  rayon  vecteur  et  de  l'anomalie  moyenne. 

Analyse.  —  L  En  un  point  quelconque  M  de  la  chaînette  défi- 
nie en  coordonnées  rectangulaires  par  Téquation 

(ui   mène   la    laniicule,    (|ue   Ton    prolonge  jusqu'à  son    point  de 
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rencontre  T  avec  l'axe  O.r,  puis  l'on  fait  loiiinei-  la  figure  uiiloin 
de  cet  axe. 

Exprimer  la  dilTérence  des  aires  décrites  par  l'arc  de  chaînette 
AM,  A  étant  le  sommet  de  la  courbe,  et  par  la  tangente  MT  : 

i"  En  fonction  de  l'abscisse  du  point  M; 

of  En  fonction  de  l'abscisse  du  point  T. 

II.  Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires et  dans  le  plan  ZOX  une  courbe  donnée  C.  Une  surface  est 
engendrée  par  une  circonférence  de  cercle  dont  le  plan  reste  pa- 
rallèle au  plan  XOY,  dont  le  centre  décrit  la  courbe  C  et  qui  ren- 
contre constamment  OZ. 

On  demande  de  former  l'équation  différentielle  des  lignes  asym- 
ptotiques  de  la  surface  en  prenant  pour  variables  la  coordonnée  Z 
d'un  point  quelconque  M  et  l'angle  0  du  rayon  du  cercle  qui  passe 
en  ce  point  avec  la  trace  du  plan  du  cercle  sur  le  plan  ZOX. 

Appliquer  au  cas  où  la  courbe  G  est  une  parabole  ayant  le 
point  O  pour  sommet  et  la  droite  OX  pour  axe. 

Mécanique.  —  i°Un  tube  circulaire,  infiniment  petit,  peut  tour- 
ner librement  autour  d'un  de  ses  diamètres  qui  est  fixe;  dans 
l'intérieur  du  tube  peut  se  mouvoir  sans  frottement  un  point 
matériel. 

Déterminer  le  mouvement  de  ce  système  en  supposant  que  les 
seules  forces  qui  agissent  sur  le  tube  et  sur  le  point  soient  leurs 
réactions  normales  mutuelles. 

On  donne  le  rayon  /•  du  cercle,  le  moment  d'inertie  A  du  tube 
par  rapporta  l'axe  fixe  et  la  masse  m  du  point  mobile. 

2"  Un  corps  solide  se  meut  autour  d'un  point  fixe;  trouver  à 
chaque  instant  le  lieu  des  points  du  corps  pour  lesquels  l'accéléra- 
tion est  perpendiculaire  à  l'axe  instantané  de  rotation. 

Astronomie.  —  A  un  lieu  (huit  la  latitude  est 

À  =  î8r3o', 

la  distance  zénilhah^  observée  est 

Z  =  (il"  î S' ;{()"; 

la  réfraction  calculée  1,8; 

litdL  des  Sciences  nidthen).,  •:>'"  srrio,  t.  VII.  (Kévrior  188 >.)  4 
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les  coordonnées  éqiiatoriales  de  Tétoile  observée 

M  =  4"28"'48%38, 
ô  =  73°44'3o". 

On  demande  l'heure  sidérale. 


Novembre  1880. 
par  l'ci|ualion 


—  Analyse. 


On  considère  le  conoïde  défini 


i^  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  asympLotiques  du 
conoïde. 

2"  Intégrer  cette  équation. 

3"  Chercher  quelle  doit  être  la  fonction  o  pour  que  la  projec- 
tion de  l'une  des  lignes  asymptotiques,  sur  le  plan  de  xy,  soit  le 
cercle  représenté  par  l'équation  ^-  +,r-  =  ay. 

Quelles  seront,  dans  ce  dernier  cas,  les  projections  des  autres 
lignes  asymptotiques. 

Mécanique.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  dont  Taxe  OZ 
est  vertical  et  l'angle  au  sommet  AOB=:  2a;  en  O  se  trouve  une 
très  petite  poulie  sur  laquelle  passe  un  lîl  de  longueur  /,  portant  à 


SCS  deux  cxlrômités  des  poids  égaux   à  M  et  .M':  .\î  esl  assujelli  à 
rester  sur  l;i  surface  du  cône  M'  sur  l'axe  OZ. 
Délenmiu  r  le  inouN  cimciiI  . 
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On    supposera,   pour  les    données    initiales,  que,    poui'    L  --  (>, 

OM  =  /'o  ;  que  la  vitesses  initiale  \  o  àv\  point  M  est  é^ale  à  \l'x'^h 
et  est  dirigée  tangentiellement  au  parailôle  du  point  de  départ; 
enfin  que  la  vitesse  initiale  de  M'  est  nulle. 

On  s'attachera  particulièrement  à  fixer  les  limites  entn.'  les- 
quelles varie  la  distance  OM  =  r. 

On  considérera,  en  dernier  lieu,  le  cas  de 

Il  =  -  T\  sin2  -. 

Astronomie.  —  La  durée  de  la  révolution  d'une  planète  autour 
du  Soleil  est  de  io3r)J°'"%438,  l'excentricité  de  son  orbite  est 
0,24536^.  Calculer  le  temps  qui  s'écoule  depuis  le  passaj^e  de  la 
planète,  à  son  périhélie,  jusqu'à  l'instant  auquel  son  ra^on  vec- 
teur est  perpendiculaire  au  grand  axe. 

Juillet  1881.  —  Analyse.  —  On  donne  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

/    dz        dz\^  ,      ,^      /    dz        dzy 

-{''  dû--'-y  d^)^'''^^'^--  [''T^^y  Ty)   =^' 

les  coordonnées  étant  rectangulaires  : 

i"  Transformer  cette  équation  en  substituant  aux  variables  indé- 
pendantes X  etjK  les  coordonnées  polaires  p  et  B. 

2"  Intégrer  l'équation  transformée  et  indiquer  le  mode  de  géné- 
ratrice des  surfaces  représentées  par  l'intégrale. 

Géométrie  descriptive.  —  On  donne  : 

i'*  Une  circonférence  AA' dans  un  plan  horizontal  à  o'",()8  au- 
dessus  du  plan  horizontal.  Le  centre  de  cette  circonférence  se 
trouve  sur  le  grand  axe  de  la  feuille,  à  o"\o8  en  avant  du  plan  ver- 
tical, et  le  rayon  a  pour  longueur  o"',o4; 

2°  La  parallèle  à  la  ligne  de  terre  BB'  à  o™,o4  au-dessus  du  plan 
horizontal  et  o'",o8  en  avant  du  plan  vertical  ; 

3"  La  verticale  G  à  o'",o4  à  droite  du  centre  de  la  feuille  et  o"\o4 
en  avant  du  plan  vertical. 
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Trouver  : 

i"Un  point  de  contour  apparent  vertical  de  la  surface  réglée 
déterminée  par  les  trois  directrices  ABC; 

2"  Un  point  de  la  trace  horizontale  de  la  même  surface,  ainsi 
que  la  tangente  en  ce  point. 

Astronomie.  —  La  comète  de  Donati  fut  observée  par  James 
Ferguson,  à  Washington,  le  i3  octobre  i858,  à  6*'26™2i%oi  temps 
moyen,  qui  trouva  pour  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  corri- 
gées de  la  réfraction 

X  =  236°48'o",o5, 
e»^  =  7°36'5'2",o8, 

le  logarithme  de  la  distance  de  la  comète  à  la  Terre  étant 

/A  =  9,7444. 
On  demande  le  lieu  géocentrique  correspondant. 

Analyse.  —  1°  Former  l'équation  du  second  degré  qui  donne 
les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  quelconque  du 
paraboloïde  défini ,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  l'équa- 
tion 

(1)  h-^  =2^. 

a  0 

2"  Exprimer,  en  fonction  de  la  variable  z,  chacun  des  deux 
rayons  principaux,  pour  tout  point  de  la  ligne  de  rencontre  du 
paraboloïde  proposé  avec  le  paraboloïde  défini  par  l'équation 

a  —  A        b  —  A 

Astronomie.  —  Le  i^'"  janvier  i8ji,  l'ascension  droite  de  a  du 
Cocher  (la  Chèvre)  était  de  5''5"'42%o3,  et  la  déclinaison 
45°  5o'22'^,4.  On  demande  de  trouver  sa  longitude  et  sa  lati- 
tude en  adoptant  pour  l'obliquité  de  l'écliptique 

230  9.7' 2  3",  47. 

MécanK/ue.  —  On  considère  la  surface  engendrée  par  une  cy- 
cloïdo  ACn^  tournant  autour  de  sa  base  AB. 

Un    point    niat<  rici    AL    non    jx'sanl,   est    assujetti  à   rester   sur 
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celle  surface  que  l'on  suppose  parfaitemenl  polie;  le  point  M  est 
soumis  à  l'aclion  d'une  force  perpendiculaire  à  AB,  dirigée  vers 
AB  et  dont  l'intensité  est  proportionnelle  à  la  distance  /•  du  mo- 
bile à  AB.  Déterminer  le  mouvement  et  discuter  les  différents  cas 
qui  peuvent  se  présenter.  Fixer  les  limites  entre  lesquelles  /•  peut 
varier. 

Données.  —  «,  diamètre  du  cercle  générateur  de  la  cscloïde; 
/'o,  valeur  initiale  de  /•  ;  £,  angle  de  /'o  avec  la  tangente  au  paral- 
lèle du  point  de  départ;  A,  intensité  de  la  force  d'attraction 
exercée  par  AB  sur  l'unité  de  masse  placée  à  la  distance  i 
de  AB. 

Un  triangle  isoscèle  rectangle  AOB  de  forme  invariable  et  dans 
lequel  le  sommet  O  de  l'angle  droit  est  fixe  est  animé  d'un  mou- 
vement quelconque.  Soient,  à  un  instant  quelconque,  AA',  BB' 
les  vitesses  respectives  des  points  A  et  B.  Démontrer  que  la  pro.- 
jection  de  AA'  sur  OB  est  égale  à  la  projection  de  BB'  sur  AO  et 
que,  des  deux  angles  formés,  l'un,  par  les  directions  AA'  et  OB, 
l'autre,  par  les  directions  BB'  et  OA,  l'un  est  aigu  et  l'autre 
obtus. 

Novembre  1881.  —  Déterminer  les  fonctions  u  et  v  de  deux 
variables  indépendantes  x^  y  dont  les  différentielles  totales  véri- 
fient les  relations 

du  =(3i^H-i2p)  dx  -^-{111  -\-  \iv)  dy, 
dv  ={u  -{-  iv)  dx  -h  (  i<  +  v)dy. 

Mécanique.  —  On  considère  deux  points  matériels  M,  M'  de 
masses  m  et  m' ^  que  l'on  suppose  non  pesants.  L'un  d'eux  M  est 
assujetti  à  demeurer  sur  un  plan  P;  l'autre  à  demeurer  sur  une 
droite  OZ,  perpendiculaire  au  plan  P.  De  plus,  ces  deux  points 
sont  reliés  par  un  fil  tendu  MOM'  de  longueur  /,  qui  passe  par 
une  petite  ouverture  pratiquée  en  O  dans  le  plan  P.  On  demande 
de  déterminer  le  mouvement  de  ces  deux  points,  en  supposant 
qu'ils  se  repoussent  proportionnellement  à  la  distance,  la  répul- 
sion mutuelle  à  la  distance  i  étant  ^.  On  négligera  le  frottement, 
et  l'on  représentera  par  Tq  la  distance  du  point  O  à  la  position 
centrale  Mq  de  M  par  ^o  la  vitesse  initiale  de  M,  qui  sera  suppo- 
sée perpendiculaire  à  OMo  ; 
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2"  Un  point  M  se  meut  d'un  mouvement  uniforme  sur  une 
hélice  tracée  sur  un  cylindre  circulaire  dont  on  demande  : 

i"*  De  montrer  que,  toutes  les  fois  que  le  point  M  traversera  un 
plan  (P),  la  normale  à  la  trajectoire,  située  dans  ce  plan  (P),  ira 
passer  par  un  point  fixe  de  ce  plan.  On  projette  le  point  M  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  parallèlement  à  la  tan- 
gente à  l'hélice  au  point  où  elle  coupe  ce  plan.  Soit  ni  la  projec- 
tion de  M.  On  construit,  à  un  instant  quelconque,  la  grandeur 
géométrique  quireprésente  l'accélération  du  point  /?«.  On  demande 
le  lieu  du  point  m' .  Dans  quel  cas  ce  lieu  se  réduira-t-il  à  une 
droite?  Quelle  est  la  trajectoire  du  point  ml 

Asironoinie.  —  Sachant  que  les  coordonnées  écliptiques  d'un 
astre  sont,  à  une  certaine  époque, 

X  =  2<'5i'4",55, 
4^=9°33'38",  386. 

On  propose  de  trouver  les  coordonnées  équatoriales  corres- 
pondantes. L'obliquité  de  l'écliptique  est  supposée  égale  à 

w  =23" 97' 32".  933. 

On  a,  pour  Washington, 

cp  =  38"53'39",o3, 
/pcoscp'=  9,8917, 
I9  sincp'=  9,7955, 

et  le  temps  moyen  de  l'observation  réduit  en  temps  sidéral  est 

e  =  I9''55■"I6^98. 

Mâcaniqiic .  —  On  donne  une  ellipse  dont  les  axes  ont  pour 
longueur  ia  et  2Z>;  cette  ellipse  sert  de  base  à  un  cylindre  droit 
indéfini,  sur  lequel  un  point  matériel  est  assujetti  à  se  mouvoir, 
(^c  |)oint  est,  en  outre,  attiré  proportionnellement  à  la*  distance 
par  le  centre  O  de  l'ellipse.  Déterminer  le  mouvement  et  discuter 
les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

I)()nn(''(s  :  on  représentera  par  A-  l'attraction  du  centre  O  sur 
l'umlé  (le  masse,  à  l'unité  de  distance,  par  To  la  vitesse  initiale, 
[);n   i  Tan^lc  (ju'elle  fait  avec  la  génératrice  du  cylindre,  par  i?o  la 
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distance  de  Ja  position  initiale  du  mobile  au  plan  de  Fellipse,  et 
par  ^0  'a  distance  de  ce  même  point  au  plan  cpii  passe  par  l'axe 
du  cjlindre  et  le  petit  axe  de  l'ellipse. 

Appliquer  les  formules  trouvées  au  cas  du  h=^a\  que  faut-il 
dans  ce  cas,  pour  que  la  trajectoire  soit  une  courbe  formée,  ou 
bien  une  courbe  plane? 

Calculer,  dans  la  même  hypotbèse,  la  réaction  du  cvlindre. 

I  Dynamique. —  On  considère  la  surface  engendrée  par  une  cy- 

cloïde  ACB  tournant  autour  de  sa  base  AB. 

Un  point  matériel  M  non  pesant  est  assujetti  à  rester,  dans  clia- 
I  cune  de  ses  positions  sur  cette  surface,  que  l'on  suppose  parfaite- 
ment polie  ;  le  point  M  est  soumis  à  l'action  d'une  force  perpendicu- 
laire à  AB,  dirigée  vers  AB,  et  dont  l'intensité  est  proportionnelle 
à  la  distance  /'  du  mobile  à  AB.  Déterminer  le  mouvement  et  dis- 
cuter les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter;  fixer  les  limites 
entre  lesquelles  r  peut  varier. 

Données  :  «,  diamètre  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde  ;  ('«,  vi- 
tesse initiale;  /'q.  valeur  initiale  de  /•;  £,  angle  de  v^  avec  la  tan- 
gente au  parallèle  du  point  de  départ;  A-,  intensité  de  la  force 
d'attraction  exercée  par  AB  sur  l'unité  de  masse  placée  à  la  dis- 
tance I  de  AB. 


K 
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Cinématique. —  Un  triangle  isoscèle  rectangle  AOB,  de  forme 
invariable,  et  dans  lequel  le  sommet  O  de  l'angle  droit  est  fixe, 
est  animé  d'un  mouvement  quelconque  :  soient,  à  un  instant  quel- 
conque, AA',  BB'  les  vitesses  respectives  des  points  A,  B. 

Démontrer  que  la  projection  de  AA'  sur  OB  est  égale  à  la  pro- 
jection de  BB'  sur  OA  et  que,  des  deux  angles  formés,  l'un  par  les 
directions  AA'  et  OB,  l'autre  par  les  directions  BB'  et  OA,  l'un  est 
aigu  et  l'autre  obtus. 

Astronomie.  —  Le  i^^  janvier  18.")  i,  l'ascension  droite  de  a^ 
Cocher  (la  Chèvre)  était  de 

et  la  déclinaison 

-t-  v>    )o  -ri.  ,0  |. 

On  demande  de  trouver  sa  longitude  el  sa  lalitude.  eu  adoplaiil 
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pour  l'obliquité  de  l'écliptique 

23°  27' 2  3",  47- 

Analyse.  —  1"  Former  Féquation  du  second  degré  qui  donne 
les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  quelconque  du  pa- 
raboloïde  défini,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  l'équation 

(i)  — \-'r  =^-^- 

2°  Exprimer,  en  fonctions  de  la  variable  ^,  chacun  des  deux 
rayons  de  courbure  principaux,  pour  tout  point  de  la  ligne  de 
rencontre  du  paraboloide  proposé  avec  le  paraboloïde  défini  par 
l'équation 

(2)  7  -f-  /    .    ='y.z  —  À. 
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NETTO   (E.).   —   SUBSTITUTIOXSTHEORIE  VSD  IIIRE  ÂNWENDUNG    AIT  DIE 

Algebr.v.  —  I  vol.  in-S".  Leipzii;:,  Teubner;  1882. 

Dans  son  Traité  bien  connu,  M.  Jordan,  développant  les  mé- 
thodes de  Galois,  considère  la  résolution  par  radicaux  comme  une 
des  applications  de  la  théorie  des  substitutions.  En  se  plaçant  à  ce 
point  de  vue,  il  faut  étudier  les  groupes  de  substitutions  comme 
un  nouvel  algorithme  et  en  développer  les  propriétés  indépen- 
damment de  toute  application.  Cette  méthode  a  l'avantage  de  don- 
ner des  résultats  généraux  pouvant  avoir  des  applications  nom- 
l)reuses. 

M.  Kronecker,  suivant  une  voie  toute  différente,  montre  que  le 
principe  de  Galois  résulte  de  la  théorie  générale  de  l'élimination. 
Sa  méthode,  qui  consiste  tout  d'abord  à  ne  faire  que  le  nombre 
d'abstractions  nécessaires  pour  résoudre  les  questions  d'Algèbre 
dans  toute  leur  généralité,  permet  d'avoir  toujours  présent  à  l'es- 
prit l'objet  même  que  l'on  a  en  vue,  d'insister  sur  ses  propriétés 
essentielles,  et,  dans  les  recherches  si  difficiles  de  l'Algèbre,  donne 
ainsi  moins  de  prise  à  l'erreur. 

Je  caractériserai  l'Ouvrage  de  M.  JNetto  en  disant  que  c'est  à  la 
fois  une  introduction  à  la  lecture  des  différents  Mémoires  publiés 
sur  la  théorie  des  substitutions  et  à  Fétude  des  Communications 
célèbres  faites  par  M.  Kronecker  à  FAcadémie  des  Sciences  de 
Berlin. 

Il  est  écrit  dans  un  style  à  la  fois  clair  et  concis  et  a  Tavanlage 
de  contenir  des  exemples  nombreux.  La  division  des  matières  est 
faite  avec  art,  et  l'intérêt  que  l'on  éprouve  à  la  lecture  de  l'Ouvrage 
ne  faibht  pas  un  instant.  C'est  déjà  un  bien  beau  résultat,  si  l'on 
songe  que  l'on  a  affaire  à  l'une  des  branches  les  plus  arides  des 
Mathématiques-  ' 

Une  seule  fois  (§  56),  on  suppose  connu  un  théorème  qui  n'est 
démontré  que  plus  tard  (§  104),  afin  de  pouvoir  énoncer  de  suite, 
d'une  manière  générale,  le  théorème,  que  le  plus  grand  commun 
Bi//f.  des  Sciences  mathèm.,  •?.'  série,  t.  VII.  (Mars  i883.)  '» 
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diviseur  des  discriminants  de  toutes  les  fonctions  correspondant 
au  même  groupe  est  une  puissance  déterminée  du  discriminant 
des  éléments  du  groupe.  On  est  ainsi  amené  à  parler,  dès  le  §  56, 
d'un  genre  de  fonctions,  alors  que  Tidée  même  de  genre  n'est  in- 
troduite que  plus  tard  (§  98). 

Les  fautes  d'impression  sont  peut-être  un  peu  nombreuses; 
mais  elles  ne  sont  d'aucune  importance. 

L'auteur  nous  dit,  dans  sa  Préface,  que  si  la  différence  des  mé- 
thodes employées  ne  lui  a  pas  permis  de  faire  usage  de  l'Ouvrage 
de  M.  Serret,  il  doit  à  celui  de  M.  Jordan,  non  seulement  les 
idées  fondamentales  qu'il  y  a  puisées,  mais  encore  la  marche  sui- 
vie dans  certaines  démonstrations  du  Traité  des  substitutions. 
Mais  bien  souvent  on  remarque  l'influence  exercée  par  la  lecture 
des  publications  de  M.  Rronecker  sur  le  choix  des  méthodes  em- 
ployées. Et  il  est  bien  naturel  que  M.  Netto  regrette  de  n'avoir  pu 
tenir  compte  de  la  publication  trop  récente  du  profond,  mais  diffi- 
cile Mémoire  de  l'illustre  géomètre  :  Grundziige  einer  arithnie- 
tischen  Théorie  der  algebraischen  Grdssen(*). 

Le  Livre  de  M.  Netto  se  distingue  du  Traité  de  M.  Jordan  et 
par  son  point  de  départ,  et  parce  qu'il  limite  l'étude  des  groupes 
de  substitutions  à  celles  de  leurs  propriétés  qui  trouvent  une  ap- 
plication immédiate  dans  la  théorie  de  la  résolution  des  équations 
par  radicaux.  La  première  Partie  comprend  une  théorie  des  sub- 
stitutions et  des  fonctions  entières;  dans  la  seconde  moitié  du 
volume,  cette  théorie  est  appliquée  à  l'étude  des  équations  algé- 
briques. Ce  qui  fait  l'originalité  de  l'Ouvrage  est  la  méthode  sui- 
vie par  l'auteur.  Je  vais  essayer  d'en  donner  un  aperçu. 


(')  Ce  grand  ■Mémoire  est,  en  effet,  la  base  des  belles  théories  de  .M.  Kronecker. 
Sa  publication  tend  à  réaliser  l'espoir  exprimé  par  M.  Jordan  dans  la  préface  de 
son  Traité  des  substitutions,  de  voir  grouper  un  jour  en  un  corps  de  doctrine, 
suivi  et  complet,  les  beaux  théorèmes  du  célèbre  géomètre. 

Mais  il  reste  à  développer  ces  théories  et  à  les  faire  connaître  à  tous.  M.  Kron- 
ecker a  bien  voulu  m'autoriser  à  entreprendre  ce  travail.  Grâce  à  son  extrême 
obligeance,  je  pense  tout  d'abord  rédiger  et  publier  prochaiucuïeut  sa  Théorie 
^éncralc  de  léliininatinn ,  \u\  des  Chapitres  les  plus  importants  fie  ses  recherches. 
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On  trouve  facilement  des  fonctions  entières  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes  dont  la  forme  ne  chanj^e  pas  quand  on 
échange  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles  les  n  variables 
cpi'elles  renferment.  Ces  fonctions  sont  dites  symétriques;  elles 
sont  univalentes.  Inversement  il  est  facile  de  voir  que  toute  fonc- 
tion entière  univalente  est  symétrique.  Toute  fonction  symétrique 
de  n  éléments  peut  s'exprimer  rationnellement  et  d'une  seule  ma- 
nière par  les  fonctions  symétriques  élémentaires  de  ces  éléments. 
Une  des  fonctions  symétriques  les  plus  importantes  est  le  discri- 
minant A  des  n  quantités  x^ ,  x.^^  .  .  . ,  Xn- 

Lorsqu'une  fonction  entière  n'est  pas  symétrique,  elle  est  multi- 
valente.  Les  fonctions  multivalentes  les  plus  simples  sont  les  fonc- 
tions bivalentes  ;  leur  étude  nous  indique  la  voie  qui  devra  être 
suivie  pour  trouver,  en  général,  les  propriétés  des  fonctions  mul- 
tivalentes. 

L'existence  d'une  fonction  bivalente  se  déduit  de  celle  d'une 
fonction  alternée;  d'ailleurs  toutes  les  fonctions  alternées  sont 
divisibles  par  y/A,  et,  comme  on  voit  facilement  que  y/ A  est  une 
fonction  alternée,  on  obtient  à  la  fois  la  démonstration  de  l'exis- 
tence d'une  fonction  bivalente  et  le  type  général  de  toutes  ces 
fonctions,  savoir,  S,  +  S2  \/A,  S,  et  S2  étant  des  fonctions  symé- 
triques et  A  le  discriminant.  On  voit  ainsi  que  toutes  les  subs'ti- 
tutions  composées  d'un  nombre  impair  de  transpositions  changent 
la  valeur  d'une  fonction  bivalente,  tandis  que  toutes  les  substitu- 
tions composées  d'un  nombre  pair  de  transpositions  laissent  cette 
valeur  invariable.  Enfin  toute  fonction  bivalente  de  11  éléments 
est  racine  d'une  équation  du  second  degré,  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  rationnelles  symétriques  des  n  éléments.  On 
voit  de  suite  que  la  réciproque  de  ce  théorème  n'est  pas  toujours 
vraie  et  que  l'on  ne  doit  considérer  les  racines  d'une  équation  du 
second  degré  comme  fonctions  bivalentes  que  si  elles  sont  fonc- 
tions rationnelles  des  éléments. 

Des  questions  analogues,  mais  plus  générales,  se  posent  immé- 
diatement. Existe-t-il  des  fonctions  de  /?  variables  avant  un  nombre 
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déterminé  o  de  valeurs?  Dans  le  cas  où  elles  existent,  quelles  sont 
les  substitutions  qui  laissent  la  fonction  invariable?  Quelles  rela- 
tions V  a-t-il  entre  les  p  valeurs  d'une  fonction  multivalente?  Enfin 
n'y  a-t-il  pas  un  lien  commun  entre  toutes  les  fonctions  inva- 
riables par  les  mêmes  substitutions? 

La  théorie  des  substitutions  n'est  encore  que  peu  avancée;  elle 
ne  permet  de  répondre  qu'en  partie  aux  questions  posées. 

On  démontre  tout  d'abord  qu'à  toute  fonction  correspond  un 
groupe  tel  que  les  substitutions  de  ce  groupe  ne  changent  pas  la  va- 
leur de  ia  fonction,  et  qu'inversement  à  tout  groupe  correspondent 
une  infinité  de  fonctions.  Ce  théorème  permet  de  classer  les  fonc- 
tions entières  de  n  variables,  et  l'étude  de  ces  fonctions  est  ainsi 
ramenée  à  celle  de  tous  les  groupes  de  substitutions  possibles  entre 
n  éléments. 

Dans  l'état  actuel  de  la  Science  on  ne  peut  former  tous  ces 
groupes;  on  se  contente  d'examiner  les  cas  les  plus  simples:  le 
groupe  svmétrique  d'ordre  n  !  auquel  correspondent  les  fonctions 

svmétriques;  le  groupe  unique  d'ordre  — '  auquel  correspondent 

les  fonctions  bivalentes,  et  que  l'on  nomme  groupe  alterné  ;  les 
groupes  formés  à  l'aide  d'une  seule  substitution;  ceux  qui  sont 
formés  à  l'aide  de  deux  substitutions  5a,  5,3,  telles  que  syLS<^  =  s^sl_\ 
enfin  le  groupe  de  degré  n  et  d'ordre  /?/,  /  étant  la  plus  haute 
puissance  du  nombre  premier  y?,  divisant  n\ 

C'est  un  théorème  fondamental  que,  si  p  désigne  le  nombre  de 
valeurs  d'une  fonction  de  n  éléments,  et  /-  l'ordre  du  groupe  cor- 
lespondant,  /-.prn://!;  il  exclut  déjà  la  possibilité  de  l'existence 
d'un  grand  nombre  de  fonctions  multivalentes.  Les  théorèmes  ana- 
logues et  leurs  corollaires  sur  les  groupes  contenant  et  contenus 
sont  bien  connus. 

En  considérant  les  groupes  correspondant  aux  0  valeurs  d'une 
fonction,  on  voit  que  leurs  substitutions  sont  semblables;  on  est 
ainsi  amené  à  introduire  l'idée  des  groupes  transformés,  et  à  en  ' 
étudier  les  j)ropriétés,  ce  qui  permet  de  démontrer  le  théorème  de 
(]auchy  généralisé  par  \L  Sylow  :  si  l'ordre  d'un  groupe  G  est  di- 
visible par//^,  />  désignant  un  nombre  premier,  G  comprend  des 
groupes  d'ordre />^.  Les  conséquences  de  ce  théorème,  dont  la  dé- 
MHtnstralion  repose  sur  la  possibilité  de  former  un  groupe  d'ordre 
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/>/,  y^élaiil  la  [)lus  haute;  puissance  de  /j  divisant  //!,  soni  Tort  im- 
portantes. 

Un  exemple  nous  montre  qu'il  existe  des  fonctions  telles  rpir 
les  groupes  correspondant  à  leurs  p  valeurs  aient  des  sushstitu- 
tions  communes.  On  démontre  que,  pour  n  ^  /(i  '<^s  seules  fonctions 
jouissant  de  cette  propriété  sont  les  fonctions  sjmétricjues  ou  al- 
ternées.  Pour  /i  =:  4  on  rencontre,  au  contraire,  le  groupe  sin- 


gulier 


h,(.'n-^2)(^3n),     (Xi3r:i){x.îar,,),     (xiX',)(x.2X:i)\. 


Après  avoir  trouvé  les  relations  qui  relient  les  groupes  corres- 
pondant aux  p  valeurs  d'une  fonction  multivalente,  on  peut  s(; 
proposer  de  trouver  les  rapports  existant  entre  les  o  valeurs  de  la 
fonction  elle-même.  Elles  sont  racines  d'une  équation  de  degré  o, 
dont  les  coefficients  sont  fonctions  symétriques  des  éléments. 
Dans  le  cas  où  les  n  éléments  sont  indépendants,  les  seules  fonc- 
tions multivalentes  dont  une  puissance  est  svmétrique  sont  les 
fonctions  alternées;  dans  tout  autre  cas,  l'équation  précédente  ne 
peut  être  binôme.  Et  si  n  >  4^  ^^  ^  J  ^  P^*s  de  fonctions  (p  ^  l^) 
de  71  éléments  indépendants  dont  une  puissance  soit  fonction 
bivalente.  Pour  /i  =  3,4  ^^  trouve,  au  contraire,  que  si  codé- 
signe  une  racine  cubique  primitive  de  l'unité, 

o  =  jr[  -!-  10-  :7"2  -f-  w  ..r.j, 

répondent  à  la  question;  cs^  et  cij  sont  des  fonctions  bivalentes. 

Pour  pouvoir  continuer  à  répondre  aux  questions  posées,  il  im- 
porte de  considérer  quatre  propriétés  principales  des  groupes  de 
substitutions.  La  première  appartient  à  Caucliv;  c'est  celle  de  la 
transitivité.  Un  des  théorèmes  fondamentaux  est  du  à  ]M.  Jor- 
dan :  Tout  groupe  transitif  a  au  moins  (n  —  1)  substitutions 
qui  permutent  les  n  éléments.  S'il  en  a  davantage,  il  eon~ 
tient  aussi  des  substitutions  permutant  moins  de  (n  —  i  )  élé- 
ments. 

Les  groupes  peuvent  être  plusieurs  fois  transitils.  Si  un  groupe 
/  fois  transitif  (A\^  i)  contient  une  substitution  circulaire  de 
trois  éléments,  il  contient  le  groupe  alterné;  s'il  contient  une 
transposition,  il  est  symétrique.  On  en  déduit,  à  l'aide  de  leinmes 
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faciles  à  établir,  que,  si  un  groupe  de  degré  n  n'esl  ni  alterné,  ni 

symétrique,  il  ne  peut  être  plus  de  r|  +  i  j  fois  transitif. 

Les  théorèmes  énoncés  n'ont,  en  général,  lieu  que  pour  A'  >  i . 
Cela  tient  à  une  propriété  de  certains  groupes  une  fois  transi- 
tifs. Cette  propriété  est  la  non-primitivité.  Gauss  et  Abel  en 
font  déjà  mention.  Les  groupes  transitifs  qui  ne  sont  pas  non 
primitifs  sont  ails  primitif  s .  Un  groupe  primitif  qui  contient  une 
substitution  circulaire  5,  d'ordre/?  contient  une  série  de  substitu- 
tions semblables  5,,  ^o,.  .  .,  s„_p+^,  telles  que  5>.  soit  formé  à  l'aide 
des  éléments 

le  choix  de.ri,^25  •  •  •  i-^p-i  est  arbitraire.  Ce  groupe  est  (/i — />-+-i) 
fois  transitif.  On  voit  donc  que  le  manque  de  la  non-primitivité 
donne  à  un  groupe  transitif  un  caractère  plus  général  en  excluant 
certaines  relations  particulières. 

Déjà,  en  étudiant  les  groupes  transformés  d'un  groupe  donné, 
on  rencontre  des  substitutions  échangeables,  des  groupes  permu- 
tables. On  est  ainsi  amené  à  parler  d'une  troisième  propriété  des 
groupes  dont  la  notion  est  due  à  Galois  et  qui  est  de  la  plus  haute 
importance  :  la  distinction  des  groupes  simples  et  composés  y  la 
définition  de  la  suite  d'un  groupe,  la  constance  de  ses  facteurs  de 
composition.  La  suite  de  composition  correspondant  au  groupe 
symétrique  est,  pour  n  >>  4i  le  groupe  alterné  et  l'unité;  le  groupe 
alterné  de  plus  de  quatre  éléments  est  simple. 

La  suite  principale  d'un  groupe  est  particulièrement  impor- 
tante, lorsque  l'ordre  d'un  de  ses  groupes  H  est  égal  à  celui  du 
groupe  suivant  J,  multiplié  par  une  puissance  ç  d'un  nombre  pre- 
mier p.  I^es  substitutions  de  H  sont  alors  échangeables,  à  des 
substitutions  de  J  près.  On  démontre  également  la  réciproque  de 
ce  théorème. 

La  quatrième  propriété  dont  il  est  fait  mention  est  celle  de 
l'isomorpliisme  holoédrique  et  mériédrique.  Elle  est  souvent 
utile.  A  chaque  groupe  transitif  d'ordre  /•  correspond  un  groupe 
transitif  isomorphe  holoédrique  d'ordre  et  de  degré  /•.  Tout 
groupe  transitif  dont  l'ordre  est  égal  au  degré  ne  contient  (|uc  des 
substitutions   permutant  tous  les    éléments  ;   ces   substitutions  se 
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coinposenl  de  cycles  du  même  ordre.  Lorsque  deux  de  ces  groupes 
sont  isomorphes,  ils  sont  semljlaJjles. 

En  introduisant  des  groupes  réciproquement  mériédriques, 
M.  Capelli  a  généralisé  la  notion  d'isomorphisme,  donnée  par 
M.  Jordan  dans  son  Traité.  M.  Netto  ne  déveloj)pe  pas  celle 
théorie,  mais  rappelle  que  la  construction  des  groupes  intransi- 
til's,  à  l'aide  de  groupes  transitifs,  peut  être  ramenée  à  celle  de 
groupes  réciproquement  mériédriques. 

On  peut  maintenant  répondre  à  la  dernière  des  questions  que 
nous  nous  étions  posées.  Toutes  les  fonctions  correspondant  au 
même  groupe  sont  exprimahles  rationnellement  par  l'une  d'entre 
elles  ;  elles  font  partie  du  même  genre.  I^e  plus  grand  commun  di- 
viseur de  leurs  discriminants  est  une  puissance  déterminée  du  dis- 
criminant de  leurs  éléments.  C'est  ici  que  nous  rencontrons 
pour  la  première  fois  la  notion  fondamentale  de  genre  ;  elle  est 
due  à  M.  Kroneckcr  qui  insiste  à  plusieurs  reprises,  dans  ses 
communications  à  l'Académie  de  Berlin,  sur  sa  grande  impor- 
tance. 

Toutes  les  fonctions  'i»  d'un  ^enre  sont  déterminées  ratlonnelle- 

t  o 

ment  par  l'une  d'entre  elles  cp,  'i>  =        '   »  Il  est  donc  important  de 

montrer  que  dans  tout  genre  il  existe  des  fonctions  à  discriminant 
différent  de  zéro,  quelles  que  soient  les  relations  existant  entre 
les  éléments  inégaux  ^<,.r2,  .  .  . ,  .r,,. 

Etant  donnée  une  suite  de  composition  G,  G,,  .  .  .,Gv,  on  dé- 
montre, entre  autres  théorèmes,  le  suivant  : 

Pour  que  Von  puisse  déterminer  une  fonction  avant 
p,/?,,/?2,  . .  'iP^  valeurs  et  correspondant  à  Gv,  à  Vaide  d^ une 
fonction  ayant  p  valeurs  et  correspondant  à  G,  il  faut  et  il 
suffit  que  chaque  groupe  Ga_i  puisse  être  formé  à  C aide  du 
suivant  Ga  et  d'une  substitution  -z-x permutable  à  Ga,  et  telle 
cjue  le  nombre  premier  poL  soit  le  plus  petit  nombre  pour  le- 
quel G^  soit  contenu  dans  le  groupe  Ga_i. 

Si  maintenant  l'on  cherche  à  répondre  à  la  première  des  ques- 
tions posées,  celle  de  V existence  de  fonctions  avant  un  p  et  un  n 
donnés,  on  obtient  une  série  de  théorèmes  sur  le  nombre  de  va- 
leurs que  peut  prendre  une  l'onction  entière  de  //  éléments. 
M.  Netto  cite   Cauchv,  MM.  Bertrand  et  Scrrct,  et  plu>  partleu- 
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lièrement  les  démonstrations  de  MM.  Kronecker  et  Jordan.  Cer- 
tains groupes  particuliers  jouent  un  grand  rôle  dans  la  théorie  des 
équations.  Ce  sont  d'abord  les  groupes  Q  dans  lesquels  Tordre  est 
égal  au  degré  n.  M.  Netto  considère  ces  groupes  dans  le  cas  où 
a  est  un  nombre  premier,  ou  un  produit  de  deux  nombres  pre- 
miers. Dans  ce  dernier  cas,  il  y  a  trois  types  de  groupes  Q  ;  l'un 
d'eux  est  le  groupe  cyclique.  Ce  sont  ensuite  les  groupes  dont  le 
degré  p  est  un  nombre  premier  et  dont  les  substitutions  ne 
peuvent  que  permuter  tous  les  éléments,  n'en  permuter  aucun, 
ou  enfin  n'en  laisser  qu'un  seul  invariable.  Ce  groupe  est  d'ordre 

^'^  ~  ",  où  T  est  un  des  diviseurs  de  {p  —  i);  pour  t  =i  i ,  on  ob- 

tient  le  groupe  métacyclique  ;  pour  a-  =  2,  le  groupe  demi-méta- 
cyclique.  Ce  sont  enfin  les  groupes  de  degré  (/?  -f  i)  et  d'ordre 
(^p  —  i)y?(^_j_i)  qui  comprennent  toutes  les  substitutions  li- 
néaires (mod/?);  ce  groupe  comprend  celui  des  équations  modu- 
laires. 

Enfin  M.  Netto  démontre,  comme  application  d'un  théorème 
général  de  M.  Kronecker,  que,  si  les  substitutions  d'un  groupe 
sont  échangeables,  il  existe  un  système  fondamental  de  substitu- 
tions St,s.2,  .  . . ,  d'ordres  /'j,ro,  .  .  . ,  tel  que  toute  substitution  du 
groupe  puisse  être  représentée  par 


//,    c//; 


S':^%  ...,(/?/  =  !, 2,.. ^,/V), 


1       -2  '   ' 


cliaquc  nombre  />  est  multiple  du  suivant  ou  hii  est  égal;  le  produit 
des  /•/;  est  égal  à  /•.  Les  nombres  /"a  sont  des  invariants  du  groupe. 
Dans  un  dernier  Chapitre^,  M.  Netto  expose  les  premiers  prin- 
cipes de  la  représentation  analytique  des  substitutions.  Et  c'est 
ici  que  perce  manifestement  son  intention  d'écrire  un  Traité  qui 
j)uisse  servir  d'introduction  à  la  lecture  des  oMémoires  publiés  sur 
ce  sujet.  Car,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de  M.  Kronecker,  il 
semble  que  cette  représentation  analytique  n'est  pas  nécessaire  et 
même  qu'elle  n'est  pas  indiquée  par  la  nature  de  la  question  que 
l'on  a  en  vue.  M.  Netto  donne  le  théorème  bien  connu  de  M.  Her- 
rnile,  puis  considère  les  substitutions  arithmétiques  et  géomé- 
Iriques.  H  termine  ce  Chapitre  en  démontrant  le  théorème  de 
Cmlois,   >ur  foidre  du    groupe  linéaire   de  degré  ni^,  en  particu- 


irr  p'' 
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III. 


Voici  maintenant   la  marche  suivie  dans   la   seconde  partie   de 
rOuvrage  : 

On  montre  tout  d'abord  que  la  méthode  à  l'aide  de  laquelle  on 
peut  résoudre  par  radicaux  les  équations  des  premiers  degrés  fait 

fej  défaut,  lorsque  l'on  cherche  à  résoudre  les  équations  générales  de 
degrés  supérieurs  au  quatrième.  On  identifie  ensuite  ce  dernier 
problème  qui  en  renferme  plusieurs,  puisqu'il  s'agit  de  trouver 
toutes  les  racines  de  l'équation   proposée,  avec  la  résolution  de 

|,  l'équation  résolvante  de  Galois.  Cette  équation  de  degré  n\  n'est 
plus  générale.  On  rencontre  ainsi,  dès  le  début,  une  équation 
particulière^  on  connaît  une  relation  entre  ses  racines  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  entre  ses  coefficients.  On  est  ainsi  amené  à  con- 

'  sidérer  en  général  des  équations  particulières,  et  à  montrer  que 
ce  qui  les  caractérise,  ce  qui  les  distingue  des  équations  géné- 
rales, est  ï adjonction  ci' un  genre  ou  d'un  groupe  de  substitutions 
non  symétrique.  Il  est  facile  de  démontrer  l'identité  de  la  tran- 
sitivité  du  groupe  d'une  équation  et  de  l'irréductibilité  de  cette 
équation  (♦);  on  voit  également  que  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  les  racines  d'une  équation  irréductible  soient 
toutes  exprimables  rationnellement  par  l'une  d'entre  elles  est 
que  l'ordre  du  groupe  transitif  de  cette  équation  soit  égal  à  son 
degré. 

Après  avoir  considéré  le  groupe  de  l'équation  résolvante  de  Ga- 
lois et  introduit  l'idée  de  résolvante  en  général,  M.  Netto  indique 
la  méthode  suivie  par  Lagrange  pour  réduire  et,  s'il  est  possible, 
résoudre  les  équations  par  un  choix  convenable  d'une  suite  de  ré- 
solvantes. 

Il  n'y  a  rien  de  particulier  à  remarquer  sur  les  méthodes  don- 
nées par  M.  Netto  pour  résoudre  les  équations  binômes.  Le  Cha- 
pitre suivant,  qui  traite  des  équations  abéliennes,  contient,  outre 


(')  On   peut  regrelter  que  INI.  Netto  n'ait  pas  démontré  aussi  <|ue,  à  la  notion 
de  Cauchy  de  transitivité  d'ordre  A',  correspond  l'irréductibilité  des  équations 

'     X  —  :jc^~    '       *  *  '  '      {X  —  J)y)  {x  —  X.,) . , .  [x  — c,..y)  ^ 
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les  deux  cas  de  résolubillté  donnés  par  Abel  et  qui  sont  exposés 
dans  le  Cours  d'Algèbre  supérieure  de  M.  Serret,  une  recherche 
sur  les  équations  de  degré  n  =  jn.v,  dont  les  racines  sont 
^,,Ôx,,B,x,,  .  .  .,  les  fonctions  rationnelles  8^  étant  liées  par  les 
relations 

o,o(x,)  =  f)«.e,(;r,),   026(3-1)  =  e?. 62(371),    ..., 

0,6,(x,)=  6?.eï^6,(^,),     636i(:ri)  =  6?3  0ï3e3(^i),      .... 

Ces  conditions  sont  suffisantes  pour  que  Ton  puisse  effectuer 
sur  Téquation  de  degré  v  dont  dépend  la  résolvante 

çpi  =  xi  -+-  6  a^i  -+-...  +  6'«-i.ri, 

et  dont  les  racines  sont  cp,,  .  .  .,cpv,  les  mêmes  réductions  que  sur 
l'équation  proposée.  On  montre  qu'elles  sont  également  néces- 
saires sous  l'unique  condition  que  de  cpr^  =  rat(  cpa),  on  puisse 
conclure  que  ^j^  =  rat,  (^a).  On  trouve  facilement  le  groupe 
correspondant  à  celte  classe  d'équations. 

Mais  il  faut  observer  que  l'on  n'obtient  pas  ainsi  une  nouvelle 
classe  d'équations  résolubles  par  radicaux.  Il  eût  été  facile  à 
M.  Netto  d'insister  davantage  sur  ce  point  important  et  de  mon- 
trer que  ces  équations  sont  du  genre  de  celles  que  jNI.  Kronecker 
nomme  cycloïdales ;  ce  sont,  en  effet^  des  équations  abéliennes 
dont  les  coefficients  dépendent  rationnellement  d'une  racine 
d'une  équation  abélienne.  En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  il  con- 
viendrait, sans  doute,  de  changer  l'ordre  des  matières  et  de  con- 
sidérer les  équations  abéliennes  avant  celles  de  M.  Netto;  on 
pourrait  ensuite  dire  quelques  mots  sur  les  équations  cycloïdales 
en  général. 

M.  Netto  donne  deux  démonstrations  du  théorème  qui  permet 
de  ramener  la  résolution  des  équations  abéliennes  à  celle  d'équa- 
tions abéliennes  de  degré  premier.  La  première  est  due  à  M.  Kron- 
ecker :  elle  est  contenue  dans  les  Monatsberichte  de  1877;  la 
seconde  est  celle  donnée  par  INl.  Jordan,  dans  son  Traité,  n"^  iOo- 
i07. 

Dans  des  reclierches  plus  récentes  qui  viennent  d'être  publiées 
dans  les  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie ,  M.  Kron- 
ecker décompose  toute  équation  abélienne  à  coefficients  entiers 
en   équations  abéliennes   premières   ri   en   équations   unités.    Les 
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racîines  de;  r(*qiialion  donnée  sont  Ibnclions  ralionnellfîs  d(,'s  ra- 
cines des  équations  premières  et  des  équations  unités.  Il  étend  ses 
recherches  au  cas  où  les  coefficients  de  l'équation  abélienne  sont 
fonctions  entières  de  variables  A,  à  coefficients  entiers. 

La  décomposition  d'une  équation  abélienne  à  coefficients  en- 
tiers, en  équations  abéliennes  premières,  est  analogue  à  celle  d'un 
nombre  entier  en  ses  facteurs  premiers. 

Ces  nouvelles  recherches  de  M.  Rronecker  n'ont  naturellement 
pu  trouver  place  dans  l'Ouvrage  de  M.  Netto. 

A  la  suite  des  équations  abéliennes,  l'auteur  considère  une 
(dasse  d'équations  dont  toutes  les  racines  sont  fonctions  ration- 
nelles de  deux  d'entre  elles.  Après  avoir  défini  les  équations  de 
Galois,  il  cherche  leur  groupe  et  montre  comment  elles  peuvent 
être  résolues  par  des  équations  abéliennes.  Exemple  :  jt^  =:  A. 
(Comparer  Jordan,  Traité,  Liv.  111,  Ghap.  11.)  Enfin,  il  expose 
les  recherches  de  M.  Nother  {Math.  Ann.,  XV)  sur  les  équa- 
tions triples. 

Les  relations  données  entre  les  racines  des  équations  particu- 
lières considérées  jusqu'ici  permettaient  d'appliquer  à  leur  étude 
la  théorie  des  substitutions.  Mais  en  est-il  toujours  ainsi  et  pour- 
quoi est-on  en  droit  d'appliquer,  en  général,  la  théorie  des  sub- 
stitutions à  l'étude  des  équations  résolubles  par  radicaux? 

Dire  que  Xq  est  racine  d'une  équation  résoluble  par  radicaux, 
c'est  dire  que  Xq  peut  être  donné  explicitement  en  fonction 
entière  de  quantités  V,,  Vo,  ... ,  Vv,  telles  que  chaque  Vi'«,  on px 
est  un  nombre  premier,  soit  une  fonction  entière  des  Vo+o 
Va+25«-»)Vv,  dont  les  coefficients  soient  fonctions  rationnelles 
des  quantités  faisant  partie  du  domaine  de  rationnalité.  D'autre 
part,  la  théorie  des  substitutions  suppose  que  toutes  les  fonctions 
auxquelles  on  l'applique  soient  des  fonctions  entières  des  va- 
riables. Pour  légitimer  l'emploi  de  cette  théorie,  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  il  faut  donc  démontrer  que  chaque  expression  \  >.  est 
fonction  entière  des  racines  de  l'équation  considérée.  Et  ce  théo- 
rème doit  être  démontré  par  un  procédé  algébrique,  car  il  se- 
rait évidemment  illusoire  de  vouloir  employer  une  méthode  lon- 
dée  elle-même  sur  la  théorie  des  substitutions. 

Ce  théorème,  démontré  d'après  M.  Kronecker,  dont  les  mé- 
thodes simplifient  celles  d'Abel,  il   est  facile  d'en  conclure  Tini- 
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possibilité  de  résoudre  par  radicaux  les  équations  générales  de 
degrés  supérieurs  au  quatrième.  L'étude  de  la  forme  des  racines 
d'une  équation  supposée  résoluble  par  radicaux  conduit  à  une 
série  de  théorèmes  sur  ces  équations  ;  on  obtient,  en  particulier, 
le  théorème  célèbre  de  Galois,  que  nous  pouvons  énoncer  ainsi  : 

Toute  équation  irréductible  et  de  degré  premier,  résoluble 
par  radicaux,  peut  être  ramenée  à  une  suite  d'équations  abé^ 
Hennés. 

Après  avoir  introduit  l'idée  fondamentale  de  groupe  d'une 
équation,  M.  Netto  avait  démontré  deux  théorèmes  importants 
sur  ces  groupes;  je  les  ai  cités  plus  haut.  Mais,  dans  la  première 
Partie  de  l'Ouvrage,  nous  avons  appris  à  connaître  une  série  de 
propriétés  fondamentales  des  groupes  de  substitutions.  Si,  à  la 
transitivité  du  groupe  d'une  équation  correspond  l'irréductibilité 
de  cette  équation,  il  est  naturel  de  chercher,  par  exemple,  la 
propriété  de  l'équation  qui  correspond  à  la  non-primitivité  de  son 
groupe  de  substitutions.  Considérons,  à  cet  effet,  l'équation  «de 
degré  n  =  //i.v  résultant  de  l'élimination  de  r  entre  les  deux 
équations 

y""—  Si(r).^'"-'H- S?(r).j:*"'-2  — ...±:S„,0')  =  o. 

On  démontre  que  son  groupe  est  non  primitif  et  que  toute 
équation  dont  le  groupe  est  non  primitif  peut  être  considérée 
comme  résultant  de  l'élimination  de  y  entre  les  deux  équations 
précédentes. 

Outre  la  transitivité  et  la  non-primitivité,  nous  avons  vu  qu'il 
existait  une  propriété  bien  importante  des  groupes  de  substitu- 
tions; un  groupe  peut  être  simple  ou  composé.  Il  est  moins  facile 
cpic  dans  les  cas  précédents  de  voir  directement  l'influence  de 
cette  propriété  d'un  groupe  sur  l'équation  correspondante.  Mais 
les  propriétés  d'une  équation  algébrique  se  reflètent  pour  ainsi 
dire  dans  celles  de  sa  résolvante.  Lorsqu'une  équation  f(x)=  o 
de  degré  n  est  caractérisée  par  un  groupe  G  d'ordre  /',  l'équation 

n\ 
résolvante   de    Galois    est  réductible;   chacun   de   ses   —  facteurs 

/• 

F,($)rr=  o  peut  être  considéré  comme  résolvante  de  l'équation; 
mutes  les  racines  de  F,(ç)=o  sont  fonctions  rationnelles  de 
l  une  d'entre  elles  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  exprimer  toutes  les 
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racines  de  la  proposée.  Le  passade  de  /(./*)  =  o  à  l\  (  ;  i  chl  Iden- 
tique à  celui  de  G  à  son  isomorphe  lioloédrique  12.  (le  théorème 
jette  une  vive  lumière  sur  l'importance  de  Tidée  d'isomorphisme 
dans  la  théorie  des  substitutions. 

A  chaque  genre  de  fonctions  correspond  une  certaine  multivo- 
cité  de  ces  fonctions.  Il  arrive  souvent  que  le  genre  que  Ton  ad- 
joint au  domaine  de  rationnalité  pour  caractériser  l'équation 
proposée  est  donné  comme  racine  d'une  équation  irréductible.  Il 
semble  alors  convenable  d'adjoindre  au  domaine  de  rationnalité 
non  pas  une,  mais  toutes  les  racines  de  l'équation  irréductible.  Il 
convient  donc  de  se  demander  ce  que  devient  le  groupe  G  d'ordre  r 
d'une  équation. /( .r)  =  o,  dont  les  racines  sont  .To^^j  •  •  •  >  J"//? 
lorsque  l'on  adjoint  au  domaine  de  rationnalité  toutes  les  ra- 
cines 'i;,,  .  .  . , '|„^  d'une  équation  irréductible  ^'('J/)  =  o,  dont  les 
coefficients  font  partie  du  même  domaine  de  rationnalité  que  ceux 
de /{x)f  et  dont  nous  supposons  les  racines  fonctions  rationnelles 
de  x^^Xi,  ,  .  ,  ^x,i'  On  montre  que  l'équation  résolvante  ne  peut 
être  décomposée  en  facteurs  non  linéaires  par  l'adjonction  d'une 
équation  auxiliaire  que  si  le  groupe  G  est  composé. 

On  peut  voir  maintenant  de  quelle  importance  fondamentale  est 
la  notion  de  groupes  simples  et  composés.  Si  G,  G,  ,G2,  .  .  . ,  Gv,  i , 
est  une  suite  correspondant  au  groupe  composé  G,  chaque  Ga 
d'ordre  /a  étant  un  groupe  d'ordre  maximum  contenu  dans  Ga_i  et 
permutable  à  ce  groupe,  on  peut  ramener  la  résolution  de  l'équation 
f{x)  =  o  à  groupe  G  à  celle  d'une  suite  d'équations  irréduc- 
tibles de  degrés  —  ■>  —  ?  •  •  •  ?  -^^,  /'v,  dont  les  coefficients  font  par- 

tie  du  domaine  de  rationnalité  de  /{x)  =  o.  Les  racines  de  cha- 
cune de   ces   équations  sont  toutes   exprimables  rationnellemenl 

par  l'une  d'entre  elles;  leurs  croupes  d'ordres  —,  —•,  •••>  — ^S  /\ 

^  f'i      r-2  /-.^ 

sont  simples.  L'équation  résolvante  de  Galois  est  successivement 

réductible  en  —7  —?•••?—?  /•  lacteurs. 
f'i     r-î  j\ 

On  démontre  maintenant  que  la  réduction  du  groupe  G  d'une 
équation y(cr)  =  o,  produite  par  l'adjonction  d'une  équation  irré- 
ductible quelconque,  dont  les  coefficients  font  partie  du  ménïc 
domaine  de  rationnalité  que  ceux  de  /(x),  est  équivalente  à  la 
réduction  produite  par   l'adjonction  de    toutes    les    racines  d  une 
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t^uation  vérifiée  par  des  fonctions  rationnelles  de  J"i,^2,  •  •  •  v^//- 
L'hypothèse  faite  plus  haut  n'est  donc  pas  une  restriction,  en 
ce  sens,    du  moins,  que  nous  n'obtenons  aucune  réduction  nou- 
velle en  la  laissant  de  côté. 

Mais  il  V  a  plus.  Il  n'est  point  nécessaire  que  les  ^  soient  fonc- 
tions rationnelles  de  Xi,x.>,  .  •  .,^«,  pour  que  le  groupe  G  soit 
réduit  par  adjonction  de  g-{'l)  =  o.  Il  suffit,  pour  que  la  réduc- 
tion ait  lieu,  qu'il  existe  des  fonctions  rationnelles  de  'i^^'^j,  •••/^/«^ 
égales  à  des  fonctions  rationnelles  de  ^,,^07  •  •  'y-^n- 

Si  l'on  suppose  enfin  que  les  racines  des  deux  équations  irré- 
ductibles f(x)=o,  ^('i>)-=  o,  soient  liées  rationnellement  par 
des  relations  de  la  forme  cpyt(^i  ,^2,  ...  ,^/i, '}),...  ,']>w)  =  o  ,  on 
démontre  que  l'on  peut  déduire  ces  relations  de  cette  autre  plus 
simple  : 

oi(^i,...,^„)  =  'f2(4'i»  ...,4'/«)» 

où  les  racines  des  deux  équations  sont  séparées. 

On  voit  donc  que  l'adjonction  des  racines  de  g{'\i)  =  o  au 
domaine  de  rationnalité  de  f[x)  =  o  ne  peut  donner,  dans  ce 
cas,  comme  dans  le  précédent,  d'autres  réductions  que  celles 
que   l'on    obtient    par    adjonction  de   fonctions    rationnelles    de 

Nous  avons  étudié  les  propriétés  fondamentales  des  groupes; 
nous  venons  de  voir  comment  ces  propriétés  se  reflètent  dans  les 
équations  correspondantes.  Ceci  posé,  on  peut  demander  quelles 
sont  les  écjualions  résolubles  par  radicaux.  La  réponse  est  simple  : 
il  faut  et  il  suffit  que  les  facteurs  de  composition  du  groupe  cor- 
respondant à  l'écjuation  soient  des  nombres  premiers.  A  l'aide  des 
théorèmes  démontrés  sur  les  suites  de  composition  d'un  groupe, 
on  peut  énoncer  ce  théorème  de  bien  des  manières  diftérentes;  on 
en  déduit  des  corollaires  intéressants. 

M.  Nelto  démontre  ensuite  le  théorème  qu'Abel  énonce  dans  le 
I.  11  de  ses  (Jfù/v/cs  coniplètes,  p.  i()i;  sa  démonstration  repose 
sur  ce  qu'un  certain  groupe  de  la  suite  de  composition  du 
groupe  G  de  l'équation  donnée  est  un  des  groupes  de  la  suite  de 
composition  principale  de  G.  Elle  montre  clairement  l'impor- 
Xwwi'w  de  la  notion  de  sMil<'  de  composition  principahu  due  à 
\L  Jonlan. 
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J'insislo  sur  le  résullat  suivant  du  à  M.  Netto;  il  montre  coni- 
l)ion  sa  méthode  peut  être  avantaj^euse  : 

Lorsque  en  passant  cV  an  terme  H  de  la  suite  de  composition 
principale  de  G  au  suivant  K,  Véquation  f{x)  =  o  est  réduc- 
tible dans  le  nouveau  domaine  de  rationnalité  et  contient  les 

facteurs f,{x)yfi{x),..., fx{x),  onaf,{x),f^{x)...fx{x)=f{x)', 
si,  au  contraire,  cette  réduction  s'est  effectuée  en  passant  d'un 
terme  H  de  la  suite  de  composition  de  G  au  suivant  H',  on  sait 
seulement  que  le  produit  f^[x)f.>{x) ,,,  f\[x)  est  égala  une 
puissance  de  f{x). 

Les  équations  du  quatrième  degré  donnent  un  exemple  du  der- 
nier cas. 

On  est  ainsi  amené  à  supposer  l'équation  donnée  primitive  et 
de  degré  p'^.  Si  alors  l'équation  doit  être  résoluble  par  radicaux, 
on  montre  facilement  que  son  groupe  est  formé  par  la  combinai- 
son des  substitutions  arithmétiques  de  degré /?^  et  de  substitutions 
géométriques  du  même  degré. 

L'auteur  examine  particulièrement  le  cas  où  )^  =  i  ;  pour  A  =  2, 
il  donne  les  trois  tvpcs  des  équations  primitives  résolubles  par 
radicaux,  et  renvoie  au  Mémoire  publié  par  M.  Jordan,  dans  le 
Journal  de  Liouville^  2®  série,  t.  XIIL 

Enfin,  dans  le  cas  général,  il  démontre  plusieurs  théorèmes 
dont  les  derniers  jettent  une  vive  lumière  sur  les  recherches  de 
M.  Nôther  relatives  aux  équations  triples  que  j'ai  citées  plus  haut. 
On  voit  que  l'on  peut,  en  appliquant  la  même  méthode,  construire 
des  équations  quadruples  de  degré/?'',  .... 

Je  citerai  ce  résultat  élégant  qui  généralise  celui  de  Galois  sur 
les  équations  de  degré  p  résolubles  par  radicaux  :  <(  Toutes  les 
racines  d'une  équation  primitive  de  degré/?^,  résoluble  par  radi- 
caux, sont  exprimables  rationnellement  par  (A -h  i)  d'entre  elles, 
pourvu  que  ces  dernières  ne  forment  pas  un  système  conjugué.  )> 

M.  Netto,  fidèle  jusqu'au  bout  à  son  programme,  se  limite 
rigoureusement  à  la  résolution  des  équations  par  radicaux.  On 
ferme  le  Livre  en  ayant  beaucoup  appris  et  en  désirant  apprendre 
davantage.  J.  Afoi.K. 


-^  PREMIKRK   PAHÏIF. 

MANNHKLM    (A.).  —    Premiers   kliî.ments    dr   Géométrie    descriptive.  — 

Paris,  i88:i    In-8".   \o  p. 

•  M.  Mannheim,  avec  une  indiscutable  compétence,  propose  de 
réformer  l'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive,  de  façon  à 
rapprocher  cet  enseignement  des  habitudes  pratiques. 

Dans  la  plupart  des  Traités  didactiques  sur  la  matière,  on  at- 
tribue, à  ce  qu'il  nous  semble,  trop  de  réalité  aux  plans  de  projec- 
tion; n'est-ce  pas  un  abus,  en  effet,  que  de  forcer  le  dessinateur  à 
figurer,  comme  invisibles,  les  lignes  qui  seraient  cachées  par  ces 
plans?  D'un  autre  côté,  on  est  bien  obligé  de  reconnaître  que  la 
considération  des  points  situés  soit  au-dessous  du  plan  horizontal, 
soit  en  arrière  du  plan  vertical,  rend  les  épures  difficiles  à  lire. 

Partant  de  ce  que  les  projections  d'une  figure  quelconque  ne 
changent  pas  quand  on  éloigne  les  plans  de  projection  parallèle- 
ment à  eux-mêmes,  M.  Mannheim  propose  de  laisser  la  position 
de  ces  plans  indéterminés,  de  ne  pas  tracer  la  ligne  de  terre  et 
de  supposer  la  figure  dont  on  veut  obtenir  les  projections  tout  en- 
tière en  avant  du  plan  vertical  et  au-dessus  du  plan  horizontal  : 
il  donne  ensuite  quelques  exemples  bien  choisis  qui  montrent 
nettement  que,  en  procédant  ainsi,  on  n'a  à  faire  que  des  construc- 
tions tout  aussi  simples  que  celles  où  l'on  utilise  la  ligne  de  terre, 
et  qu'on  lit  plus  facilement  les  résultats  de  ces  constructions. 

J.  T. 


MELANGES. 

SUR    LES    UNITÉS    ÉLECTRIQUES   i>): 
Par  m.  j.  îu:rtr  VND. 

I/unitéest  une  grandeur  arbitraire  à  laquelle  on  compare,  pour 
h's  mesurer,  toutes  les  grandeurs  de  même  espèce  qu'elle  ;  telle  est 


{*)  A    Trentise    on   Electricity  and   Magnetism.  byj  James    Clrrk   ^faxwell. 
i)\f<>nl.  a(  ihc  Clarcndon  Press,  1873.  —  lieports  0/  the  Comtnittee  on  Klectri- 
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la  définition  très  correcte  proposée  dès  le  début  des  études  ina- 
tliémaliques,  souvent  même  dès  la  première  leçon  d'Arillimé- 
tique;  elle  est  irréprochable  et  ne  souffre  aucune  exception.  Les 
choix  sont  libres,  non  indifférents;  il  existe  des  raisons  souvent 
évidentes,  quelquefois  plus  cachées,  pour  établir  une  dé[)endance 
entre  les  unités.  Un  mauvais  choix  peut  compliquer  les  l'ormules, 
faire  disparaître,  avec  l'homogénéité,  la  mise  en  évidence  des  lois 
qui  s'en  déduisent;  mais  il  n'entraîne  aucune  erreur. 

La  Géométrie,  par  des  exemples  très  élémentaires  et  très 
simples,  peut  rendre  ces  remarques  plus  précises  et  plus  claires. 
Les  longueurs,  les  surfaces  et  les  volumes  sont  le  sujet  des 
études,  des  mesures  et  des  calculs  géométriques.  Trois  unités  sont 
donc  arbitraires,  aucune  dépendance  entre  elles  n'est  nécessaire. 
Le  mètre  étant  choisi  pour  unité  de  longueur,  rien  n'empêcherait 
d'y  associer,  comme  unité  de  surface,  la  superficie  du  lac  de  Ge- 
nève, et,  pour  unité  de  volume,  celui  du  plus  gros  diamant 
connu.  Les  géomètres,  les  écoliers  mêmes,  trouveraient  facile  de 
mettre  les  énoncés  classiques  en  iiarmonie  avec  ces  conventions 
nouvelles.  On  devrait  dire,  par  exemple  :  la  surface  d'un  triangle 
a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  une  fraction  de  sa  hau- 
teur dont  la  valeur  numérique  se  calculerait  aisément.  La  surface 
d'un  cercle  s'exprimerait  par  le  carré  du  rayon  multiplié  par  un 
nombre  qui  ne  serait  plus  égal  à  tt,  et,  pour  mesurer  le  volume 
d'une  sphère,  on  devrait  multiplier  le  cube  du  rayon  par  un  fac- 
teur différent  de  ^tï.  Le  savant  auteur  d'un  Rapport  fait  à  l'Associa- 
tion Britannique  sur  cette  théorie  des  unités,  si  bien  étudiée  par 
elle,  paraît  voir  dans  l'introduction  de  ces  facteurs,  qu'on  a  de- 
puis nommés  parasites,  un  grave  inconvénient  qu'il  faut  avant 
tout  éviter.  Chacun,  dit-il,  comprendra  qu'il  serait  absurde  d'en- 


cal  Standard's  appointed  by  the  Brilish  Association  for  the  advancement  of 
Science,  reprinted  by  permission  of  tlio  Council.  Lontlon,  E.  et  F.-N.  Spon,  iS-S. 
—  Leçons  sur  l'électricité  et  le  magnétisme,  par  E.  Mascart  et  J.  Joubert,  t.  I, 
Paris,  G.  Masson,  1882.  —  Ueber  die  verschiedenen  Maassysteme  ziir  Messung 
electrischer  und  magnetischer  Grossen,  von  R.  Clausius.  Scparat-AI)clruck  aus 
(Icn  Verhandlungen  des  naturhist.  Vereins  der  preuss.  liheinlande  und  Westfa- 
lens,  Band  XXXIX,  1882.  —  Sur  les  unités  électriques,  par  M.  Maurice  Levy, 
conférence  faite  à  la  Société  d'encouragcnrienl.  Paris,  Gautliier-Villars,  1882.  — 
Des  grandeurs  électriques  et  de  leur  mesure  en  unités  absolues,  par  E.-E.  Rla- 
vier.  Paris,  Dunod,  i88i. 

Bull,  des  Sciences  malhént.,  2"  série,  (.  \  II.  (Mars  j88.).)  6 
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seio-ner  la  Géométrie  en  choisissant  l'unité  de  capacité  de  telle 
sorte  que  le  volume  du  cube  fût  mesuré  par  6  lois  {  le  cube  de 
son  côté,  et  l'unité  de  surface  telle  qu'un  rectangle  fût  égal  à 
o  000023  fois  le  produit  de  ses  côtés.  Ces  coefficients,  choisis 
au  hasard  par  l'auteur,  n'ont  rien  cependant  qui  soit  plus  incom- 
mode que  le  facteur  t:,  par  exemple,  introduit  dans  la  mesure 
classique  du  cercle.  Qui  a  songé  cependant  à  bannir  le  nombre  rt 
de  la  Géométrie?  Les  géomètres  ne  le  désirent  nullement,  fort 
heureusement,  car  leurs  efforts  seraient  inutiles. 

Lorsque  les  unités  sont  choisies,  les  formules  sont  déterminées, 
elles  changent  avec  les  unités  :  il  y  faut  introduire  des  coefficients 
nouveaux.  Le  système  adopté  depuis  Euclide,  de  son  temps  sans 
doute  déjà  fort  ancien,  permet  cependant  de  changer  de  longueur 
sans  qu'aucun  des  énoncés  s'en  ressente.  C'est  ainsi  que  la  sub- 
stitution du  mètre  à  la  toise  a  laissé  subsister,  sans  changement 
aucun,  les  théorèmes  et  les  formules  de  la  Géométrie;  il  n'en  eût 
pas  été  de  même  si,  les  longueurs  étant  mesurées  en  mètres,  on 
avait  voulu,  pour  unité  de  surface,  conserver  la  perche  ou  l'ar- 
pent. 

Ces  vérités  sont  évidentes;  si  nous  y  insistons,  c'est  comme 
introduction  seulement  à  Tétude  de  cas  plus  compliqués.  Ajoutons 
qu'une  formule  de  Géométrie,  quelle  qu'elle  soit,  l'unité  de  lon- 
gueur y  restant  arbitraire,  convient,  par  cela  même,  à  un  nombre 
infini  de  figures  différentes.  Si,  par  exemple,  les  côtés  d'un  triangle 
étant  3,  4^  5?  Ofi  Gii  déduit,  par  l'application  d'une  formule,  que 
la  surface  est  6,  cela  prouve  à  la  fois  qu'un  triangle  dont  les  côtés 
sont  4^",  ^'"  et  3"',  a  pour  surface  6'"'^,  et  que  celui  dont  les  côtés 
sont  4'''"7  5"""  et  3*"",  a  pour  surface  6''""i.  On  peut  même  affirmer, 
par  cela  même  qu'il  existe  une  formule  indépendante  de  l'unité 
de  longueur,  que  les  triangles  dont  les  côtés  sont  proportionnels 
ont  leur  surface  dans  le  rapport  du  carré  des  côtés  homologues. 

En  Mécanique,  les  grandeurs  en  présence  sont  plus  nombreuses  ; 
pour  mesurer  les  longueurs,  les  temps,  les  forces,  les  masses,  les 
vitesses  et  les  accélérations,  on  serait  en  droit  d'adopter  six  unités 
distinctes  et  indépendantes;  les  formules  changeraient  alors  avec 
le  choix  que  l'on  voudrait  faire.  On  pourrait  obtenir,  quelles  que 
fussent  les  conventions,  la  durée  de  l'oscillation  du  pendule; 
niais.  SI    \\)\]    \<Mil  à   hi  seconde,   par  (>\(Miq)lc,  prise  d'abord  pour 
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unilé  d(i  temps,  suLslituer  la  minute,  il  laudra  changer  la  lormule 
et  introduire  un  coefficient  nouveau  qui,  naturellement,  serait  jj^. 
Dans  la  formule  classique,  ce  changement  s'accomplit  de  lui- 
même  et  résulte  de  la  convention  d'après  laquelle,  avec  l'unité  de 
temps,  il  faut  changer  l'unité  de  masse  et  par  suite  le  nombre  qui 
représente  la  gravité. 

Les  mécaniciens,  dans  leurs  formules,  laissent  trois  unités  arl)i- 
traires  dont  les  autres  dépendent.  Le  nombre  de  ces  unités  fonda- 
mentales est  lié  aux  principes  mêmes  de  la  science  :  on  ne  doit  ni 
le  diminuer  ni  l'accroître.  M.  Blavier,  dans  un  savant  Ouvrage 
cité  en  tête  de  cet  article,  a  écrit  :  Le  nombre  des  unités  absolues 
doit  être  aussi  restreint  que  possible.  Si  l'assertion  était  admise, 
elle  conduirait  à  n'en  adopter  qu'une  seule.  Qui  empêcherait  en 
effet,  après  avoir  adopté  le  mètre  pour  unité  de  longueur,  de 
prendre,  pour  unité  de  temps,  le  temps  employé  par  un  point  de 
l'équateur  terrestre  à  parcourir,  dans  sa  rotation  diurne,  un  arc 
égal  à  l'unité  de  longueur,  et  pour  unité  de  force  le  poids  à  l'équa- 
teur de  l'unité  de  volume  d'eau  distillée?  On  définirait  ensuite 
l'unité  de  masse  et  l'unité  d'accélération,  comme  on  le  fait  dans 
les  livres  classiques.  Le  mètre,  dans  ce  système,  serait  la  seule 
unité  indépendante.  Le  savant  auteur  indique  lui-même  la  possi- 
bilité d'une  convention  qui  réduirait  à  deux  le  nombre  des  unités 
fondamentales  ou  indépendantes  :  «  On  aurait  pu  »,  dit-il,  «  réduire 
à  deux  le  nombre  des  unités  fondamentales  en  faisant  intervenir 
la  loi  de  la  gravitation  universelle.  Les  unités  de  longueur  et  de 
masse  étant  fixées,  on  aurait  pris  pour  unité  de  force  celle  avec 
laquelle  s'attirent  deux  masses  égales  à  l'unité  situées  à  l'unité  de 
distance;  puis,  de  l'unité  de  force,  on  aurait  déduit  l'unité  de 
temps;  mais,  en  fait,  on  a  adopté  trois  unités  fondamentales.  » 
On  a  eu  pour  cela  d'excellentes  raisons,  et  la  règle  doit  être,  con- 
trairement à  l'assertion  que  nous  venons  de  rapporter,  d'en 
adopter  le  plus  grand  nombre  qui  soit  compatible  avec  la  condi- 
tion de  pouvoir  exprimer  tous  les  théorèmes  de  la  Science  par  des 
formules  indépendantes  du  choix  de  ces  unitée.  Si  Ton  accroît 
plus  qu'il  ne  convient  le  nombre  des  unités  fondamentales,  il 
faudra  changer  les  formules  avec  les  unités  adoptées;  si  on  le  di- 
minue plus  qu'il  n'est  nécessaire,  les  formules,  il  est  vrai,  pour- 
ront  subsister,   quelles  que   soient  les   unités,  mais  la  restriction 
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inulilement  imposée  au  choix  qu'on  peut  faire  de  celle-ci  restrein- 
dra sans  nécessité  la  généralité  des  résultats  exprimés  par  chaque 
formule.  Si,  par  exemple,  pour  réduire  le  nombre  des  unités  fon- 
damentales à  deux,  l'unité  de  longueur  et  l'unité  de  masse,  on 
adoptait  l'unité  de  force  indiquée  plus  haut,  on  ne  pourrait  plus 
faire  varier  l'unité  de  longueur  sans  changer  avec  elle  l'unité  de 
temps  :  le  cube  de  l'une  serait  dans  un  rapport  constant  avec  le 
carré  de  l'autre,  et  les  formules  de  la  Science  pourraient  se  parta- 
ger en  deux  groupes,  les  unes  dans  lesquelles  la  convention  nou- 
velle ne  jouerait  aucun  rôle  et  qui  resteraient  vraies,  quelles  que 
fussent  les  unités  de  longueur  et  de  temps,  les  autres  qu'il  faudrait 
changer  avec  le  rapport  du  cube  de  l'une  de  ces  unités  au  carré 
de  l'autre. 

La  possibilité  de  disposer  des  unités  dans  l'application  de 
toutes  les  formules  et  de  représenter  par  les  mêmes  nombres  les 
mesures  relatives  à  des  problèmes  différents,  fait  apparaître  avec 
une  simplicité  merveilleuse  plus  d'une  loi  importante  de  la  Science. 
Si  l'on  a,  par  exemple,  déduit  des  équations  de  la  Mécanique  la 
durée  de  l'oscillation  d'une  corde  de  longueur  égale  à  l'unité, 
tendue  par  un  poids  égal  à  l'unité  et  dont  la  masse  entière  soit 
égale  aussi  à  l'unité  de  masse,  ce  problème  résolu  fournit  immé- 
diatement, non  comme  déduction,  mais  comme  traduction  pure 
et  simple  du  résultat  obtenu,  la  formule  générale  qui  comprend 
tous  les  cas,  et  il  ne  peut  en  être  autrement,  puisque  la  longueur 
unité,  la  force  unité  et  la  masse  unité  sont  indépendantes  et 
toutes  trois  arbitraires.  Les  conventions  connues,  en  y  rattachant 
l'unité  de  temps,  fixent  le  sens  du  résultat.  On  pourrait  contester 
l'intérêt  de  cette  remarque;  un  cas  particulier,  en  effet,  dans  un 
problème  de  ce  genre,  n'est  pas  moins  difficile  que  le  cas  général, 
et  l'on  ne  gagne  rien  à  y  réduire  le  problème.  Mais,  pour  ce  cas 
particulier  auquel  tout  se  réduit,  rien  n'empcche  d'interroger 
l'expérience,  et,  par  une  seule  observation,  de  prévoir  alors  toutes 
les  autres. 

L'étude  des  unités,  en  Mécanique  comme  en  Géométrie,  peut 
être  faite,  on  le  voit,  à  deux  points  de  vue  distincts  :  la  dépen- 
dance à  établir  enlre  les  diverses  unités  et  celles  qui,  restant  arbi- 
Iraires,  sont  nommées  fondrfnicnfalcs,  et  le  choix  de  ces  unités 
arbilrairo   lal lacht'cs   autani    (jiic    possible    à    des   grandeurs   im- 
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mual)les  aisées  à  retrouver  à  toulc  époque.  Les  savants  français, 
dans  le  svstème  métrique,  ont  donné  le  type  le  plus  parfait  des 
unités  absolues  pour  la  longueur  et  le  poids.  La  seconde,  liée  à  la 
durée  du  jour,  remplit  également  toutes  les  conditions  désirables; 
mais  ces  unités,  adoptées  quand  la  science  du  mouvement  avait 
acquis  déjà  une  grande  perfection,  n'ont  conduit  à  changer  aucune 
des  formules  ni  l'énoncé  d'aucune  loi. 

Pour  la  théorie  de  l'électricité,  les  conventions  relatives  aux 
unités  ont  été  proposées  dans  un  ordre  inverse;  on  a  choisi 
d'abord  les  unités  nommées  absolues  qui,  comme  le  mètre,  le 
gramme  et  la  seconde,  inscrites  en  permanence  dans  la  nature, 
peuvent  être  retrouvées  et  vérifiées  à  toute  époque.  Gauss  et 
Weber,  en  les  proposant,  se  préoccupèrent  peu  des  change- 
ments qui  pourraient  résulter  d'un  choix  nouveau  des  unités 
fondamentales.  Un  éminent  géomètre  anglais,  Maxwell,  a  le 
premier,  je  crois,  étudié  cette  dépendance,  et,  dans  un  Ouvrage 
mémorable,  A  Treatise  on  Electricity  and  Magnetism,  il  a 
donné  le  tableau  de  toutes  les  variations  résultant  du  changement 
des  unités. 

Cette  théorie  présente  une  singulière  anomalie  :  deux  systèmes 
sont  offerts  aux  physiciens.  Tous  les  auteurs  les  font  connaître 
sans  exprimer  aucun  étonnement.  Ils  sont  inconciliables,  mais  on 
laisse  le  choix  libre.  La  résistance,  dans  l'un  d'eux,  est  assimilée 
à  une  vitesse;  dans  l'autre,  à  l'inverse  d'une  vitesse. 

La  résistance  d'un  circuit  est  une  vitesse!  Cette  proposition, 
énoncée  dans  les  ouvrages  classiques  par  des  auteurs  dignes  de 
toute  confiance,  a  dû  se  poser  comme  une  énigme  à  l'esprit  de 
plus  d'un  lecteur;  mais  l'étonnement  cesse  quand,  en  examinant 
la  proposition  de  plus  près,  on  en  explique  le  sens  véritable  : 
toute  grandeur  étant  mesurée  par  vm  nombre,  et  tout  nombre  re- 
présentant une  vitesse,  l'assimilation  d'une  résistance  à  une 
vitesse,  si  elle  signifiait  simplement  qu'à  chaque  résistance  cor- 
respond une  vitesse  numériquement  égale,  n'aurait  véritablement 
aucun  sens.  Mais  il  y  a  plus  :  si  l'on  change  l'unité  de  longueur 
et  l'unité  de  temps,  les  conventions  faites  sur  l'unité  de  résistance 
prescrivent  de  la  remplacer  par  une  unité  nouvelle;  le  nombre 
qui  sert  de  mesure  à  la  résistance  d'un  certain  circuit  sera  changé; 
celui  qui   mesure  la  vitesse  changera  aussi,  et,  malgré  ces  chan- 
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gemenls,  leur  égalité  subsiste.  Mais  cette  égalité  est  purement 
numérique,  elle  a  lieu  entre  les  nombres  qui  représentent  deux 
grandeurs  absolument  différentes,  comme  celle  que  l'on  pourrait 
signaler  entre  lo'^»  et  lo"''^',  et  qui  persisterait,  si  l'on  prenait 
pour  unités  successivement  le  gramme  et  le  mètre,  le  milligramme 
et  le  millimètre,  le  centigramme  et  le  centimètre.  Aurait-on  ce- 
pendant le  droit  de  dire,  si  une  convention  prescrivait,  pour  un 
motif  quelconque,  de  prendre  pour  unité  de  longueur  une  frac- 
tion arbitraire  du  mètre,  et  pour  unité  de  poids  la  même  fraction 
du  gramme,  que  les  longueurs,  par  là,  deviennent  des  poids?  Ils 
le  seraient  ni  plus  ni  moins  que,  dans  le  système  qui  nous  occupe, 
les  résistances  des  vitesses. 

Pour  faire  comprendre  plus  clairement  encore  ce  qu'un  tel  rap- 
prochement a  d'arbitraire,  j'ai  cherché,  par  une  convention  ra- 
tionnelle, à  faire  naître,  dans  une  théorie  toute  différente,  un 
résultat  de  forme  analogue. 

La  pression  dans  un  gaz  est,  d'après  la  définition  adoptée  par 
les  physiciens,  la  force  normale  exercée  sur  l'unité  de  surface  de 
la  paroi  du  récipient  qui  l'enferme. 

On  peut  choisir  un  système  d'unités  qui  donne  le  droit  de  dire, 
dans  le  sens,  bien  entendu,  expliqué  plus  haut  :  La  pression, 
dans  un  gaz,  est  le  carré  d'une  vitesse. 

Supposons,  en  effet,  que,  voulant  embrasser  dans  les  mêmes 
conventions,  les  théories  chimiques  et  mécaniques  à  la  fois,  on  se 
soit  préoccupé  tout  d'abord  de  la  loi  de  Gay-Lussac  :  les  équiva- 
lents chimiques  des  gaz  représentent,  à  la  même  température  et 
à  la  même  pression,  des  volumes  égaux;  si  on  les  représente  par 
des  poids,  ils  sont  proportionnels  aux  densités  que  l'on  a  droit  de 
prendre  pour  leur  mesure,  et,  si  l'on  choisit  enfin  pour  équiva- 
lent unité  celui  de  Thydrogène,  tous  les  autres  deviendront  des 
nombres  absolus  indépendants  du  choix  des  unités  fondamen- 
tales. L'unité  des  masses,  pour  que  les  densités  soient  invariables, 
doit  être  proportionnelle  à  l'unité  de  volume.  Les  formules  de  la 
Mécanique  ne  seront,  par  là,  nullement  altérées,  et  l'on  pourra 
toujours,  F,  L,  M,  T  représentant  une  force,  une  longueur,  une 
masse  cl  un  temps,  écrire 
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par  conséquent, 

F   _   M   1.2 

Le    premier  membre    peut  représenter   une   force  rapportée  à 

l'unité  de  surface,  par  conséquent  la  pression  dans  un  gaz;  le  fac- 
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teur  — j  par  convention,  est  invariable  quand  les  unîtes  changent, 

al  wr^  représente  le  carré  d'une  vitesse,  ce  qui  conduit  au  théo- 
rème énoncé. 

Dans  ce  rapprochement  relatif  à  un  ordre  de  phénomènes 
mieux  connus  et  d'un  mécanisme  moins  mystérieux  que  les  trans- 
ports électriques,  personne,  je  crois,  ne  verra  autre  chose  qu'une 
convention  entièrement  arbitraire  comme  le  clioix  des* unités  qui 
la  fait  naître. 

Lorsque,  dans  le  clioix  d'un  système  d'unités,  on  se  propose 
un  but  défini  à  l'avance,  on  doit  exiger  qu'il  soit  atteint.  Si  l'on 
veut,  au  contraire,  se  borner  à  définir  les  unités  avec  exactitude  et 
précision,  tous  les  systèmes  sont  légitimes.  Aucun  des  auteurs  de 
grande  renommée  et  de  grand  mérite  qui  ont  traité  jusqu'ici  la 
question  ne  paraît  avoir  énoncé  formellement  un  principe  général 
et  un  but  à  atteindre.  Les  conventions  proposées  peuvent  dès  lors 
être  plus  ou  moins  commodes;  dans  aucun  cas  il  n'y  a  lieu  de 
les  déclarer  fausses.  Lorsque,  passant  en  revue,  comme  on  l'a 
fait,  quelques-unes  des  lois  mathématiques  démontrées  ou  ad- 
mises dans  la  Science,  le  choix  que  l'on  fait  a  pour  but  de  simpli- 
fier les  équations  qui  les  expriment,  le  système  peut  changer  avec 
les  lois  qu'on  a  choisies,  sans  cesser  jamais  d'être  légitime. 

L'action  de  deux  masses  électriques  étant  proportionnelle  au 
produit  des  masses  et  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la 
distance,  on  choisit,  par  exemple,  l'unité  de  masse  électrique  de 
telle  sorte  que,  dans  la  formule  qui  exprime  cette  loi,  le  coeffi- 
cient numérique  soit  réduit  à  l'unité;  chaque  unité,  à  son  tour, 
se  trouve  définie  en  vue  d'une  équation  acquise  antérieurement  à 
la  Science  et  dans  laquelle  elle  réduit  à  l'unité  un  coefficient  que 
la  loi  physique  laisserait  arbitraire.  Une  telle  manière  de  procé- 
der rend  la  contradiction  impossible  ;  mais  si,  prenant  l'analogie 
pour  guide,  nous  regardons  comme  déslrabJes  dans  le  sysième  des 


8o  PRKMIKUE   PARTIE. 

unités  électriques  les  conditions  qui  sont  remplies  pour  les  uni- 
tés géométriques,  mécaniques  ou  calorifiques,  nous  constate- 
rons sans  peine   que,  dans  la  théorie  électrique,  elles  ne  le  sont 

pas. 

Les  divers  systèmes  adoptés,  en  dehors  des  théories  électri- 
ques, sont  tels,  que  les  formules  exprimant  les  lois  de  la  Science 
puissent  rester  invariables  lorsqu'on  change  d'une  manière  ar- 
bitraire les  unités  fondamentales,  laissées  aussi  nombreuses  que 
possible. 

Cette  condition,  par  exemple,  est  remplie  pour  la  Mécanique; 
dans  toutes  les  formules  de  la  Science,  l'unité  de  temps,  l'unité 
de  longueur  et  l'unité  de  masse  sont  arbitraires;  elles  peuvent 
varier,  on  en  déduit  les  autres  lois  suivant  une  loi  connue,  et  les 
formules  ne  sont  pas  changées. 

Les  deux  tableaux  proposés  par  Maxwell  et  considérés  depuis, 
par  tous  les  auteurs,  comme  également  acceptables,  ne  satisfont 
pas  à  celte  condition.  Il  importe  d'insister  sur  ce  point. 

Si,  dans  un  svstème  de  conducteurs  isolés  ou  parcourus  par  des 
courants,  on  se  donne  les  forces  électromotrices  mises  en  jeu,  les 
résistances  électriques  des  diverses  parties  de  l'appareil,  les  cou- 
rants d'induction  qui  prennent  naissance,  les  forces  d'attraction 
ou  de  répulsion  mutuelles  mises  enjeu,  toutes  les  circonstances 
enfin  du  phénomène,  on  pourra  mesurer  toutes  les  grandeurs  par 
des  nombres  qui  serviront  de  définition  au  système.  Si  l'on  change 
les  unités  fondamentales,  les  nombres  restant  les  mêmes,  les  gran- 
deurs de  tout  genre  qu'ils  représentent,  longueurs,  temps, 
masses,  forces,  vitesses,  intensités  de  courants,  charges  élec- 
triques, résistances,  etc.,  changeront  à  la  fois.  Le  système  nou- 
veau qu'elles  définissent  sera-t-il  possible?  Nous  pouvons  aisé- 
ment démontrer  le  contraire,  soit  qu'on  adopte  le  système 
électrostatique  ou  que  l'on  préfère  celui  qu'on  a  nommé  électro- 
dynamique. 

L'application  des  deux  tableaux  proposés  par  Maxwell  à  un 
problème  quelconque  dans  lequel  figurent  à  la  fois  des  actioD^^ 
électrostatiques  et  éleclrodynamiques  montre  en  eflet  que  , 
dans  cliacun  des  doux  systèmes  proposés,  à  un  changement  d'unité 
correspondent,  pour  la  mesure  de  ces  forces  de  nature  diverse, 
des  mullinlicalcurs  différents.  Sans  reproduire  ici  le  tableau  tout 
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entier,    Ijornons-nous  à    rappeler   que,    dans    le    .SNSlènie    éleetro- 

staLique,  on  lit  : 

1 
Masse  électrique F'^  L, 

Intensité  d  un  courant ^     t  ' 

Si  donc  l'uniLé  de  force,  l'unité  de  longueur  et  runilé  de  temps 
sont  les  unités  fondamentales,  il  suffirait  de  changer  l'unité  de 
temps,  en  laissant  les  deux  autres  invariables,  pour  changer  la 
mesure  des  intensités  de  courant,  et,  par  conséquent,  l'évaluation 
numérique  des  forces  provenant  des  actions  électrodynamiques, 
sans  altérer  celle  des  forces  dont  l'origine  est  électrostatique.  Le 
système  nouveau,  au  point  de  vue  mécanique,  ne  serait  donc  pas 
semblable  à  l'ancien,  puisque,  parmi  les  forces  mises  enjeu,  quel- 
ques-unes restant  invariables,  les  autres  seraient  multipliées  par 
un  facteur  arbitraire. 

Dans  le  système  électrodynamique,  on  lit  : 

1 
Masse  électrique F-  T 

1 
Intensité  d'un  courant F^ 

et,  si  l'on  change  l'unité  de  temps,  les  mesures  des  forces  électro- 
statiques, seront  multipliées  par  un  facteur  arbitraire,  celles  des 
forces  électrodynamiques  restant  invariables.  Ces  nombres  nou- 
veaux, si  l'on  revient  aux  unités  anciennes,  représenteront  un 
système  dont  la  similitude  avec  le  système  primitif  est  impossible. 
Quelle  est  la  cause  de  cette  déception?  On  pourrait  se  borner  à 
répondre  que,  en  définissant  le  système  des  unités,  on  ne  s'estnulle- 
ment  proposé  la  condition  que  nous  cherchons  à  vérifier;  il  n'y 
a  donc  pas  à  s'étonner  qu'elle  ne  soit  pas  remplie;  non  seulement 
on  n'a  jamais  prétendu  rendre  toutes  les  formules  générales,  mais 
les  auteurs  soigneux,  en  exposant  cette  théorie,  ont  expressément 
signalé  les  coefficients  qui  doivent  varier  dans  certaines  formules 
avec  le  choix  des  unités.  Il  ne  saurait,  par  suite,  être  question  ici 
d'erreur  commise,  mais  de  choix  plus  ou  moins  habile,  et  nous 
conservons  le  droit  de  chercher  si  l'on  pourrait,  par  d'autres  con- 
ventions, rendre  toutes  les  formules  indépendantes  des  unités  fon- 
damentales et  mettre  en  évidence  les  lois  de  la  similitude  élec- 
trique. La  réponse  négative  semble  résulter  de  l'élude  même  tant 
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de  fois  déjà  reproduite;  si  les  systèmes  proposés  exigent  tous  deux 
que,  dans  certaines  formules,  un  coefficient  change  avec  le  choix 
des  unités,  c'est  qu'il  a  été  impossible  de  tout  concilier.  M.  Mau- 
rice Lévj,  dans  le  savant  travail  qu'il  a  consacré  à  cette  question, 
signale  en  effet  une  relation  nécessaire  entre  trois  coefficients  qui 
figurent  dans  le  premier  membre  d'une  équation  dont  le  second 
est  une  vitesse.  Tous  trois  ne  peuvent  donc  pas  rester  invariables, 
et,  si  Ton  change  les  unités,  de  manière  à  altérer  l'expression  nu- 
mérique des  vitesses,  l'un  des  coefficients  au  moins  doit  changer. 
En  examinant  cependant  les  formules  mises  tout  d'abord  en 
présence,  on  reconnaît  que  l'une  d'elles,  acceptée  à  la  fois  dans 
les  deux  svstèmes  comme  restant  invariable,  quelles  que  soient  les 
unités,  pourrait  être  supprimée  sans  inconvénient  : 

IJ intensité  dhin  courant  est  mesurée  par  la  quantité  d^ élec- 
tricité qui^  dans  U unité  de  temps,  traverse  une  section  du  fil. 

Ce  principe,  qu'il  ne  semble  pas  possible  de  vérifier  expéri- 
mentalement, est  proposé  comme  un  axiome,  et  c'est  pour  main- 
tenir invariable,  sans  y  introduire  aucun  coefficient  numérique, 
l'exactitude  de  l'équation  qui  l'exprime,  qu'on  s'est  interdit  de 
rendre  toutes  les  autres  à  la  fois  générales.  En  supposant  même 
que  l'on  puisse  justifier  cette  conception  du  courant  et  l'assimi- 
lation à  un  flux  d'électricité,  ou  même  à  un  double  flux  de  deux 
masses  égales  et  de  signes  différents,  la  proportionnalité,  seule, 
non  l'égalité  des  deux  membres  de  l'équation,  pourrait  en  résul- 
ter,  et  l'on  aurait  le  droit  d'introduire  comme  multiplicateur  de 
l'un  d'eux  un  facteur  variable  avec  le  choix  des  unités.  M.  Maurice 
Lévy  en  fait  judicieusement  la  remarque,  mais  il  ajoute  :  «  On 
considérerait  comme  très  incommode  d'avoir  à  faire  usage  d'un 
coefficient  pour  passer  de  l'unité  d'électricité  à  l'unité  de  courant; 
aussi  le  système  qui  l'exigerait  n'est  pas  utilisé.  )> 

Ce  système,  cependant,  est  le  seul  qui  puisse  mettre  en  évi- 
dence la  loi  complète  des  similitudes  électriques.  On  doit  remar- 
(juf'r,  eu  outre,  que  l'équation  dont  il  s'agit  ne  figure  en  fait,  et 
ne  semble  pouvoir  figurer  à  aucun  titre,  dans  la  solution  d'aucun 
problènK'.  La  quantité  d'électricité  qui,  dans  l'unité  de  temps, 
haverse  la  section  d'un  fil  condueleur  ne  peut  se  présenter  en 
eilel,  à  coté  de  l'inlensilé.  ni  comme  donnée  ni  comme  inconnue; 
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on  iKj  la  mesure  dirccLeiiieiil  dans  aueun  appareil,  on  ne  elicrelic 
dans  aucun  cas  à  la  délerminer  par  le  calcul.  Loin  de  pouvoir 
être  considérée  comme  incommode,  l'introduction  d'un  coenicienl 
variable  dans  l'équation  qui  lie  l'intensité  à  la  masse  électrique 
en  mouvement  resterait  donc 'absolument  inaperçue,  et  l'on  pour- 
rait, par  conséquent,  réduire  à  l'unité  en  même  temps  les  deux 
I  coefficients  dont  un  seul  disparaît  dans  chacun  des  systèmes  de- 
venus classiques. 

Le  système  ainsi  obtenu,  qui  semble  présenter  plus  d'avantages 
([u'aucun  autre^   ne  différerait  d'ailleurs  de  celui  qu'on  a  nommé 
êlectrodynamiq ue  que  par  le  changement  de  l'unité  d'électricité 
!      statique  et  des  grandeurs  qui  en  dépendent  immédiatement. 

Je  ne  puis  terminer  cet  article  sans  parler  d'une  remarque,  très 
singulière  assurément,  dont  peut-être,  cependant,  on  a  exagéré 
l'importance. 

Si,  après  avoir  choisi  les  trois  unités  fondamentales,  de  lon- 
gueur, de  temps  et  de  force,  on  rapporte  les  grandeurs  électriques 
successivement  aux  unités  correspondantes  dans  les  deux  systèmes 
nommés  électrostatiques  et  électrodynainiques  ^  on  obtiendra 
pour  chacune  d'elles  des  mesures  différentes.  Le  rapport  de  ces 
deux  mesures  peut,  pour  toutes  les  grandeurs,  être  assimilé  à  une 
vitesse  ou  à  une  puissance  d'une  vitesse  dont  l'exposant  est  1,2 
ou  — i;  cette  vitesse,  la  même  pour  tous  les  rapports,  change 
d'expression  numérique  avec  le  choix  des  unités,  mais  représente 
toujours  une  même  rapidité,  que  l'on  peut  calculer,  et  qui,  chose 
singulière,  diffère  fort  peu  de  la  vitesse  de  la  lumière. 

Aucune  explication  plausible  n'a  été  donnée  de  ce  rapproche- 
ment réellement  singulier,  dans  lequel  on  a  vu  la  preuve  d'une 
dépendance  nécessaire,  quoique  cachée,  enlre  les  deux  théories. 
Y  a-t-il  vraisemblance,  en  suivant,  sans  aucune  préoccupation  des 
théories  optiques,  des  conventions  logiquement  enchaînées  rela- 
tives à  l'électricité  seulement,  de  rencontrer  fortuitement  la 
vitesse  de  la  lumière  ou,  tout  au  moins',  une  vitesse  peu  différente? 
Une  rencontre  aussi  imprévue  a  très  justement  attiré  l'attention. 
11  faut  remarquer  cependant  que,  sur  la  route  (jui  y  conduit,  se 
placent  des  conventions  qu'on  aurait  pu  ne  pas  faire.  Le  résultat, 
d'ailleurs,  dans  les  systèmes  adoptes,  ne  répond,  en  dehors  de  la 
coïncidence  des  chiffres,  à  aucune  conception  physique. 
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Il  en  serait  autrement  si,  adoptant  le  système  d'unité  qui  per- 
met de  représenter  toutes  les  formules  sans  introduire  de  coeffi- 
cients varialjles,  on  renonçait  à  définir  l'intensité  du  courant 
comme  égale  à  la  quantité  d'électricité  qui  traverse,  dans  l'unité 
de  temps,  une  des  sections  du  fil.  Les  conventions  seraient  les 
suivantes  :  l'attraction  de  deux  masses  électriques  étant  démon- 
trée/>/'0/>or^io/i/2(?//e  à  leur  produit  et  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance,  on  décide  qu'elle  est  égale  au  produit  des  masses 
divisé  par  le  carré  de  la  distance,  et  par  là  se  trouve  définie  l'unité 
de  la  masse  électrique. 

L'action  de  deux  éléments  de  courant  étant  supposée  représen- 
tée par  la  formule  même  d'Ampère, sans  adjonction  d'aucun  coef- 
ficient constant  ou  variable,  l'unité  d'intensité  se  trouve  définie. 

Ces  conventions  étant  admises,  si  l'on  regarde  l'intensité  d'un 
courant  comme  proportionnelle  à  la  quantité  d'électricité  qui, 
dans  l'unité  de  temps,  traverse  la  section  du  fil,  il  n'est  plus  pos- 
sible de  transformer  cette  proportionnalité  en  égalité,  et  le  flux 
électrique,  dans  cette  hypothèse,  se  trouvera  représenté  par  le 
produit  de  l'intensité  parla  vitesse  de  la  lumière.  Lors  donc  qu'on 
assimile  le  circuit  voltaïque  à  un  courant  continu  d'électricité,  si 
l'on  veut  supposer  la  vitesse  de  celle-ci  égale  à  la  vitesse  de  la 
lumière,  chaque  unité  de  longueur  du  fil  contiendra,  à  chaque 
instant,  une  masse  électrique  numériquement  égale  à  l'intensité 
du  courant. 

La  même  conclusion  s'appliquerait  à  l'hvpothèse  plus  satisfai- 
sante, quoique  sujette  encore  à  de  grandes  difficultés,  dans  la- 
quelle on  suppose  deux  courants  d'électricité  positive  et  négative 
cheminant  en  sens  opposé  avec  des  vitesses  égales. 

Dans  la  comparaison  des  deux  svstèmes  qu'on  a  nommés 
électrostatique  et  électrodynaniique  ,  le  rapport  des  nombres 
qui  représentent  une  même  grandeur  électrique  se  trouve,  pour 
toutes  successivement,  intimement  lié  à  une  vitesse  qui  difi^ère  peu 
de  celle  de  la  lumière.  Cette  circonstance  soigneusement  remar- 
quée n'ajoute  rien  à  l'importance,  quelque  grande  qu'on  veuille 
la  liiiic,  (in  premier  rapprochement.  Les  divers  éléments  élec- 
Iricpuîs  se  rattachent,  en  efl'cl,  les  uns  aux  autres  par  des  relations 
sinq)Ies  (pii  peuvent  servir  de  définition.  Le  produit  de  la  résis- 
tance pai-  le  carré  de  rintensité,  par  exemple,  doit  représenter  un 
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travail,  et,  comme  conséquence,  la  Narialion  du  nombre  r|ui  re- 
f)résenle  l'intensité  dépend  nécessairement  de  celui  qui  représente 
la  résistance.  La  force  électromotrice  divisée  par  la  résistance 
donne  l'intensité  ;  cette  relation  peut  lui  servir  de  définition,  et, 
quand  on  change  d'unités,  les  variations  de  deux  des  trois  gran- 
deurs ainsi  enchaînées  déterminent  celles  de  la  troisième.  C'est 
pour  cela  que  la  vitesse  de  la  lumière,  introduite,  fortuitement  ou 
non,  dans  le  rapport  de  deux  mesures,  ne  pouvait  manquer  de  se 
retrouver  dans  toutes  les  autres. 

Nous  indiquions,  quelques  pages  plus  haut,  par  quelles  consi- 
dérations un  physicien  aurait  pu  être  conduit  à  adopter  pour 
unité  de  masse  la  masse  de  Tunité  de  volume  d'hydrogène,  en 
laissant  d'ailleurs  indéterminées  les  unités  de  longueur  et  de 
temps.  La  pression  d'un  gaz  dans  ce  système,  c'est-à-dire  la  force 
exercée  sur  l'unité  de  surface,  peut  être  assimilée  numériquement, 
quelles  que  soient  les  unités  fondamentales  restées  arbitraires,  au 
carré  d'une  vitesse.  Un  calcul  facile  fait  connaître  cette  vitesse, 
égale,  pour  l'air  atmosphérique,  à  i*^'" environ  par  seconde  (1070™), 
peu  diiïèrente,  on  peut  le  constater,  de  la  moitié  de  la  vitesse 
imprimée  à  un  point  de  l'équateur  solaire  par  la  rotation  de  l'astre 
sur  lui-même. 

Loin  de  moi  la  pensée  d'assimiler  les  deux  cas;  personne  assu- 
rément n'oserait,  sur  un  tel  indice,  chercher  une  dépendance  entre 
la  théorie  des  gaz  et  le  phénomène  de  la  rotation  solaire;  et,  si 
la  vitesse  de  la  lumière,  inopinément  introduite  dans  l'étude  des 
unités  électriques,  a  mérité  la  plus  soigneuse  attention,  c'est 
que,  indépendamment  de  ce  rapprochement  inexpliqué,  les  physi- 
ciens et  les  géomètres,  depuis  longtemps  déjà,  attendent  des  pro- 
grès de  la  Science  la  fusion  complète  des  deux  théories. 


DU  TRANSFORT  DE  LA  FORGE  FAR  L'ELECTRICITE  (0; 
Par  m.  J.  B1^I\T1^AM). 

Léon  Foucault,   pour  démontrer  dans  une  usine  la  perfection 
d'un  régulateur  de  vitesse,  confia  un  jour  à  la  machine  à  vapeur  le 

(')  Iji   Lunuèic   clectrifiuc.  JouiikiI   i(/n\('/sc/  (I'c/c'<hicif<\  dirocUnir  scinili- 
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soin  de  donner  l'heure  aux  ateliers.  Sans  pendule,  sans  échappe- 
ment, l'horloge  fut  conduite  par  la  môme  bielle  que  les  laminoirs; 
l'aiguille,  dont  l'aspect  n'avait  rien  d'insolite,  aurait  pu,  sans  retar- 
der pour  cela  d'une  minute,  transmettre  et  régler  tout  le  travail; 
solidaire  de  la  roue  principale,  elle  en  partageait  la  puissance. 

Les  dimensions^  la  masse  et  la  vitesse  des  organes  d'une  ma- 
chine ne  peuvent  rien  apprendre  sur  l'énergie  qu'ils  recèlent.  Qui- 
conque a  visité  de  grandes  usines  en  a  pu  faire  la  curieuse  re- 
marque et  voir,  par  exemple,  une  paire  de  cisailles  ouvrir  et  fer- 
mer ses  puissantes  mâchoires,  prête  à  couper  indifféremment  une 
barre  de  fer  ou  une  baguette  d'osier  ,  sans  ralentir  en  rien  son 
mouvement. 

Les  forces  électriques  présententdes  contrastes  analogues,  l'inten- 
sité d'un  courant  n'en  détermine  nullement  la  puissance  ;  un  faible 
courant  peut  gouverner  un  marteau  de  loo'^s,  lorsque,  à  côté  de 
lui,  un  autre  dix  fois  plus  intense  restera  impuissant  à  conduire 
une  machine  à  coudre.  L'intensité  règle  l'effort  actuellement  dis- 
ponible, mais  elle  s'affaiblit  par  le  travail  accompli,  et  la  dimi- 
nution est  fort  inégale  pour  des  courants  d'apparence  identique. 
Un  courant,  sous  ce  rapport,  ressemble  aune  roue  dont  la  vitesse 
ne  peut  révéler  si  elle  est  capable  d'un  travail  de  lo  chevaux  ou 
prête  à  s'arrêter  sous  la  pression  d'une  main  posée  sur  elle.  On 
peut  comparer  la  pile  à  un  réservoir  dont  l'eau  s'écoule  ;  la  vitesse 
dépend  de  la  hauteur  du  liquide^  mais  le  ralentissement  est  réglé 
par  son  volume. 

Pour  définir  un  courant,  plusieurs  éléments  sont  nécessaires; 
jamais  un  physicien  n'oubliera  d'en  tenir  compte,  l'erreur  serait 
trop  évidente  et  trop  forte.  Mais  plus  d'une  fois,  pour  abréger,  on 
a  négligé  de  les  mentionner  explicitement,  et  l'on  peut,  dans  des 
livres  également  dignes  de  confiance  ,  rencontrer  sans  développe- 
ments des  propositions  telles  que  celles-ci  : 

(iquc  jM.  du  iMonccl.  —  The  Elecfrician,  a  ^vcekly  Journal  of  theorical  and  ap- 
plied  Electricity  and  Chemical  Physics,  published  by  James  Gray.  London.  -- 
FAcktrolcchnische  Zeitschri/t,  rcdii;irt  von  I)"-  K.  Ed.  Zcdy.che,  liorlin.  —  Le 
lr<ins[)ort  cle(tri(/ue  de  l'energic,  conférence  laite  à  la  Société  d'encouragement 
par  M.  Miniricc  l-évy,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. —  Die  magnetoelektri- 
srhen  und  dynanioeleklrischen  Maschinen,  dargesicllt  von  Gustav  Glaser  i\v 
(.erv.  \N  icn,  Pest,  Lcip/.ig,  iHS.').  —  KIcctric  l/dnsniission  of  power.  ils  présent 
position  and  adK'(fn/((ges.  Pai;ct  lliggs,  I.tMidon.  1879.—  lieunion  inlernationah 
des  eivrtricicns,  Coiiiplcs  rendus  slénoi^rapliiés.  P;iris.   iSS.>. 
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L'énergie  d'un  coinçant  est  propoiliorinrllc  ;iii  (.nié  (l(;  son  in- 
tensité ! 

L'énergie  d'un  courant  est  proportionnelle  à  son  intensité! 

L'énergie  d'un  courant  est  indé{)endante  de  son  intensité! 

Chacune  de  ces  propositions,  en  apparence  contradictoires,  de- 
vient exacte  quand  on  complète  l'énoncé  : 

L'énergie  d'un  courant,  quand  la  résistance  est  invariable , 
est  proportionnelle  au  carré  de  son  intensité. 

L'énergie  d'un  courant,  quand  la  force  électromotrice  est 
donnée,  est  proportionnelle  à  son  intensité. 

L'énergie  d'un  courant,  enfin,  est  indépendante  de  l'intensité, 
en  ce  sens  qu'avec  une  intensité  donnée;,  quelle  qu'elle  soit,  on 
peut,  en  disposant  de  la  résistance  du  circuit,  le  rendre  capable 
de  tel  travail  qu'on  voudra. 

C'est  ainsi  qu'un  géomètre  peu  soucieux  de  la  précision  du  lan- 
gage pourrait  dire  ; 

La  surface  d'un  triangle  est  proportionnelle  au  produit  de  ses 
trois  côtés  ;  sous-entendant  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  est 
donné. 

La  surface  d'un  triangle  est  proportionnelle  à  son  périmètre  ; 
sous-entendant  que  le  ravon  du  cercle  inscrit  est  donné. 

La  surface  d'un  triangle  est  indépendante  de  son  périmètre  ; 
voulant  dire  qu'avec  un  périmètre  donné  un  triangle  peut  avoir, 
entre  des  limites  fort  écartées,  telle  surface  que  l'on  voudra. 

L'intensité  d'un  courant  n'est  pas  changée  quand  on  augmente 
dans  la  même  proportion  la  force  électromotrice  et  la  résistance 
du  circuit,  c'est  la  loi  d'Ohm;  mais  la  dépense  d'énergie  et  le 
travail  disponible  deviennent  bien  différents.  Supposons  deux 
courants  de  même  intensité  traversant  un  même  laboratoire  :  le 
premier  est  produit  par  une  force  électromotrice  égale  à  l'unité, 
en  présence  d'une  résistance  également  mesurée  par  un;  la  force 
électromotrice  qui  donne  naissance  au  second  est  mesurée  par 
100,  ainsi  que  la  résistance  du  circuit.  Le  galvanomètre,  s'il  est 
parfait,  leur  assignera  la  même  mesure;  le  voltamètre  n'accusera 
entre  eux  aucune  différence  appréciable;  l'inégalité  des  énergies 
est  très  grande  cependant,  et  toutes  les  épreuves  la  mettront  en 
évidence. 

Un  même   accroissement  apporté  aux  résistances  des  deux  eir- 
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cuits  pourra  décupler  l'une  et  l'aire  varier  l'autre  seulement  de 
la  dixième  partie  de  sa  valeur;  le  premier  courant  deviendra  donc 
dix  fois  plus  faible,  lorsque  l'altération  du  second  sera  presque 
insensible;  un  fil  de  platine  introduit  dans  l'un  sera  chauffé  à 
blanc,  fondu  peut-être,  lorsque,  dans  l'autre,  il  s'échaufferait  de 
quelques  degrés  seulement. 

Si,  sans  changer  les  résistances,  on  demande  aux  courants  un 
travail  mécanique,  la  réaction,  en  vertu  d'une  loi  qui  ne  souffre 
pas  d'exception,  sera  égale  à  l'action,  et  les  organes  mis  en  mou- 
vement par  les  rhéophores  feront  naître  une  force  électromotrice 
inverse,  qui  affaiblira  les  courants  et  qui,  pour  un  même  travail, 
sera  la  même  dans  les  deux;  la  force  électromotrice  primitive 
détermine  donc  pour  chacun  d'eux  le  travail  dont  il  est  capable, 
et  l'on  pourra  demander  au  second,  presque  sans  l'affaiblir,  une 
dépense  de  force  plus  que  suffisante  pour  épuiser  complètement 
le  premier. 

Un  mauvais  conducteur  introduit  dans  un  circuit  peut,  en 
s'échauffant,  devenir  une  source  de  lumière  :  le  courant  s'affai- 
blit alors  par  l'accroissement  de  la  résistance.  Lorsque,  séparant 
les  deux  électrodes,  on  fait  jaillir  entre  eux  un  arc  étincelant,  une 
diminution  de  la  force  électromotrice  accompagne  l'accroisse- 
ment de  la  résistance;  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  l'effet 
produit  dépend  de  la  force  électromotrice  et  de  la  résistance  et 
n'a  aucune  relation  nécessaire  avec  leur  rapport,  qui  mesure  l'in- 
tensité. 

Le  calcul  de  l'intensité  appliqué  à  l'éclairage  donne  un  résultat 
singulier  dont  l'explication  est  facile.  Au  moment  où  s'allument 
les  lumières  produites  par  des  courants  divisés  partant  du  courant 
principal  et  allant  le  rejoindre,  l'intensité,  sous  l'influence  de  ce 
travail  dépensé,  reçoit  un  accroissement  subit  très  sensible  au 
galvanomètre.  Le  phénomène  semble  paradoxal,  mais  tout  éton- 
nement  doit  cesser  si  l'on  examine  le  rôle  des  courants  dérivés; 
ils  sont  adjoints,  non  substitués  au  courant  principal;  en  les  met- 
tant en  jeu,  quelle  que  soit  leur  résistance,  on  ouvre  à  l'électricité 
des  voies  nouvelles,  sans  en  supprimer  aucune.  Le  courant  total 
doit  donc  devenir  plus  intense;  mais  chacun  des  courants  partiels 
sera  d 'aulant  plus  faible  (jue  leur  nombre  sera  plus  grand,  et, 
comme  la    l"a(  iilh'-   ('clairaiile  diminue    beaucoup    plus  raj)idement 
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(|iie  rintcnsilé,  non  sculenK.'nl  cliaquc  lumirrc,  mais  en  inrnM! 
Icnips  l'éclal  loLal,  doit  diminuer  lorsqu'on  cssavc  d'en  Irop  ac- 
ci'oîlre  le  nombre. 

Les  dangers  a[)[)orlés  [iar  les  eouranls  él(;elri(|U('s  sont,  aussi 
bien  (|ue  leurs  elï'eLs  utiles,  indépendants  de  l'intensité.  Lne  puis- 
sante machine  peut  imiter  la  foudre  et  la  j)orter  au  loin.  L'ellel 
dépend  ici  d'une  grandeur  nommée  potentiel ,  que,  pendant  long- 
temps, les  physiciens,  sans  la  définir  avec  précision,  ont  appelée 
la  tension,  et  qui,  même  pour  un  faible  courant,  peut  grandir 
sans  limite  et  foudroyer  l'imprudent  qui  toucherait  au  fd.  (^e  grave 
danger,  dont  rien  ne  révèle  l'approche,  est  pour  les  co>istructeurs 
une  difficulté  très  sérieuse;  les  .plus  hardis  semblent  disposés 
à  passer  outre,  en  isolant  les  fils  de  leur  mieux;  ils  dé- 
gagent leur  responsabilité  par  des  avertissements  et  des  menaces  : 
la  précaution  n'est  pas  suffisante.  Le  premier  chemin  de  fer 
construit  en  France,  entre  Saint-Etienne  et  Lyon,  restait,  pour 
les  habitants  des  villages  traversés,  la  voie  principale  de  commu- 
nication ;  on  laissait,  entre  deux  trains,  les  enfants  jouer  et  courir 
sur  les  rails.  Les  accidents  se  renouvelant  chaque  semaine,  on  affi- 
cha des  règlements  sévères  :  personne  n'en  tint  compte  ;  le  maire 
d'une  petite  ville  eut  l'idée  ingénieuse  de  défendre,  sous  peine  de 
mort,  le  stationnement  sur  la  voie  :  le  nombre  des  accidents  ne 
diminua  pas;  une  municipalité  voisine,  en  infligeant  une  amende 
de  I  franc,  obtint  un  résultat  un  peu  meilleur. 

L'impossibilité  de  demander  aux  piles  voltaïques  un  travail  in- 
dustriel a  été  considérée  comme  un  axiome;  cela  reviendrait, 
disait-on,  à  brûler,  pour  produire  la  force,  un  combustible  plus 
coûteux  que  le  charbon,  le  zinc  par  exemple,  à  l'aide  d'un  com- 
burant plus  rare  que  l'oxygène  de  l'air. 

Le  raisonnement  serait  discutable,  et  l'avenir  peut-être  mon- 
trera dans  les  courants  secondaires  et  dans  l'accumulateur  un  écla- 
tant démenti. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  courant  aujourd'hui  transmet  la  force  et 
ne  la  produit  pas  :  c'est  l'induction  qui  transforme  utilement  la 
puissance  mécanique  en  électricité.  Arago,  le  premier,  a  observé 
un  effet  de  l'induction  sans  en  deviner  le  principe.  Une  boussole 
à  laquelle  un  constructeur  illustre  avait  promis  tous  ses  soins  se 
montrait  inférieure  en  apparence  aux  instruments  les  plus  gros- 
BulL  des  Sciences  tnathein.,  2"  série,  l.  VIF.  (i^fars  i883.)  7 
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siers.  Gambey,  cependant,  tout  en   répondant  de  la  mobilité  de 
l'aiguille,  constatait  avec  impatience  l'inexplicable  lenteur  de  ses 
oscillations,  sans  soupçonner  qu'un  jour  un  ingénieux  inventeur, 
à  l'aide  d'un  effet  tout  semblable,    ferait  faire  au  galvanomètre  un 
progrès  de  grande  importance.  La  cause  fut  promptement  décou- 
verte. La  résistance,   sans  aucun  doute  possible,  provenait  de  la 
boîte  de  cuivre.  Le  cuivre  n'agit  pas  sur  l'aiguille  aimantée  en  re- 
pos, mais  il  met  obstacle  à  son  mouvement.   Cette  action,  compa- 
rable au  frottement  de  deux  corps  qui  ne  se  touchent  pas,  parais- 
sait inexplicable;  les  découvertes  de  Faradaylui  assignèrent  dans  la 
Science  sa  véritable  place.  Le  changement  de  distance  des  courants 
ou  des  aimants,   ou  la  variation  de  leur  intensité,   fait  toujours 
naître  entre  eux  de  mutuelles  influences.  Un  aimant  immobile,  si 
puissant  et  si  rapproché  qu'il  soit,  ne  peut  faire  naître  ni  faire  va- 
rier un  courant  voltaïque;    mais,    si  on  le  rapproche  ou  l'éloigné 
d'un  conducteur,  si  l'on  accroît  ou  diminue  brusquement  sa  puis- 
sance magnétique ,  on  verra  tout  à  coup,  dans  son  voisinage,  le 
courant  diminuer^  s'accroître  ou  naître,  suivant  les  conditions  de 
l'expérience.  Deux  courants  se  repoussent  ou  s'attirent  sans  exer- 
cer sur  leur  intensité  une  influence  qui  naît  immédiatement  si  on 
les  rapproche  ou  les  éloigne:    et,  dans  leur  voisinage,  un  fil  con- 
ducteur sans  autre  force  électromotrice  devient  le  siège  d'un  cou- 
rant engendré  par  induction.    L'effet  produit  n'est  dû  ni  à  l'état 
magnétique  ou  électrique  des  corps  ni  à  leur  situation  mutuelle, 
mais   aux   changements  qui   s'accomplissent   et    à   l'agitation    en 
quelque  sorte  du  milieu  électromagnétique.     Les  physiciens,  en 
se  familiarisant  avec    des  phénomènes   si   étranges,   s'étonnèrent 
bientôt  de  ne  j)as  les  avoir  devinés  et  prévus.  Lorsque  deux  cou- 
rants, cédant  à  leur  action  mutuelle,  s'approchent  l'un  de  l'autre, 
la  force  vive  produite,  empruntée  à  leur  énergie  primitive,  ne  peut, 
disait-on,  manquer  de  la  diminuer;  il  est  donc  naturel,  nécessaire 
mémC;  que  deux  courants  de  même  sens  qui  s'approchent  l'un  de 
l'autre  diminuent  leur  intensité;  et,  avec  plus  de  hardiesse  encore, 
on  n'a  pas  hésité  à  en  conclure  que  chacun  d'eux  doit  faire  naître 
dans  tout  fil  dont  il  s'approche  un  courant  qui,  s'il  s'en  éloigne,  doit 
changer  le  sens. 

[^'explication  n'est  ni  rigoureuse  ni  complète.  L'évidence  invo- 
(jurc,  si   elle  était  incontestable,  devrait  s'étendre  aux  actions  de 
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(oiiL  genre.  Une  planèlc,  par  exemple,  quand  elle  s'approche  du 
Soleil;  devrait  en  diminuer  la  ])uissanee  allraclive  et  ce  (jue  nous 
nommons  sa  masse;  les  raisons  à  alléguer  sont  idcnliquement  les 
mêmes.  Sans  oser  en  conclure  que  refTet  soit  certain,  ni  le  pré- 
senter même  comme  vraisemblable,  il  ne  serait  pas  sans  intérêt  de 
rcîclierelier  quelles  perturbations  en  résulteraient  pour  les  théories 
de  Mécanique  céleste.  La  perfection  acquise  par  la  Science  rend 
périlleuse  toute  entreprise  contre  les  principes_,  et  riiypothèse  de 
la  variation  des  masses  attirantes,  si  elle  troublait  les  résultats 
acquis,  serait  par  là  convaincue  d'inexactitude.  Le  calcul,  cepen- 
dant, vaudrait  la  peine  d'être  tenté,  et  l'on  peut  excuser  à  l'avance 
un  résultat  négatif  par  la  petitesse  du  coefficient  numérique  que 
nos  conjectures  laissent  inconnu. 

La  découverte  de  l'induction  donna  naissance  presque  immédia- 
tement;  il  J  a  aujourd'hui  plus  d'un  demi- siècle,  à  la  machine  de 
Pixii.  La  rotation  d'un  aimant,  dans  cet  ingénieux  ap])areil,  fait 
naître  un  courant  dont  le  sens  varierait  sans  cesse  si  l'action  d'une 
pièce  nommée  commutateur  \\q  le  redressait  à  chaque  inversion; 
cet  appareil,  destiné  aux  cabinets  de  Physique  et  simplifié  peu  de 
temps  après  par  Clarke,  est  fondé  sur  le  même  principe  que  les 
puissantes  machines  employées  aujourd'hui. 

Lesperfectionnements  cependant  sont  nombreux.  Parmi  ceux  que 
le  succès  a  consacrés,  deux  particulièrement  doivent  être  signalés. 

M.  Siemens,  d'abojrd,  puis  Wheatstone,  indépendamment  l'un 
de  l'autre,  eurent  l'idée,  jugée  tout  d'abord  très  heureuse,  d'utiliser, 
sans  recourir  aux  aimants,  la  puissante  induction  d'un  champ  ma- 
gnétique. Il  suffît,  on  le  sait,  de  l'influence  terrestre  pour  rendre 
toute  masse  de  fer  sensiblement  magnétique  et  capable  de  faire 
naître  un  faible  courant  dans  un  fil  rapidement  entraîné  près  d'elle. 
Ce  courant,  à  son  tour,  excite  la  puissance  magnétique,  cjui  réagit 
sur  lui,  et  les  deux  effets,  s'accroissant  l'un  par  l'autre,  eifacenl 
bientôt  toute  différence  entre  la  masse  de  fer  donnée  et  le  plus 
puissant  des  aimants. 

L'autre  progrès,  dû  au  physicien  italien  Paccinotti ,  a  fourni  au 
célèbre  constructeur  et  inventeur  Gramme  la  pièce  caractéristiques 
de  ses  ingénieuses  machines.  M.  Paccinotti  a  résolu  le  probR^ne, 
déclaré  souvent  insoluble,  d'obtenir  un  courant  continu  sans  (aire 
usage  du  commutateur. 
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L'explication  de  l'expérience  d'Araj^jO,  donnée  par  Faraday,  est 
fondée  cependant  sur  la  production  d'un  courant  continu;  mais, 
en  dépit  de  l'expérience,  obscurcie  peut-être  par  l'état  des  décou- 
vertes qui  l'accompagnaient,  les  physiciens  enseignaient  comme 
une  vérité  évidente  l'inversion  des  courants  d'induction,  selon  que 
l'aimant  s'approchait  ou  s'éloignait  des  positions  d'équilibre. 

Le  principe  ingénieux  de  Gramme  est  fort  éloigné  de  l'évidence. 
Un  anneau  de  fer  doux  tourne  en  présence  des  pôles  d'un  puissant 
aimant;  sa  rotation  y  détermine  un  état  magnétique  variable,  qui 
tend  à  engendrer,  sur  les  diverses  parties  d'un  fil  continu  enroulé 
autour  de  lui,  des  courants  de  direction  contraire  qui,  purement 
et  simplement,  le  détruiraient  si  l'on  bornait  là  l'expérience.  Mais 
les  forces  électromotrices  excitées  dans  ce  fîl  continu,  variables 
pour  une  même  portion  du  fd,  restent  constantes  en  chacun  des 
points  où,  par  suite  de  la  rotation,  chaque  portion  se  présente  suc- 
cessivement. Il  en  résulte  que  deux  positions  fixes,  occupées  par 
des  éléments  qui  changent  sans  cesse,  peuvent  être  assimilées  aux 
deux  pôles  d'une  pile,  à  l'aide  de  deux  collecteurs,  dont  la  dispo- 
sition est  elle-même  une  ingénieuse  invention;  ils  produisent  un 
courant  continu.  Les  machines  de  Gramme  sont  réversibles  :  un 
courant  devient  une  force  motrice  capable  de  faire  tourner  l'an- 
neau. 

L'électricité  se  transporte  sans  frais;  un  fîl  suffit,  quelle  que 
soit  la  distance  ;  la  perte  est  grande  malheureusement,  et  il  faut 
l'atténuer. 

Le  courant  produit  par  une  machine  peut  en  faire  tourner  une 
autre,  mais  celle-ci  l'affaiblit  par  sa  réaction  et  diminue  le  travail 
consommé  par  la  machine  qui  le  fait  naître. 

L'influence  exercée  par  le  travail  d'un  courant  sur  sa  propre  in- 
tensité est  un  principe  de  grande  importance.  Une  expérience  très 
élégante  de  M.  Marcel  Deprez  le  démontre  et  l'explique.  Le  cou- 
rant produit  par  une  machine  de  Gramme  peut  croître  et  diminuer, 
sous  l'influence  d'une  machine  à  vapeur,  dans  les  limites  les  plus 
étendues.  Ce  courant  est  mis  en  communication  avec  une  seconde 
machine,  entravée  à  dessein  par  une  résistance  qu'il  iaut  surmon- 
\vv  pour  la  mettre  en  mouvement.  Le  courant,  très  faible  d'abord, 
augmenU'  graduellement;  l'aiguille  du  galvanomètre  qui  mesure 
I  intensité  s'avance  su i- son  cadran  jusqu'au  moment  où  la  machine 
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réco))lrice  commence  à  lourner;  quel  que  soit  ensulUi  le.  lrav;nl 
développé  par  la  machine  motrice,  qu'il  devienne  deux  fois,  dix 
fois,  cinquante  fois  plus  considérable,  l'intensité  du  courant  no 
change  plus  :  l'énergie  dépensée  ,  en  accroissant  la  vitesse  de  l;i 
machine  réceptrice,  fait  naître  une  puissance  inverse  qui  modère 
le  courant  et  le  rend  invariable. 

En  accroissant,  en  effet,  l'intensité  du  courant,  on  augmente- 
rait la  vitesse  et  avec  elle  la  force  électromotrice  inverse  qui  le 
ramènerait  à  sa  valeur  primitive  sans  diminuer  toutefois  la  vitesse 
acquise,  car  l'égalité  de  la  puissance  à  la  résistance  assure,  quelle 
que  soit  la  vitesse,  l'uniformité  de  mouvement. 

Si,  en  s'accroissant,  le  travail  dépensé  ne  peut  faire  varier  l'in- 
tensité du  courant  produit,  on  ne  verra  pas  moins  augmenter  le 
travail  communiqué  à  la  machine  réceptrice.  La  force  déterminée 
par  l'intensité  du  courant  est  constante  comme  lui;  mais  l'autre 
facteur  du  travail,  le  chemin  parcouru,  est  proportionnel  à  la  vi- 
tesse. Chaque  tour  de  la  machine  représente  le  même  travail, 
mais  le  nombre  des  tours  accomplis  par  minute  peut  grandir  sans 
limite. 

La  théorie,  d'accord  avec  l'expérience  précédente,  n'assigne 
aucun  maximum  au  travail  qu'une  machine  d'induction  peut  ab- 
sorber et  transmettre. 

Une  machine  donnée  peut  engendrer  tel  courant  et  produire 
telle  quantité  de  travail  qu'on  voudra  ;  la  vitesse  de  rotation,  la 
force  électromotrice  qui  en  résulte  et  le  travail  à  dépenser  seront 
réglés  en  conséquence.  Au  delà  de  certaines  limites  malheureuse- 
ment;,  on  rencontre  des  difficultés  et  des  dangers.  Une  machine 
qui  tourne  trop  rapidement  est  bientôt  hors  de  service,  et  une 
tension  trop  forte,  quelles  que  soient  les  précautions  prescrites, 
peut  foudroyer  l'imprudent  qui  les  brave.  On  doit  donc,  pour 
chaque  machine,  imposer  des  limites  rigoureuses  à  la  vitesse  et  à 
la  force  électromotrice  qui  en  dépend. 

L'affaiblissement  du  travail  moteur,  quand  on  accroît  reflet 
obtenu,  est  la  conséquence  nécessaire  de  celte  limitation  obliga- 
toire ;  il  n'a  rien  de  paradoxal. 

Il  en  serait  de  même  pour  une  machine  à  vapeur,  si  fou  impo- 
sait une  limite  à  la  tension  de  la  vapeur.  Supposons  (pi  une 
telle  machine  mette  en  mouvement  les  organes  diine  pumpedonl 
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le  réservoir  est  à  sec;  le  travail  utile  est  nul,  et  le  travail  dépensé, 
proportionnel  à  la  tension  de  la  vapeur  et  à  la  vitesse  du  piston, 
est  employé  tout  entier  à  vaincre  les  résistances  passives  en 
échauffant  les  pièces  du  mécanisme.  Si  la  pompe  mise  en  com- 
munication avec  le  réservoir  élève  loo^'^  d'eau  par  minute,  on  verra 
tout  à  coup  les  mouvements  se  ralentir  et,  s'il  est  interdit  d'ac- 
croître la  tension  de  la  vapeur,  la  machine  absorber  et  offrir 
moins  de  travail,  par  cela  même  qu'on  lui  en  demande  davantage. 

Supposons,  pour  entrer  au  détail,  qu'une  machine  électro- 
dvnamique,  en  dépensant  un  travail  de  quatre  chevaux,  produise 
UQ  courant  qu'on  laisse  sans  emploi  ;  si ,  mis  en  suite  en  commu- 
nication avec  une  machine  réceptrice,  ce  courant  produit  un  travail 
d'un  cheval,  il  ne  faut  pas  dire  :  «  la  machine  motrice  dépense 
quatre  chevaux,  on  en  utilise  un,  le  rendement  est  de  •25  pour 
loo.  »  Ce  serait  une  erreur  :  la  machine  motrice  qui ,  travaillant  à 
vide,  dépensait  quatre  chevaux,  n'en  absorbera  plus  que  deux 
seulement  quand  on  utilisera  son  effet.  Le  rendement  sera  donc  |^, 
quoique  l'effet  produit  soit  le  \  seulement  de  la  dépense  mesurée 
d'abord. 

La  diminution  produite  dans  le  travail  de  la  machine  motrice 
dépend,  bien  entendu,  de  Teffort  demandé  au  courant,  et  il  y  a 
lieu  de  chercher  la  disposition  la  plus  avantageuse. 

Pour  obtenir  le  plus  grand  rendement  possible,  il  conviendrait 
d'accélérer  la  vitesse  de  la  machine  réceptrice  en  lui  donnant  toute- 
fois pour  limite  celle  de  la  machine  motrice,  sans  quoi  toutes  deux 
s'arrêteraient,  et  le  courant  serait  réduit  à  zéro.  Mais,  en  accrois- 
sant ainsi  le  travail  relatif,  on  diminue  le  travail  absolu,  et,  lors- 
qu'à la  limite  on  ne  perd  rien,  c'est  à  la  condition  de  ne  rien 
|)roduire. 

Cette  solution  est  donc  à  rejeter,  et  il  arrivera  bien  rarement 
(pi'on  trouve  profit  à  en  approcher. 

Pour  obtenir,  sans  se  préoccuper  du  rendement,  le  plus  grand 
travail  possible,  il  faut  demander  à  la  machine  réceptrice  le  quart 
du  travail  que  la  machine  motrice  pourrait  absorber  sans  produire 
l'cîffct  utile.  Le  rendement,  dans  ce  cas,  ainsi  que  nous  l'avons 
iuditpié  |)ar  un  exenq)le,  est  égal  ai,  et  la  machine  motrice  ab- 
sorbe la  moitié  seulement  du  travail  primilifpour  en  utiliser  le 
(piarl.  Tous  ces  résultais,  il  (^s(  ulilc  de  le  répéter,   sont  liés  aux 
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conditions  imposées  par  la  prudence;  si,  disposant  d'une  force 
Illimitée,  on  osait  faire  grandir  indéfiniment  la  force  électromo- 
trice, le  travail  dépensé,  le  travail  produit  et  le  rendement  pour- 
raient croître  en  même  temps  sans  limite;  mais,  en  bravant  de 
grands  dangers,  on  rencontrerait  bientôt  des  impossibilités  abso- 
lues. Quelque  soigné  que  soit  l'isolement,  un  fil,  sur  de  grandes 
longueurs,  présente  toujours  quelques  points  faibles;  une  lro[) 
grande  tension,  lors  même  qu'elle  ne  procurerait  ni  mort  ni  incen- 
die, amènerait  la  perte  de  l'électricité  sous  forme  d'étincelles  et 
d'aigrettes  lumineuses. 

La  résistance  du  fil  qui  réunit  deux  machines  augmente  avec  sa 
longueur,  l'intensité  du  courant  est  diminuée  et  avec  elle,  dans 
la  même  proportion,  le  travail  dépensé  et  le  travail  produit;  deux 
machines,  par  exemple,  qui,  placées  à  loo'"  de  distance,  pourraient 
transmettre  un  travail  d'un  cheval,  transportées  à  1000*^"^  l'une  de 
l'autre  et  reliées  par  un  fil  de  même  section,  ne  pourraient  plus 
fournir  que  des  effets  insignifiants,  suffisants  pour  les  besoins 
d'un  télégraphe,  mais  sans  aucune  valeur  industrielle. 

Pour  transmettre  à  de  grandes  distances  un  travail  mécanique, 
il  importe  donc  de  modifier  la  construction  et  le  mode  d'action 
des  machines.  La  distance,  par  elle-même,  est  sans  influence;  elle 
intervient  seulement  pour  accroître  la  résistance  du  fil  qui,  pro- 
portionnelle à  sa  longueur,  varie  en  même  temps  en  raison  inverse 
du  carré  du  diamètre;  elle  dépend  aussi  de  la  nature  du  métal  et, 
pour  le  cuivre  à  section  égale,  est  cinq  fois  moindre  que  pour  le 
i'er.  On  pourrait  donc  aisément,  soit  par  l'accroissement  du  dia- 
mètre, soit  par  le  choix  d'un  métal  y)lus  conducteur,  atténuer  ou 
supprimer  les  effets  de  la  distance. 

Le  travail  transmis  resterait  invariable,  malgré  l'accroissement 
de  résistance,  si  le  carré  de  la  force  électromotrice  grandissait 
dans  la  même  proportion.  Si,  par  exemple,  la  résistance  devient 
cent  fois  et  la  force  électromotrice  dix  fois  plus  grande,  aussi  bien 
sur  la  machine  motrice  que  sur  la  machine  réceptrice,  l'intensité 
du  courant,  d'après  la  loi  d'Ohm,  sera  dix  fois  moindre  ;  mais,  les 
machines  tournant  dix  fois  plus  vite,  il  y  aura  conq^ensation. 

Cette  solution,  indiquée  par  les  formules  théoriques,  ne  tient 
pas  compte  malheureusement  des  bornes  imposées  par  la  prudence 
à  la  vitesse  de  rotation  et  à  la  force  éleclromotrice. 
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La  siibstitullon  du  cuivre  au  fer,  en  procurant,  à  poids  égal,  une 
conductibilité  cinq  fois  plus  grande,  accroîtrait  beaucoup  la  dé- 
pense. La  solution  imposée  par  les  conditions  du  problème  paraît 
être  l'emploi  des  machines  de  grandes  dimensions.  Si  l'on  accroît 
dans  un  même  rapport  toutes  les  dimensions  d'une  machine,  la 
(brce  électromotrice,  à  vitesse  angulaire  égale,  croît  proportion- 
nellement au  carré  du  rapport  de  similitude,  et  c'est  sur  ce  prin- 
cipe, démontré  par  M.  Marcel  Deprez  et  voisin  d'ailleurs  de  l'évi- 
dence, que  doit  reposer  sans  doute  la  solution  si  importante  du 
grand  problème. 

M.Marcel  Deprez,  qui,  le  premier,  a  obtenu  déjà,  pour  le  trans- 
port à  grande  distance,  des  résultats  pratiques  importants,  accepte 
l'accroissement  de  tension,  espérant  en  atténuer  les  dangers  par 
l'isolement  des  appareils.  Mais,  au  lieu  de  demander  à  l'accrois- 
sement de  vitesse  la  production  de  la  force  électromotrice,  il 
l'obtient  très  ingénieusement  en  diminuant  le  diamètre  du  fd  en- 
roulé sur  la  bobine,  dont  il  accroît  en  même  temps  la  longueur,  de 
manière  à  lui  conserver  le  même  volume  et  à  la  machine  le  même 
aspect. 

La  transmission  du  travail  à  de  grandes  distances  devient  ainsi 
possible  avec  les  machines  mêmes  et  les  lîls  de  transmission  des 
machines  ordinaires,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'accroître  de  façon 
inquiétante  la  vitesse  de  rotation  des  machines. 

Cette  solution,  réalisée  à  Munich,  pendant  la  dernière  exposi- 
tion, a  donné  de  grandes  et  légitimes  espérances.  Elle  n'autorise 
pas  cependant  à  affirmer  que  la  transmission  de  la  force  à  grande 
distance  soit  aussi  facile  qu'à  un  kilomètre. 

Une  locomotive  parcourt  en  un  quart  d'heure  la  distance  de 
Paris  à  Saint-Cloud;  est-il  possible,  avec  la  même  machine,  d'aller 
dans  le  même  temps  de  Paris  à  Versailles?  Rien  de  plus  facile, 
peut-on  dire  :  chaulfez  plus  fort  et  doublez  la  vitesse. 

C'est  de  la  même  manière  à  peu  près  que  la  force  peut  se  trans- 
mcltre  à  loo"^"^  aussi  aisément  qu'à  looo'".  Il  suffit  de  décupler 
la  force  électromotrice. 
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IIOÙEL  (J.).  — Cours  de  Calcul  infinitésimal.  Tomes  III  et  IV.  2  vol.  in-S". 
1 880-1 881.  Paris,  Gauthier- Villars. 

Nous  venons,  un  peu  en  retard,  rendre  comj3te  de  la  fin  du  grand 
Traité  de  notre  savant  collaborateur;  mais  nous  ne  le  regrettons 
pas.  L'accueil  si  favorable  qu'ont  partout  reçu  dans  nos  Facultés 
et  à  l'étranger  les  quatre  Volumes  de  M.  Hoûel  prêtera  plus  d'au- 
torité à  nos  appréciations  et  nous  dispensera  d'une  analvse  dé- 
taillée. Nous  allons  parcourir  rapidement  le  contenu  des  deux 
derniers  Volumes,  en  indiquant  pour  chaque  Partie  les  passages 
qui  nous  ont  le  plus  frappé. 

La  suite  du  Livre  IV,  qui  commence  le  troisième  Volume,  est 
encore  consacrée  à  la  théorie  des  équations  différentielles.  L'au- 
teur commence  par  quelques  généralités  sur  les  équations  diffé- 
rentielles simultanées;  puis  il  traite,  avec  de  grands  détails,  le  cas 
particulier  des  équations  linéaires.  Il  fait  connaître  les  Méthodes 
de  Lagrange,  de  Cauchy  et  de  d'Alembert  et  les  applique  à  diffé- 
rents exemples.  Il  consacre  ensuite  un  Chapitre  spécial  au  Calcul 
des  Variations,  dans  lequel  il  ne  considère,  bien  entendu,  aue  les 
intégrales  simples.  Parmi  les  applications,  nous  avons  remarqué 
ce  qui  concerne  la  ligne  géodésique,  tracée  sur  une  surface. 
M.  Hoiiel  emploie  les  coordonnées  curvilignes  et  démontre  le 
théorème  de  Gauss  sur  les  triangles  géodésiques.  On  a  ici,  avec  ce 
qui  se  trouve  dans  les  autres  parties  de  l'Ouvrage,  les  éléments 
d'une  théorie  à  la  fois  très  complète  et  très  satisfaisante  des  coor- 
données curvilignes  et  des  surfaces  courbes  dans  la  voie  ouverte 
par  Gauss.  Le  Livre  IV  se  termine  par  un  Recueil  extrêmement 
étendu  d'exercices. 

Le  Livre  V  traite  des   équations  différentielles  à  plusieurs  va- 
riables indépendantes,    c'est-à-dire  des   équations    aux  différen- 
tielles totales   et  des  équations  aux   dérivées  parliellçs.   ^ous    y 
Bul/.  des  Sciences  mathém.,  ?.«  série,  t.  Vil.  (  Vvril  i88.>.)  8 
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avons  remarqué  un  Chapitre  très  complet  sur  les  équations  aux 
dérivées  partielles  des  diverses  familles  de  surfaces  et  des  déve- 
loppements assez  étendus  sur  les  équations  linéaires  d'ordre  supé- 
rieur. 

Le  Livre  VI  est  consacré  à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variahle 
complexe,  traitée  d'ahord  en  général  et  ensuite  considérée  dans 
ses  applications  aux  fonctions  elliptiques.  M.  Hoiiel  a,  depuis 
longtemps,  fait  connaître  en  France  les  recherches  de  Riemann 
et  de  Neumann.  La  publication  de  son  Ouvrage  sur  les  variables 
complexes  l'avait  bien  préparé  à  écrire  cette  partie  de  son  Traité 
qui  s'occupe  du  même  objet.  Il  n'a  même  eu,  pour  le  début  de  son 
exposition,  qu'à  reproduire  avec  de  très  légères  modifications  le 
commencement  de  la  deuxième  Partie  de  la  Théorie  élémentaire 
(les  quantités  complexes,  publiée  en  1868.  Il  a  seulement  ajouté 
la  belle  démonstration  que  nous  devons  à  Dirichlet  de  la  série  de 
Fourier. 

Le  Chapitre  III  a  pour  objet  l'étude  des  fonctions  multiformes. 
Pour  définir  la  fonction  inverse  de  l'intégrale  elliptique,  M.  Hoiiel 
a  suivi  une  méthode  toute  particulière,  qui  est  due  à  M.  Ed.  Weyr 
et  qu'il  avait  déjà  signalée  dans  la  Préface  générale  de  l'Ouvrage. 
Cette  méthode  est  exposée  avec  de  grands  détails  et  nous  croyons 
([ue  les  élèves  n'auront  aucune  peine  à  la  comprendre. 

Le  Chapitre  IV  contient  une  théorie  élémentaire,  mais  assez 
complète,  des  fonctions  elliptiques.  Après  avoir  exposé  ce  qui 
concerne  la  réduction  aux  trois  formes  normales,  avec  beaucoup 
(le  simplicité  et  d'élégance,  M.  Hoiiel  revient  sur  Taddition  des 
fonctions  elliptiques.  Il  établit,  ensuivant  la  méthode  de  MM.Briot 
et  Bouquet,  leur  décomposition  en  séries  de  fractions  simples  et 
(M  produits  inlinis.  Puis  il  fait  connaître  les  propriétés  élémen- 
taires des  fonctions  ^  et  leurs  développements  en  séries  trigonomé- 
Iriques,  ainsi  que  ceux  des  fonctions  elliptiques  elles-mêmes.  Il 
étudie  ensuite  la  transformation  de  Landen  et  montre,  avec  des 
(;xcmples  à  l'ap[)ui,  comment  on  peut  l'appliquer  au  calcul  numé- 
ricpie  (les  intégrales  de  première  espèce. 

L'Ouvrage  est  terminé  par  l'exposition  des  propriétés  élémen- 
taires   (les    intégrales    elliptiques    de    deuxième    et    troisième   es- 
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|)ècc'.  l/;Hilciir  doniio  le  ihcorèmc  jl'îtddil  ion,  le  llK-oicnir  de 
Le^^f'iidrc  siii-  l<  s  irilégrales  complèlcs  de  piemière  el  rie  sfcondc 
espèce.  Il  fail  connaître  les  propriétés  élémenlaires  des  inh-^mlo 
de  troisième  espèce,  leurs  périodes,  leur  expression  dur  à  .l;i«(»i)i, 
;m  moyen  de  la  transcendante  3r.  Enfin  il  nous  donne  des  T'ahles 
abrégées  propres  au  calcul  numérique. 

On  le  voit,  le  Traité  de  M.  Hoiiel  constitue  un  développement 
consciencieuxet  digne  du  plus  haut  intérêt  des  éléments  du  Cal- 
cul infinitésimal.  Alors  môme  que  Ton  n'adopterait  j)as  toutes  les 
méthodes  de  l'auteur,  et  en  particulier  celles  qu'il  a  empruntées  à 
M.  Weyr,  pour  l'inversion  de  l'intégrale  elliptique,  il  est  certain 
que  son  Ouvrage  ne  fait  nullement  double  emploi  avec  les  Traités 
de  même  nature,  qu'il  a  sa  place  marquée  dans  les  bibliothèques 
de  nos  élèves  et  de  nos  professeurs;,  qu'il  est  susceptible  de  deve- 
nir un  guide  excellent  et  de  contribuer  aux  progrès  des  études  de 
Mathématiques  élevées,  aussi  bien  dans  nos  Facultés  (juc  dans  les 
Universités  de  l'Etranger.  G.  D. 


NEOVIUS  (E.-R.).  —  Bestimmung  zweier  speciellen  periodisciien  Mim- 

^lALFLACHEN,  AUF  WELCIIEN  UNENDLICII  VIELE  GERADE  LiNIEN  UND  UNENDLICII 

viELE  ERENE  GEODATiscHE  LiNiEN  LiEGEN.  HelsingfoFS,  Frenkcll  uiid  Sohn. 
Iii-8%  vni-117  p.;  i883. 

Dans  un  Mémoire  inséré  aux  MonatsbericliLe  de  l'Académie  de 
Berlin,  18^2  ('),  M.  Schwarz  a  donné  la  solution  générale  du  pro- 
blème suivant  : 

On  donne  une  suite  continue  fermée  composée  de  lignes 
droites  et  de  plans  et  Von  demande  de  trouver  une  surface  mi- 
nima  à  connexion  simple,  n^ ayant  aucun  point  singulier,  dans 
son  intérieur,  qui  passe  par  les  droites  et  qui  coupe  les  plans  à 
angle  droit. 

Il  a  considéré,  en  particulier,  le  cas  où  la  suite  se  réduit  à  deux 
droites  et  un  plan.  Alors   la    portion   de  surface  minima  comprise 


(')  II.-A.  ScnwAuz,  Forgesetzte  Untersuc/iitnî^en  iihcr  specielle  Mininuil/îachen. 
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ontre  les  droites  et  le  plan  admet  comme  prolongement  analytique 
la  surface  symétrique  par  rapport  au  plan;  on  peut  donc  la  consi- 
dérer comme  la  moitié  d'une  portion  de  surface  minima  limitée 
aux  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  gauche,  admettant  un  plan  de 
symétrie  qui  passe  par  deux  de  ses  sommets. 

Le  premier  exemple  de  la  détermination  analytique  d'une  sur- 
face minima  passant  par  les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche  est  con- 
tenu dans  une  Note  de  M.  Schwarz  communiquée  en  i865  à  l'Aca- 
démie de  Berlin  ('  ). 

En  1866,  M.  Weierstrass  a  donné  la  détermination  analytique 
des  surfaces  minima  qui  sont  assujetties  à  contenir  les  côtés  cT un 
polygone  lectiligne  quelconque. 

Le  même  problème  a  été  résolu  aussi  par  Riemann  dans  son 
Mémoire  posthume  :  Ueber  die  Flâche  vont  kleinsten  Inhall  bel 
gegebener  Begrenzung,  publié  par  M.  HattendorfT.  La  première 
édition  de  ce  Mémoire,  qui  a  paru  dans  le  treizième  Volume  des 
Mémoires  de  V Académie  de  Gottingue,  contient,  en  ce  qui  con- 
cerne le  problème  précédent,  plusieurs  inexactitudes.  Une  rédac- 
tion nouvelle  et  plus  correcte  du  même  Mémoire  a  été  comprise 
dans  les  OEuvres  complètes  de  Riemann. 

En  186^,  l'Université  de  Gottingue  a  proposé  comme  question 
de  prix  le  problème  suivant  : 

Parmi  les  surfaces  qui  s  étendent  entre  les  quatre  côtés  de 
deux  triangles  isoscèles  ayant  une  base  commune,  déterminer 
celle  qui  a  la  plus  petite  étendue,  de  telle  manière  cjue  les 
coordonnées  d'un  point  quelconcjue  de  cette  surface  soient 
exprimées  en  fonction  de  deux  variables,  soit  par  des  inté- 
grales définies,  soit  par  des  séries  suffisamment  simples. 

M.  Schondorfi' obtint  le  prix  el  sa  pièce  de  concours  a  été  im- 
priiuée  en  1868. 

Le  même  problème  est  aussi  traité  dans  la  T*^  Partie  d'un  Mé- 
moire de  M.  Schwarz  :  Bestimmung  einer  speciellen  .Ifinimal- 
flâclir  (jui  a  été  couronné  en  i86y  par  l'Académie  de  Berlin  et  qui 
a  été  publié  en  1871  (Bcrbu,  llarwitz  et  Gossmann). 


(^')   ll.-\.  Sciiw  AH/,  (cher  die   Miiiinmnisjlarhc.  dcrcn    liegrcnzung  a/s  dit 
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Dans  le  LravaiJ  donl  nous  icndons  coni[)le,  nt  auquel  nous  em- 
pruntons l(;s  renseignements  qui  [)récèdent,  M.  iNcovius  s'est  jjio- 
|)()sé  de  traiter  un  eas  particulier  du  problème  fçénéral  résolu  en 
18^2  par  M.  Seliwarz,  celui  oii  le  contour  de  la  portion  de  surface 
mininia  est  déterminé  par  deux  droites  et  par  un  plan  fju'elle 
coupe  à  anf^le  droit.  Ce  cas  particulier  offre  un  <^rand  intérêt; 
M.  JNeovius  l'a  étudié  d'une  manière  détaillée,  en  le  traitant  direc- 
tement par  une  Jiiétliode  très  simple.  Nous  allons  d'abord  donner 
un  aperçu  des  divisions  de  son  travail  et  de  la  méthode  qu'il  a 
suivie. 

Considérons  deux  droites  se  coupant  en  un  point  P  et  rencon- 
trant un  plan  (S)  en  deux  points  Q  et  R.  Le  se«;ment  de  surface 
minima  cherché  qui  doit  contenir  les  droites  PQ,  PPv  doit  couper 
à  angle  droit  le  plan  (S)  suivant  une  courbe  QKqui,  bien  entendu, 
n'est  pas  donnée  à  l'avance,  mais  qui  doit  être  déterminée. 
L'auteur  achève  de  préciser  le  problème  en  s'imposant  les  condi- 
tions suivantes  : 

i"  Le  segment  de  surface  minima  cherché  M  ne  contiendra  au- 
cun point  singulier  dans  son  Intérieur; 

2°  La  normale  de  la  surface  variera  d'une  manière  continue; 

3"  Enfin  le  long  de  chacune  des  trois  parties  PQ,  QR,  RP  du 
contour,  la  normale  en  se  plaçant  tournera  toujours  dans  le  même 
sens. 

Cette  dernière  hypothèse,  par  exemple,  exclut  le  cas  où  la 
courbe  inconnue  QR  aurait  un  ou  plusieurs  points  d'inllexlon. 

Le  principe  de  la  solution  peut  être  donné  en  quelques  mots.  Il 
est  aisé  de  voir  que  le  segment  de  surface  minima  M  admet  une 
représentation  sphérique,  formée  par  les  points  à  Tintérieur  d'un 
triangle  sphérique,  dont  les  angles  sont  connus.  D'autre  part,  si 
l'on  suppose  la  surface  minima  représentée  d'une  manière  con- 
forine  sur  un  plan,  de  telle  manière  qu'aux  lignes  de  (courbure  cor- 
respondent des  droites  parallèles,  on  démontre  facilement  (ju'au 
segment  M  devra  correspondre  une  portion  du  plan  comprise  à 
l'intérieur  d'un  triangle  rectangle  isoscèle.  SI  la  surface  M  était 
connue,   on   voit   donc  ([ue   Ton   aurait,   \)i\v  son  inleruiédlalre,  la 


von  vier  Kanten  eines  regulaien  Tetracdcrs  ^chi/clcfcs,  wi/utsc/u'c/'es  licrcch 
gegebeii  ist. 
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représentation  conforme  de  la  surface  d'un  Iriangle  spliérique  sur 
celle  d'un  triangle  plan  isoscèle  et  rectangle.  Réciproquement,  si 
l'on  détermine  les  formules  qui  permettent  de  réaliser  cette  repré- 
sentation conforme,  ce  que  fait  l'auteur  en  suivant  les  méthodes 
de  M.  Schwarz,  il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  tous  les  éléments 
nécessaires  pour  déterminer  la  surface  minima,  ou,  si  l'on  veut,  la 
fonction  arbitraire  qui  figure  dans  les  formules  de  M.  Weierstrass. 
Telle  est  la  solution,  complètement  développée  par  M.  Neovius, 
dans  le  Chapitre  P'  de  son  travail.  L'auteur  vérifie  d'ailleurs  a y?05- 
leriori  que  la  surface  satisfait  à  toutes  les  conditions  qui  ont  été 
imposées. 

La  surface  ainsi  obtenue  peut  être  prolongée  analjtiquement;  il 
suffît  pour  cela  de  prendre  sa  symétrique,  soit  par  rapport  au  plan 
(S),  soit  par  rapport  aux  droites  PQ,  PR,  et  de  répéter  indéfiniment 
ces  opérations.  Dans  le  second  Chapitre  de  son  travail,  M.  Neovius 
se  propose  de  déterminer  tous  les  cas  dans  lesquels  la  surface  sera 
en  quelque  sorte  périodique,  c'est-à-dire  dans  lesquels  la  répé- 
tition des  opérations  précédentes  ne  donnera  qu'un  nombre  fini 
de  segments  dans  chaque  portion  finie  de  l'espace.  Le  résultat  de 
cette  recherche  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

La  surface  obtenue  par  les  répétitions  congruentes  et  symé- 
triques du  segment  M  ne  sera  périodique  que  si  les  droites  PQ, 
PR  sont  parallèles  aux  arêtes  ou  aux  diagonales  des  faces  d'un 
cube,  le  plan  2  étant  parallèle  à  l'un  des  neuf  plans  de  symétrie  de 
ce  cube. 

Cela  conduit  à  considérer  5  cas  différents.  Les  cas  i  et  4  aussi 
bien  que  les  cas  2  et  3  conduisent  à  une  même  surface.  De  plus, 
les  deux  surfaces  ainsi  obtenues  sont  dans  la  relation  obtenue  par 
M.  O.  Ronnet,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  faire  correspondre  les 
lignes  de  courbure  de  l'un  aux  lignes  asymptotiques  de  l'autre,  de 
telle  manière  que  la  représentation  soit  conforme.  Elles  ont  été 
conq)lètement  étudiées  par  M.  Schwarz.  L'une  d'elles  est  celle 
dont  le  contour  est  limité  par  quatre  arêtes  d'un  tétraèdre  ré- 
gulier. 

A|)rès  a\()ir  rapj)elé  (;es  résultats,  l'auteur  passe  dans  le  troisième 
Gbi»|)iirc  à  riMude  du  cincpilrnic  cas,  (pii  est  faite  d'une  manière 
Iles  détaillée.  Il  iiionlrc  coininonl  on  peut  e\[)rimer  les  coordon- 
nées  l'eclangulaiies   (1(111    puiiil    de   la   suiiace    |)ar  des   intégrales 
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ciliplicjucs  cl  il  (Ual)lil  que  l'or)  pourrail  obtenir,  si  cela  <'lail  ik'- 
cessairc,  une  équation  de  la  surface  rationn(;ll(î  par  ra|)port  à  des 
lonctions  elliptiques  des  coordonnées.  Enfin  il  étudie  la  forme  d(; 
la  surface  et  de  celle  que  l'on  en  déduit  par  la  déformation  de 
M.  O.  Bonnet.  Deux  j)hotographies  donnent  une;  idée  nett(;  (ie  ces 
deux  surfaces. 

On  voit  avec  quel  soin  cette  étude  du  j)roblème  a  été  poursuis  ie 
dans  les  plus  petits  détails.  11  serait  à  désirer  que  l'on  eût  Ix-au- 
coup  de  travaux  du  même  genre  :  ils  sont  très  j)ropres  à  éclairer 
et  à  faciliter  l'application  et  l'interprétation  des  tliéories  géné- 
rales. 

Du  reste,  la  question  étudiée  par  M.  Neovius  a  assez  d'intérêt 
|)ar  elle-même  pour  mériter  un  examen  aussi  approfondi. 

G.  D. 


MELANGES. 

SUR  UNE  DÉCOMPOSITION  EU  CARRÉS; 
Par  m.  J.  TANNER  Y. 

I.  Soient 

a^  -i-  pj  +  Y  ^  =  o,     oi!x  -H  P'j  H-  y'^  =  o,     y!'x  h-  3"j  h-  y"^  =  o 

les  équations  de  trois  plans  perpendiculaires  deux  à  deux  ;  si 
Von  fait 

(0  =  x-{px  -^p'y-^p"^)  ^yKq"^  +  qj  +  q'^) 

(  -^  z'^{r'x  ^  r"y  -^-  j'z)  ^  hxyz, 

on  aura  identiquement 

(   (  a^  -f-  [^2  _^  .,2  )  (  a'2  +  [i'2  _^  ,^'2  )  (a"2  ^  ^"2  ^  ^'-i  ) 

'^'\  =  i](p-^  H-  (J^  H-  r^)-h  'l{p''^  -^  Cj'-^  -h  /-'^  -^p"-^  -t-  <j"-^  -r-  /'"2)  -^  /i2. 

Si   Ton   considère  en   effet  les   expressions  des   coefficients  y>, 
/V,  .  .  .,  qui   résultent  de  l'égalité  (i),  et  si   Ton  désigne   par  p^, 
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/?'^,  ...   ce  que  deviennent  ces  quantités  quand  on  y  remplace  a, 

p,  .  .  .  par  a-,  ,3^,  .  .  .  ^  on  aura  évidemment 

(3)  K  =pï  -^  ^2  -^  ''2  +/>2   -^  ^2  -^  '''2  -^yi  -^  ^'2  ^-'''2  -^  ^2, 

ou  K  désigne  le  premier  membre  de  l'égalité  (2);  d'ailleurs,  on 
obtient  de  suite  les  égabtés  suivantes  : 


(4) 


ipq% 

p,  =p"ï  —  -ipr' 

iqr'\ 

q^=q''  —  iqp 

irp% 

/;  ^r"%  —  ^rq' 

2M- 

2N, 

\   /i2  =3  A2-f-2M-f-2N; 
dans  les  deux  dernières  égalités,  0  désigne  le  déterminant 

2 M  représente  l'ensemble  des  six  doubles  produits  qui,  dans  le 
carré  de  ce  déterminant,  figurent  avec  le  signe  -f- ,  et  —  2N,  l'en- 
semble des  neuf  doubles  produits  qui,  dans  ce  même  carré, 
figurent  avec  le  signe  —  ;  ces  quantités  N  et  M  sont  liées  aux  coef- 
ficients de  f[x,y^  z)  par  la  relation 

(5)  N  +  3M  =  rY'  +  /?V'-H^y; 
des  équations  (3),  (4)  et  (5)  on  tire 

/   3  K  —  o2  =  3(/?2  +  ,72  _^  r2  -+■  jD'2  -f-  q'-2  -f-  r'2  ^  p"^  ^  q"'^  —  r"^) 

(6)  _6[^(^"+r')  +  ^(r"  +  /)  +  r(/>"-l-^')] 
(  -\-  ili^  —  i{r'q"-\-p'r"-\-  q'p"). 

Jusqu'ici  on  n'a  pas  supposé  que  les  plans  fussent  rectangulaires; 
cette  supposition  entraîne  les  égalités 

^p-^q''-r-  r'=o, 
iq  -^  r"  ^ p'  —  o, 
"ir  -\-p"  —  q'  =  o, 

les  trois  premières  égalités  permettent  de  faire  disparaître  du  se- 
cond membre  de  l'égalité  (6)  tous  les  doubles  produits  :  on  par- 
vient ainsi  soit  à  l'égalité   (2)  que  j'avais  en  vue,  soit  à  l'égalité 
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(2  bis)       K  =  lO(/>2  ^^  ^2  ^  ,.2)  _(_  7^2  ^_  (^"_  ,.';,2  ^_  (/."  —  ^/^î  _u  C^/'_  ,y')2. 

Ces  identités  ofTrent  ceci  d'intéressant,  qu'elles  conduisent  im- 
médiatement à  la  décomposition  en  carrés  du  discriminant  de 
l'équation  du  troisième  degré  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie 
des  plans  principaux  des  surfaces  du  troisième  degré.  Cette  dé- 
composition a  été  efîbctuée,  comme  on  sait,  par  M.  Rummer; 
Borcliardt,  [)Our  l'équation  aux  inégalités  séculaires  de  degré  quel- 
conque, a,  de  même,  décomposé  en  carrés  l'ensemble  des  fonc- 
tions qui,  par  leur  caractère  positif,  assurent  la  réalité  des  racines 
d'une  telle  équation;  sa  belle  analyse  épuise,  en  quelque  sorte,  la 
question  au  point  de  vue  analytique;  toutefois,  il  semble  qu'il  y 
ait  encore  quelque  intérêt  à  relier  la  formule  de  décomposition  de 
M.  Kummer  à  des  considérations  géométriques  qui  se  présentent 
naturellement  dans  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré. 

Soit 

o{x^y,z)  —  ax'^  +  a' y'^  -\-  cd'z'^  -+-  ibyz  -f-  ib'zx  -+-  ib"xy  =  o 

l'équation  d'un  cône  du  second  degré,  et  soit 

^{x,y,z)^  Xx-^  ^  A>2  _|_  A"^2  _|_  5,  Y>,y~  ^  .^  b'^jj-  -^  i  B"xy 

la  forme  adjointe  de  la  fonction  cd(^,  j',  z)  :  on  reconnaît  de  suite 
que  l'équation  du  troisième  degré  qui  représente  l'ensemble  des 
trois  plans  principaux  du  cône  considéré  s'obtient  en  éliminant  a, 
j3,  Y  entre  les  trois  opérations 

7.x-\-^^y     +7-    =  O' 
On  peut  représenter  le  résultat  de  l'élimination  par 


en  posant 


p  =  b"B'~b'B\     ..., 

p'=  B'ia—  a)  -^  b'(\'—  A)  —  (bn"—b"n), 

p"  =  B\ a  —  a")  -  b"{  A  -  A") -  (  //  B  —  b  B'  ), 

h  =  a'\"-{-  a" A  +  a\'—a"\'-  a\"—  a  A. 
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D'ailleurs,  si,  étant  donnée  une  fonction  quelconque  F  des  coelfi- 
cients  a,  a',  ri" ^  h,  b\  b" ,  on  désigne  par  F^  ce  que  devient  cette 
(onction  quand  on  y  remplace  «,«',«"  para  —  5,  a' — 5,  a" — 5; 
si  enfin  on  désigne  par  5,,  50,  ^3  les  trois  racines  de  l'équation 

A.,  =  {a  —  s){a—s)(a"—s)  —  {a  —  s)b'^ 

—  {a'  —  s )b"'  —  ( a"  —  s)b"-^  -\-  -ibb' b"  =  0, 

les  équations  des  trois  plans  principaux  du  cône  seront  respecti- 
vement 

X  =  ^  /A5,  -^  j  y/A_;^  -+-  z  s/Ks,  =  o, 

Y  =  X  y/A.y.,  +7  \Jk',^^  H-  z  y/A^^  =  o, 

Z  =^x  sf^^^  4-7  \/K,  +  -  \/K,  =  o, 

pourvu  que  l'on  prenne  les  signes  des  radicaux  de  manière  à  satis- 
faire aux  équations 

v/^i.  v/a;  =  B,.,     .... 

Le  produit  XYZ  sera  donc  égal  à  f(x^y^z),  à  un  facteur  près, 
indépendant  des  quantités  x^)',z;  on  reconnaît  sans  peine,  en 
formant  directement,  par  exemple,  le  coefficient  de  x^j  que  ce  fac- 
teur est  égal  à  ±  I.  En  appliquant  les  formules  (2)  ou  (2  bis),  on 
obtiendra  donc  une  décomposition  en  carrés  du  discriminant 

K  =  (A..  +  a;  +  a;)  (a.,  +  a;  +  a;)  (a.3  +  a;^  -  a;) 

de  l'équation  As=  o;  l'application  de  la  formule  (2  bis)  conduit  à 
la  décomposition  de  M.  Kummer  : 

K  =  i5[(^"B'—  b'B")^  +  (bB"—  6"B)2  +  (^^'B  —  bB'y-] 

+  [B(a'+  a"—  -la)  —  ^(  A'+  A"—  2  A)J2 
-i-  [ B'(a"-^  a  —  2a')  —  b'{\"-^  A  —  2A')]-2 
-i-  [  B"{a  -f-  a'-  2«")  —  ^"(A  +  A'-  2  A")]^ 
+  (  a' A"  -r-  a" A  +  a  A'  —  a"X'  —  a  A"  —  a'A  y . 


I 
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SUR    UNE    PROPOSITION    CONCERNANT    LES    FONCTIONS    UNIFORMES 
D'UNE  VARIABLE  LIÉES  PAR  UNE  RELATION  ALGEBRiaUE  ; 

Par   m.  Emile  IMCAIU) 

Dans  lin  travail  sur  une  classe  d'équations  difTérontiellos  {voir 
l.  IV  de  ce  Recueil,  o^  série,  1880),  j'ai  considéré  deu\  fonctions 
uniformes  d'une  variable,  n'ayant  d'autre  point  sinj^ulier  essentiel 
(jue  le  point  à  l'infini  et  liées  par  une  relation  al^éhricjue.  Envisa- 
geons ici  d'une  manière  plus  générale  deux  fonctions 

uniformes  dans  tout  le  plan,  ayant  des  pôles  en  nombre  (|uelconfjue 
et  un  nombre  fini  de  points  singuliers  essentiels^  je  me  propose 
tV établir  que j  s'il  existe  entre  ees  deux  fonctions  une  relation 
algébrique,  le  génie  de  cette  relation  doit  être  zéro  ou  l' unité. 
J'indiquerai  ensuite  la  forme  générale  de  deux  fonctions  uniformes 
P  et  Q  liées  par  une  relation  algébrique. 

1.  Mon  point  de  départ  est  dans  la  proposition  suivante,  qui  ré- 
sulte des  recherches  de  M.  Poincaré  sur  les  fonctions  fuchsiennes 
{Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  1882). 

y  étant  lié  à  x  par  la  relation  algébrique 

de  genre  égal  ou  supérieur  à  2,  on  peut  trouver  une  écjuation 
linéaire  du  second  ordre 

où  o  est  rationnel,  n'ayant  d'autres  points  singuliers  que  les  points 
analytiques  x^=za,  y  =2  b^  points  singuliers  de  l'équation  (i),  et 
jouissant  des  propriétés  suivantes  :  si  l'on  prend  deux  intégrales 
convenables  co,  et  coo,  l'équation 
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donne  pour  x  une  fonction  fuchsienne  de  u,  fonction  qui  n'est  dé- 
finie que  pour  les  valeurs  de  ii  dans  lesquelles  le  coefficient  de  / 
est  positif.  De  plus,  dans  le  voisinage  d'un  point  analytique  ^=  a, 
y  =  b  (y  =2  b  faisant  partie  d'un  système  circulaire  de/>  racines), 

le  quotient  —  sera  fonction  uniforme  de  (x  —  a)'\  et  nous  pouvons 

enfin  su[)poser  qu'aucune  des  substitutions  du  groupe  de  l'équa- 
lion  linéaire  n'est  parabolique. 

La  fonction  u  de  x,  que  nous  venons  de  définir,  a  pour  chaque 
valeur  de  x  une  infinité  de  déterminations;  quelque  soit^,  toutes 
ces  déterminations  ont  des  valeurs  finies,  et  dans  ces  expressions, 
mises  sous  la  forme  ordinaire  des  quantités  imaginaires,  le  coef- 
ficient de  /  est  toujours  positif  et  différent  de  zéro  :  u  désignant 
l'une  d'entre  elles,  toutes  les  autres  sont  données  par  la  formule 

A  u  -^  B 

où  A,  B,  C,  D  sont  réels  et  satisfont  à  la  relation  AD  —  BC  =  i . 
La    substitution    (A,  B,   G,  D)  est  une    des    substitutions    du 
groupe  fuclisien  défini   plus  haut.  Ce  groupe,  comme  je  l'ai  dit, 
ne  renferme  pas  de  substitutions  paraboliques. 

2.  Ces  résultats  étant  admis,  supposons  maintenant  qu'entre 
deux  fonctions  uniformes 

^  =  p(^),   r  =  Q(z) 

existe  une  relation  algébrique 

de  genre  égal  ou  supérieur  à  deux.  Les  fonctions  P  et  Q  ont  des 
pôles  en  nombre  quelconque  et  un  nombre  fini  de  points  singu- 
liers essentiels,  que  nous  pouvons  tous  supposer  à  distance  finie 
et  que  je  désignerai  par  a^^  a.,,  .  .  . ,  (1,^ 

J'envisage  la  fonction  //  de  .r  qui  vient  d'être  définie.  Je  rem- 
place dans  cette  fonction  ./'  par  P(^)  *  //  devient  alors  une  fonction 
de  3  dont  nous  allons  faire  l'étude.  Dans  le  voisinage  de  toute 
valeur  de  :;  à  laquelle  ne  correspond  pas  un  système  de  valeurs  de 
X  cl  r  (jui  donnent  un  point  singulier  tle  la  relation  algébrique, 
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la  fonction  u  est  évidemmonl    uniforme.  Soil  maintonanl   c=  3, 

une  valeur  de  z  pour  laquelle  on  ail  jr*  =  «,  y  =  b,  celle  derniènî 

faisant   partie    d'un   système    circulaire    de  p  racines;   l'équation 

V{z)=ia  admettra  la  racine  ;:  =  ^,   à   un   degré   de    multiplicitf- 

multiple  de/>,  puisque  la  valeur  de  r  tirée  de  Téquation  (i)  doit 

être  une  fonction  uniforme  de  z\  or  ii(x)^  étant  dans  le  voisinage 

i_ 

de  X  =  a  fonction  uniforme  de  (r  —  a)f\  sera  par  suite  une  fonc- 
tion uniforme  de  z  dans  le  voisinage  de  :;,  :  on  voit  donc  que  n 
est  une  fonction  uniforme  de  :;  dans  tout  contour  simple  ne  com- 
prenant aucun  des  points  r/j,  a-^f  •  •  •,  <^///- 

INous  allons  maintenant  rechercher  la  forme  de  u  dans  le  voisi- 
nage d'un  tel  point  a.  Traçons  autour  du  point  a  un  certain  do- 
maine D  ne  comprenant  aucun  autre  point  essentiel  des  fonctions 
1^  et  Q.  Soit  pour  un  point  de  ce  domaine  une  détermination  u  de 
la  fonction  ii{z);  quand  z  fait  un  tour  complet  autour  du  point  r/ 
dans  le  sens  positif,  x  =  P(z)  décrit  dans  son  plan  une  courbe 
également  fermée,  et  par  conséquent  la  nouvelle  détermination  de 
u  a  la  forme 

Au-i-B 
G  «  -i-  U  ' 

cette  substitution  étant  une  des  substitutions  du  groupe  dont 
il  a  été  parlé  précédemment,  et  deux  cas  vont  être  à  distin- 
guer, suivant  que  cette  substitution  est  hyperbolique  ou  ellip- 
tique. 

3.  Supposons  d'abord  que  la  substitution  (A,  B,  G,  D)  soit 
hyperbolique.  On  a  alors  (A-f-D)-  >>  4-  On  peut  alors,  comme 
il  est  bien  connu,    trouver  cinq   quantités  réelles  a,  [3,  v,  ô  et  A\ 

telles  que Ç—  se  reproduise  multiplié  par  k  après  un  lour  com- 

*       ^(  -\-  ou  ^  ^^  *■ 

plet  de  z  autour  du  point  a. 

k'  est  d'ailleurs  une  constante  positive  différente  de  l'unité;  dé- 
signons par  |JL  son  logarithme  arithmétique.  Le  quotient 


{z-aY 


Y  -h  ou 
reprend  par  suite  la  même  valeur  après  un  lour  complet,   cl  l'on 
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|)eut  écrire 

L_  =  {z  —  a)''-'i':;{z), 

Y  -\-  rjil 

la  fonction  c:<(^)  étant  uniforme  dans  le  domaine  D;  '^(;)  n'aura 
dans  ce  domaine  d'autre  point  singulier  que  le  point  a,  car  le  dé- 
nominateur yH-o«  ne  peut  jamais  devenir  nul,  puisque  y  et  o 
sont  réels.  De  plus  ':^{z)  ne  s'annulera  jamais,  puisque  a  +  ^^n  ne 

peut  s'annuler;  par  suite,  le  quotient  ^-^  est  uniforme  et  continu 

dans  D  à  l'exception  de  a.  On  peut  alors  écrire 

ci(5j  {z  —  af-        z  —  a 

série    double    procédant    suivant    les    puissances    croissantes    de 

- a.  En  intégrant,  on  voit  de  suite  que  A,  doit  être  un  entier  m    | 

positif  ou  négatif,  puisque  cp(^)  est  uniforme;  on  a  donc 

o(^)  =  (^z  —  a)'"  ef^-\ 

f(z)  étant  uniforme  dans  D  et  continue  à  l'exception  du  point  a. 
En  résumé,  nous  obtenons 

a  -t-  3?/,        ,  -^-+-»/    ^,  > 


Y  -+-  ou 


Or  le  coefficient  de  i  dans  le  premier  membre  a  un  signe  inva- 
riable, puisque  dans  </ le  coefficient  de  i  est  toujours  positif;  nous 
allons  montrer  que  le  coefficient  de  i  dans  le  second  membre  ne 
[)eut  avoir  un  signe  constant;  écrivons  à  cet  effet 

Si  dans  cette  expression  le  coefficient  de  /  a  toujours  le  même 
signe,  le  signe  +  pour  fixer  les  idées,  le  coefficient  de  f  dans 

devra  rester  compris  entre  ikr^  et  (p.A  -f-i)'^'   c'est-à-dire  entre 
deux  limites  fixes. 
Posons 

\9.r.  i  /      ' 
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Il  est  tout  (l'abord  (^'vident  (jiic,  si  /;/  rrcsl  pas  nul,  \  nr  jxiii 
rester  entrer  deux  limites  lixes,  car  ime  rolalion  aiiloiii'  du  poiui  a 
augmente  V  de  iiut.. 

Supposons  done  m  =  o;  l'égalité  précédente  pourra  s'é(;riie 

log(.--«)+_/(^)  =  -----^_--, 
ou 

(z  —  a)e  '"      "   =  e      i'-   e    i^   . 

Mais  le  module  du  second  membre  reste  compris  entre  deux 
limites  déterminées,  tandis  que  le  premier  j^eut  devenir  aussi 
petit   que    l'on   veut,   que  /{:■)  soit   continue    ou   non    au    point 

11  résulte  de  la  contradiction  que  nous  venons  de  rencontrer  que 
la  substitution  (A,  B,  C,  D)  ne  peut  être  hvperbolique. 

l.  Supposons  maintenant  que  la  substitution  soit  elliptique. 
Nous  avons  dans  ce  cas 

(A-+-D)2<4. 

On  pourra  encore  trouver  quatre  quantités  a,  p,  ^%  o  et  Â  telles 

que ^  se  reproduise  multiplie  par  A  après  un  tour  de  z  autour 

'        oL-i-  ou  *  1        r  1 

de  a;  mais  ici  ces  quantités  ne  sont  plus  réelles.  On  a  pour  déter- 
miner le  rapport  de  y  à  o  l'équation  du  second  degré 

B52  +  (D  — A)0Y  — Gy^^o, 

et  pareillement 

Bp2_+_(D_A)3a  — Ga2  =  o; 

77  et  ^  sont  donc  racines  de  l'éfiuation  du  second  decré 

B  +  (D  — A)x  — Cx2=,(), 
dont  les  racines  sont  imaginaires,  puisque 

(  A  +  D  )2  <  4     et     AD  —  BG  =  I . 

Nous  prendrons  pour  ^  la  racine  dans  la(|uelle  le  eoeilicienl  de 

? 

«  est  néi^atii,  et  par  suite  dans  k  le  coefficienl  de  /  sera  positif. 
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Quant  an  nuillipllcateiir  A,  il  est  nécessairement  une  racine  de 
l'unité,  sans  quoi  le  groupe  dont  fait  partie  la  substitution 
(A,  B,  C,  D)  ne  serait  pas  un  groupe  discontinu;  nous  poserons 

2/n-  i 

donc  A-  =  e   "    y  ni  et  n  étant  positifs  et  premiers  entre  eux. 
Ceci  posé,  considérons  le  quotient 

OL-^  pu        .  — 

^  :  (z  —  a)"; 

Y  -H  OU 

ce  quotient  sera  une  fonction  uniforme  dans  le  domaine  D. 
Ecrivons  donc 

y.  -\-  iiu       ,  x—    /    s 

(^  — rt)«cp(^). 


(jU 


D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  le  coefficient  de  /  dans 
—  X  est  négatif,  tandis  qu'il  est  positif  dans  —  q«  Le  dénomina- 
teur Y  H- 0?/  ne  peut  donc  s'annuler,  puisque  dans  u  le  coeffi- 
cient de  i  est  toujours  positif;  il  y  a  plus,  le  module  du  pre- 
mier membre  reste  toujours  inférieur  à  une  limite  qu'il  serait 
facile  d'assigner.  On  en  conclut  que  le  point  z  =.  a  ne  peut 
être  un  point  singulier  essentiel  pour  o(^).  Ce  point  est  donc 
un  pôle  ou  un  point  ordinaire  pour  la  fonction  cp  ;  dans  ces  con- 
ditions, l'expression 

m 

n  étant  plus  grand  que  i  et  m  étant  premier  à  n,  ne  peut  que 
tendre  vers  zéro  ou  augmenter  indéfiniment  quand  z  tend  vers  a\ 
la  seconde  supposition  étant,  d'après  ce  qui  précède,  inadmissible, 
cette  expression  a  la  valeur  zéro  pour  z  =  a.  Nous  arrivons  donc 
à  cette  conclusion  : 

De  quelque  manière  que  z  tende  vers  le  point  «,  la  fonction  // 

tend  vers  —  j--  Or,  pour  //  =  —  „ ,  la  fonction  fuchsienne  .r  de  //, 

définie  par  la  relation  (Jj  i) 

-^  =  u, 
w, 

possède  une  valeur  parfaitement  déterminée;  donc,  de  quelque 
manière  (pi(>    r-   tende  vers  r/,  la  fonction  .r  =  P(c.)  lend  vers  une 


I 
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valeur  Jclcrmincc,    ce  qui  est  en  conlradiclion   avee  riiypolhcsc 
(jue  le  point  (i  est  un  point  singulier  essentiel  de  l*(3). 

La  substitution  (A,  B,  C,  D)  ne  peut  donc  être  elliptique;  or, 
comme  le  groupe  ne  renferme  que  des  substitutions  elliplicpies  et 
hyperboliques,  il  ne  nous  reste  plus  qu'à  supposer  que  la  (onction 
fi  de  z  est  uniforme  dans  le  voisinage  de  a. 

5.   L'examen  de  ce  cas  sera  bien  facile.  On  aurait  alors 

u  =  A(^)  -f-  B(^), 

où 

A(^)  =  Ao-t- Ai(^  — a)-}-..  ., 


a        { z  —  a  )2 

[5(^)  doit  être  nulle,  sinon  le  coefficient  de  i  dans  la  fonction  u 
aurait  un  signe  variable.  On  a  donc 

u  —  Ao  -h  Ai(^  —  a)  -\-  AaC-s  —  ay  -h.  .  .  . 

Dans  la  constante  Ay,  le  coefficient  de  /doit  être  différent  de 
zéro  et  positif;  il  ne  peut,  en  effet,  être  nul,  car  alors  le  coefficient 
de  i  dans  u  serait  le  même  que  dans 

Al  {z~a)^  s\^{z  —  a)2  -h. . .  ,- 

et  ce  dernier  dans  le  voisinage  de  z  -.::^  a  n'a  évidemment  pas  un 
signe  constant. 

On  voit  donc  que,  quand  z  tend  vers  a,  u  tend  vers  une  va- 
leur Ao  dans  laquelle  le  coefficient  de  /  est  différent  de  zéro  et 
positif.  En  raisonnant  comme  plus  haut,  nous  en  concluons  que, 
pour  z=za^  la  fonction  P(^)  a  une  valeur  parfaitement  déter- 
minée. 

fJ hypothèse  faite  que  le  genre  de  la  courbe 

/{,T,y)  =  o 

est  supérieur  à  Vunité  est  donc  inadmissible,  puisqu'elle  nous 
conduit  à  cette  contradiction  cjue  a^,  a^,  •  •  •-,  an  ne  sont  pas 
des  points  singuliers  essentiels  de  P(5)-  La  proposition  énoncée 
est  complètement  établie. 
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6.  Dans  le  cas  (*)  où  les  fonctions  V(z)  et  Q(^)  n'ont  qu'un 
seul  point  singulier  essentiel  que  nous  pouvons  supposer  être  le 
point  ce  ,  la  démonstration  est  immédiate.  En  substituant,  en  effet, 
dans  w  à  la  place  de  x  la  fonction,  P{z),  on  obtient  une  fonction 
u(z)  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan;  d'ailleurs  dans  u{Z') 
le  coefficient  de  i  est  toujours  positif;  par  conséquent  la  fonction 
f^iu{z)^  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan,  a  un  module  toujours 
moindre  que  un,  ce  qui  est  impossible. 

7.  Cherchons  maintenant  la  forme  générale  de  deux  fonctions 
V(z)  et  Q(s)  avant  les  points  singuliers  essentiels  r/,,  a.y,  ...,  a,i, 
et  liées  par  la  relation  algébrique 

Cette  relation  sera,  d'après  ce  qui  précède,  du  genre  zéro  ou  du 
genre  un. 

Dans  le  premier  cas,  on  pourra  exprimer  x  et  v  rationnellement 
en  fonction  d'un  paramètre  A,  et  cela  de  telle  manière  qu'à  un 
système  de  valeurs  ne  corresponde  en  général  qu'une  valeur  de  A. 

On  aura  alors 

.r  =  F(X),    7  =  Fi(X)     et     X  =  (p(a^,j), 

F,  F,  et  '^  étant  des  fonctions  rationnelles  :  en  remplaçant  x  et  )' 
par  P(5)  et  Q(^),  ^^  sera  une  fonction  R(^)  ayant  les  points  sin- 
guliers essentiels  <:/,,  «2,  . . . ,  «/^  et  Ton  a 

.r  =  F[R(^)],    y  =  \\{K{z^\. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  relation  algébrique  soit  du 
genre  un.  Considérons  l'intégrale  abélienne  de  première  espèce 
correspondant  à  cette  relation 


r 


F(.r,  y)dx 


(')  Ce  cas  est  celui  que  j'ai  considéré  dans  le  travail  rappelé  au  début;  pour  être 
rendue  entièrement  rigoureuse,  la  démonstration  qui  s'y  trouve  indiquée  aurait 
besoin  d'être  complétée.  J'avais  donné  auparavant  une  démonstration  à  l'abri  de 
toute  objection,  en  supposant  que  la  relation  entre  x  tl  y  était  hyperelliptique 
{Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  juillet  1880). 


I 
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ri  laisons,  diiiis  rcxpression 

a;  =  P(2)  et  r=  Q(2);  nous  aurons  une  fonction  uniforme  de^3 
et  continue  pour  toute  valeur  de  z  distincte  de  «,,  r/o,  ...,  fi,i- 
Cette  expression  aura  donc  les  seuls  points  singuliers  r/<,  r/o,  ...,  an 
cl  nous  pouvons  alors  écrire 


p  =  1 


en   désignant  par   Gp(z)  une  fonction  entière  de  z.   Multiplions 
par  dz  les  deux  membres  de  cette  relation  et  intégrons,  il  vient 


p  —  n  p  -  n 


en  désignant  par  les  mêmes  lettres  G  de  nouvelles  fonctions  en 
tières,  les  B  et  A  étant  des  constantes.  Or  l'équation 

F  dx 


f 


/; 


=:   U 


donne  a:  =  ^('')?  ^  étant  une  fonction  uniforme  doublement  pério- 
dique de  if  ;  on  a  donc 

.27  =  <p     B^  +  y^  A^  log(^  —  ap)  +  R{z)    , 

R(^)  n'ayant  d'autres  points  singuliers  (pôles  ou  points  essentiels) 
que  c/i,  a2,  . .  • ,  cif,. 

X  devant  être  une  fonction  uniforme  de  z^  on  aura,  en  désignant 
par  ^^)  et  to'  les  périodes  de  ce, 

'Xizikp  =  lUpiù  -^  Hpto'     (/>  =  I,  2,  .  . .,  n), 

les/??,  et  /i  étant  des  entiers.  D'autre  part,  le  point  c-  z=  oo  étanl  un 
point  ordinaire  pour  la  fonction  x,  on  aura 


p  =  n 


B  =  o     ei      \   Ap  =  o, 
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cl  nous  avons,  en  résumé, 

j  =  cp,     R(^)-+-^A;,  log(^  — «p)     , 

Ci  et  'Ji  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  aux  périodes 
(0  et  to' . 


SUR  LA  DATE  DES  PRINCIPALES  DECOUVERTES  DE  FERMAT; 
Par  m.  Paul  TANNERY. 

I. 

Le  résultat  peut-être  le  plus  singulier  de  l'histoire  des  Mallié- 
matiques  est  de  montrer  que  les  grandes  découvertes,  celles  qui 
portent  la  véritable  empreinte  du  génie  et  qui  ont  exercé  une 
influence  décisive  sur  le  développement  ultérieur  de  la  Science, 
doivent  être  rapportées  à  la  jeunesse  plutôt  qu'à  l'âge  mûr  de 
leurs  auteurs.  Il  ne  s'agit  pas,  bien  entendu,  de  la  date  de  publi- 
cation de  ces  découvertes,  mais  de  l'époque  à  laquelle  les  inven- 
teurs CM  ont  eu  la  conscience  pleine  et  entière,  possédé  les  dé- 
monstrations fondamentales  et  déduit  les  conséquences  immé- 
diates. 

Je  me  propose  de  montrer  que  Fermât  n'a  point  fait  exception 
à  la  règle;  cette  question  jusqu'à  présent  n'a  pas  été  sérieusement 
discutée  et,  si  on  l'a  effleurée,  c'a  été  plutôt  pour  la  résoudre  en 
sens  contraire.  Par  exemple,  M.  Gli.  Henrv  a  constaté  certaines 
dates  et  a  essayé  d'en  déterminer  quelques  autres  dans  ses  Re- 
cluTcltcs  sur  les  nianiiscrils  de  Pierre  de  Fermât,  suivies  de 
fidi^Dwiils  iiK'dils  (le  lutcltci  cl  de  Malebranche  (');  sa  conclu- 


(')  Pulilicps  dans  le  llalhUiiu*  (h  Uihlioi^rojîa  c  di  Storid  (telle  Seienze  ina- 
trmalivhe  e  fisiche.  l.  \II,  juillel,  aoiU,  seplcnihrc,  oclohre  iS^ç).  —  Suppléjncnl, 
t.  Mil,   jiiilk'l  iSiSo.  .I<'  cilrrai    soii'^  la  nii>ri(|nt'  f/enrv.  d'après  les  tiraijrs  à  [larl. 


i 


sion  la  j)lu.s  nellc  (|).  . k>>  ,  Noie  4)  ^sl  f\^i^  ''•  moil  rJc  Mcrscniio, 
arrivée  le  i"  septembre  1648,  est  anlérieurc  aux  plus  heaiiv  iIk'm)- 
rèmcs  de  Fermât. 

Tant  que  les  pièces  encore  inédites  du  j^éomèlre  toulousain 
n'auront  pas  été  publiées,  des  données  essentielles  manqueront 
au  reste  pour  la  détermination  de  la  chronologie  de  ses  tra- 
vaux. L'étude  que  j'entreprends  se  trouve  donc  nécessairement 
limitée  sous  le  rapport  de  la  précision  des  conclusions  ;  d'autre 
part,  je  la  bornerai  aux  découvertes  que  je  considère  comme  capi- 
tales et  qui  sont  les  suivantes  : 

i*^  En  Algèbre  pure^  la  proposition  sur  les  nombres  figurés, 
(DioPHANTE,  De  multangulis  niuneris^  p.  i()),  qui  donne  la 
loi  de  formation  des  coeificients  du  binôme  ;  la  sommation 
des  puissances  semblables  des  termes  d'une  progression  arith- 
métique ; 

2"  En  Analyse  infinitésimale,  la  méthode  de  maximis  et  mi- 
nimis  ou  des  tangentes,  avec  le  calcul  inverse,  qui  constituent 
peut-être  le  slade  le  plus  important  de  l'élaboration  antérieure  à 
l'invention  de  l'algorithme  leibnitzien  (*); 

3"  En  théorie  des  nombres,  d'une  part,  la  célèbre  proposition 
négative  sur  l'équation  ^" -j-  >"  =zz",  proposition  dont  il  n'existe 
pas  encore  de  démonstration  générale;  d'un  autre  côté,  le  théo- 
rème sur  la  composition  d'un  nombre  entier  en  polygones  d'un 
nombre  de  côlés  donné  [DiopJiante ,  p.  1 80-1 81),  théorème  que 
Fermât,  dans  sa  lettre  à  Pascal  du  20  septembre  i654  (-),  indique 
lui-même  comme  le  couronnement  de  ses  découvertes  sur  les 
nombres,  comme  celle  qui  suppose  connu  «  tout  ce  qu'il  a  in- 
venté de  considérable  ». 

Si  je  n'étends  pas  davantage  la  liste  des  découvertes  de  Fermât, 
dont  la  date  mérite  d'être  particulièrement  recherchée,  c'est  d'ail- 
leurs afin  d'exclure  aussi  bien  celles  pour  lesquelles  la  priorité  du 


('  )  .le  n'ai  pas  à  rappeler  les  jii^cinciUs  de  (rAlemherl,  de  Lai;iant;e,  de  I.aplaoe, 

([ui  considèicuL  l'cniiuL  comme  le  vériLable  iiiveuleiir  du  Calcul  dilVércnliei.  Pour 

marquer  l'iuiporLance  de  ses  travaux  dans  le  domaine  de  l'Analyse  infinilésimale, 

il  me  suffira  d'indiquer  qu'il  a  donné  de  fait,  notalions  à  pari,  la  règle  de  l'inlé- 

.Si'alion  par  parties  (  Varia,  p.  5i  et  suiv.)- 

C^)  T.  II,  p.  4o4-'4o'^  <^c  l'édition  Laluire,  1860,  des  OFiiK'icfi  contplètes  de  Blaise 
/'asca/,  lonie  (juc  je  continuerai  à  citer  sous  la  vul)ii(|ue  Pascal. 
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principe  pourrait  lui  être  contestée,  que  celles  qui,  malgré  leur 
importance  théorique,  ne  semblent  pas  avoir  joué  un  rôle  aussi 
décisif  que  celui  des  propositions  et  méthodes  indiquées  ci-dessus. 

II. 

Si  l'on  prenait  à  la  lettre  ce  queditPa^ca/  (p.  443)  sur  la  pro- 
position XI  de  son  Traité  des  ordres  numériques,  le  théorème 
sur  les  nombres  figurés  (coefficients  du  binôme)  aurait  été  inventé 
en  même  temps  par  Fermât  et  par  lui  : 

«  Cette  même  proposition,  que  je  viens  de  rouler  en  plusieurs 
sortes,  est  tombée  dans  la  pensée  de  notre  célèbre  conseiller  de 
Toulouse,  M.  de  Fermât;  et  ce  qui  est  admirable,  sans  qu'il  m'en 
eût  donné  la  moindre  lumière,  ni  moi  à  lui,  il  écrivoit  dans  sa 
province  ce  que  j'inventois  à  Paris,  heure  pour  heure,  comme  nos 
lettres  écrites  et  reçues  en  même  temps  le  témoignent.    » 

De  fait,  la  lettre  de  Fermât  à  Pascal  (p.  4*^3)  du  2g  août  i654, 
autorisait  l'inventeur  du  triangle  arithmétique  à  s'exprimer  comme 
il  l'a  fait  : 

((  Et  si  mon  calcul  ne  me  trompe,  votre  onzième  conséquence 
couroit  la  poste  de  Paris  à  Toulouse^  pendant  que  ma  proposition 
des  nombres  figurés,  qui  en  effet  est  la  même,  alloit  de  Toulouse 
à  Paris.  » 

Cependant  la  priorité  de  Fermât  est  indiscutable,  et  sa  décou- 
verte est  d'au  moins  dix-Jiuit  ans  antérieure. 

Mais  ce  qu'il  j  a  de  plus  étrange,  c'est  que  Pascal  affirme  n'en 
avoir  pas  eu  la  moindre  lumière  ,  car  l'énoncé  de  la  proposition 
de  Fermât  se  retrouve  dans  une  lettre  de  lui  à  Roberval  du  4  no- 
vembre i63()  ('). 

Et  ce  qui  montre  bien  au  reste  que,  dès  lors,  Fermât  se  rend 
parfaitement  compte  de  l'importance  du  théorème  qu'il  appellera 
le  plus  beau  cl  le  plus  général  qu'on  puisse  donner  in  nfnnrris  (-)^ 


(')  Varia,  p.  ^\(^,  lignes  33-37. —  L'énoncé,  lalin  coninie  celui  des  Observations 
si/r  Dio/ifianlc,  en  diiïère  sur  ((uelques  points  insignifiants,  niais  (jui  seniMent 
appartenir  à  une  première  rédaction.  Il  y  a  d'ailleurs  à  la  derni«''re  ligne  :  «  Kt  eo 
in  infinilnni  picigressu,  ^)  une  faute  d'impression:  il  faut  liiv  .s/r. 

('^)  PiniMi  wTi:.  ior.  cit.  —  Cette  expression  ne  signilie  évidemment  pas  «  dans 
In  théorie  des  nombres  »,  comme  a  traduit  //enrj   (p.  ii),  ([ui  a   tort,  d'ailleurs, 
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c'esl  (|u'il  s'en  est  ininiédlateinent  servi  [)()ur  la  leclMiche  des  soim- 
mations  des  puissances  semblables  des  termes  d'une  j)ro<^ressi()ri 
arithmétique. 

Dans  sa  lettre  précitée  à  Roberval ,  Fermât  dit  explicitement 
que  c'est  |)ar  le  moyen  de  la  proposition  qu'il  énonce  qu'il  est 
venu  à  bout  de  cette  question  de  la  sommation;  il  offre  d'ailleurs 
à  son  corres])ondant  tout  ce  qu'il  a  fait,  «  qui  comprend  entière- 
ment tout  ce  qui  se  peut  dire  sur  eu^tte  matière  ».  Il  est  donc  en 
possession  de  la  solution  complète. 

Roberval  devait  plus  tard,  dans  une  lettre  à  Hevelius,  de  i65<), 
profiter  du  silence  que  Fermât  paraît  avoir  gardé  depuis  cette 
époque,  pour  s'arroger  la  découverte  de  la  sommation  des  puis- 
sances semblables.  La  lettre  que  Fermât  lui  écrivit  le  i6  dé- 
cembre i(V66  (Vai^ia,  p.  i4<^)  constate  bien  au  reste  que  Rober- 
val, après  la  communication  précédente,  somma  les  quatrièmes  et 
cinquièmes  puissances,  mais  en  même  temps  que  sa  méthode  ne 
s'appliquait  ])as  «  ad  omnes potestates  ». 

Roberval  avait-il  caché,  même  à  Pascal  et  au  père  de  celui-ci, 
les  précieuses  indications  qu'il  avait  reçues  de  Toulouse?  11  faut  le 
croire  pour  l'honneur  de  l'auteur  des  Pensées,  qui  traita  naturel- 
lement à  son  tour  le  problème  des  sommations,  et  le  lit  comme  si 
rien  n'avait  encore  été  publié  à  ce  sujet  (  '). 


ni. 

L'^histoire  des  travaux  de  Fermât  en  Analyse  infinitésimale  a  été 
plus  approfondie,  à  cause  de  ses  démêlés  avec  Descartes,  que  celle 
de  ses  recherches  en  Algèbre  pure.  Je  pourrai  donc  me  borner  à 
une  seule  remarque. 


de  reproclier,  à  ce  sujet,  une  exagération  d'expressions  au  malliéniaticion  le  plus 
rcellenment  modeste  de  son  temps;  sa  conduite  avec  Pascal  montre  suflisauiment, 
à  cet  égard,  son  véritable  caractère. 

(')  Pascal,  p.  475-48.5,  Potestatuni  nuwericarurn  siimma.  —    Au  début  de  ce 

Traité,  l'auteur  constate  que  les  anciens  avaient  sonimé  les  carrés  et  les  cubes.  On 

était  donc  d'accord,  au  xvu"  siècle,  pour  reconnaître  comme  appartenant  à  Tanti- 

t        quité  la  formule  de  sommation  des  cubes  que  M.  Kantor  a  récemment  retrouvée 

dans  VEpaphi-oditiis    {Die   romischen    Agrimensoren,    Leipzig,   1875,   p.  127  et 
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Dans  sa  lettre  à  Robervaldu  -l'x  septembre  \(SZ(^{\ aria,  p.  1.36), 
Fermât  indique  la  date  de  1629  comme  celle  d'une  première  ré- 
daction de  sa  méthode  de  maximis  et  mi  ni  mi  s  : 

«  Vous  savez  que,  puisque  vous  avez  vu  celle  que  M.  Despagnet 
vous  a  donnée,  vous  avez  vu  la  mienne  que  je  lui  baillai,  il  y  a 
environ  sept  ans,  étant  à  Bordeaux.    » 

A  la  date  de  sa  lettre  précitée.  Fermât  est  en  pleine  possession 
de  sa  méthode,  et  l'applique  à  l'invention  des  tangentes,  des 
centres  de  gravité  et  à  la  cubature  de  solides  de  révolution.  Il  a 
enfin  carré  Taire  des  paraboles  de  divers  degrés. 

Ainsi,  à  trente-cinq  ans.  Fermât  (né  en  août  1601)  a  déjà  fait 
ses  découvertes  fondamentales,  en  dehors  de  celles  qui  se  rap- 
portent à  la  théorie  des  nombres.  Pour  préciser  plus  exactement 
la  date  de  ces  découvertes,  les  données  manquent  actuellement. 
En  tout  cas,  11  ne  semble  pas  y  avoir  de  preuves  qu'il  ait  com- 
muniqué quelque  écrit  mathématique  important  avant  cette  date 
de  i6?.9,  où  il  remit  également  à  Despagnet  une  copie  de  son 
deuxième  Livre  des  Lieux  plans  d^ Apollonius  ('), 

Pour  la  tliéoric  des  nombres,  il  est  au  contraire  permis  d'indi- 
quer le  moment  où  Fermât  y  faisait  ses  premiers  pas  encore  incer- 
tains, et  c'est  précisément  à  cet  âge  de  trente-cinq  ans. 

Dans  une  lettre  à  Mersenne  du  2  septembre  i636  (Vofia  , 
p.  I  23),  il  dit  : 


175).  Rarhcl  avaiL  d'ailleurs  eu  connaissance  de  cet  aiilcur  en  nnanuscrit,  et  il  lui 
a  fait  d'importants  emprunts  (Diopiiame,  De  niultang.  numeris,  p.  i5,  20,  a-^). 

(')  Lettre  à  Hobcrval,  du  20  avril  1687  (  Varia,  p.  i53,  i54). —  Le  premier  Livre 
des  Lieux  plans  ne  paraîtrait,  d'après  cette  lettre,  avoir  été  terminé  que  long- 
temps après  et  envoyé  à  Paris  (Carcavi),  qu'au  commencement  de  16.37.  H  y  a  'à  une 
petite  difficulté;  il  ne  fai^t  pas  s'amèter  à  la  citation  des  Varia  (Préface),  d'après 
la(|uelle  Ilérigone  aurait  affirmé,  en  i634,  avoir  vu,  aussi  bien  que  la  méthode  de 
nuixiinis  et  minimis,  de  P'crmat,  les  deux  Livres  des  Lieux  plans,  ainsi  que 
V Fsagoge  ad  locos  pianos  et  solidos.  La  date  est  erronée  :  le  Cursus  niathema- 
licus  d'IIérigone  est  de  \(S\?>-iQt'\\. 

Mais  l'extrait  du  Journal  des  savants,  du  9  février  i665,  constate  que  Vlsa- 
f^f^ge,  qui  contient  la  théorie  générale  des  courbes  du  second  degré,  a  été  vue 
«  (levant  (|ue  iM.  Descartes  eût  rien  publié  à  ce  sujet  »,  c'est-à-dire  avant  1687.  Or, 
;i  la  lii)  (le  V  fsagoge,  Vcrmal  {Varia,  p.  8)  dit  quil  a  restitué  depuis  longtemps 
les  (Icu.r  LiNres  des  lieux  plans,  que  ses  nouvelles  recherches  permettraient  de 
rendre  beaii(nu|)  plus  «  élégants  n;  néanmoins  il  ne  regrette  pas  d'avoir  rendu  pu- 
blif  (  «'  Ir.iNail  «  précoce,   non  \\\\[v\  cl  encore  informe  ». 
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»  Oii'uii  noml)r(;  composé  de  trois  carrés  sciilcmcnl  en  noinlircs 
entiers  ne  puisse  jamais  être  divisé  en  deux  carrés,  non  pas 
même  en  fractions,  personne  ne  l'a  janjais  encore  démontré,  et 
c'est  à  quoi  je  travaille,  et  crois  que  j'en  viendrai  à  bout;  cette 
connoissancc  est  de  grandissime  usage,  et  il  semble  que  nous 
n'avons  pas  assez  de  principes  pour  en  venir  à  bout.  M.  de  Beau- 
grand  est  en  cela  de  mon  avis.   )> 

Dans  sa  lettre  à  Roberval  du  i()  septembre  i()3f)  (Varia, 
p.  i34-i3()).  Fermât  lui  pose  un  problème  qui  revient  à  démon- 
trer que  y/2  (a-  +  ^'  4-  ah)  est  incommensurable,  si  a  et  ù  sont  ra- 
tionnels, ou  encore  que  l'équation 

x^  —  'ly^  =  3z^ 

est  impossible  en  nombres  entiers.  Il  «  avoue  franchement»  n'a- 
voir pas  encore  su  trouver  la  démonstration,  quoiqu'il  soit  assuré 
que  la  proposition  est  vraie. 

Le  22  septembre  i63G  [Varia,  p.  13^),  il  annonce  avoir  trouvé 
la  démonstration. 

«  Elle  m'a  donné  grandissime  peine,  et  ne  se  présente  pas 
d'abord.  » 

Nous  allons  voir  que  les  pas  de  géant  que  Fermai  devait  faire 
dans  cette  nouvelle  carrière  ne  tardèrent  pas  à  le  mener  au  bout. 

V. 

Dans  une  lettre  à  Mersenne,  du  27  juillet  i()38.  Descartes 
énonce  comme  théorème  de  M.  de  Sainte-Croix  la  proposition  sur 
la  composition  en  polygones  d'un  nombre  entier.  Il  est  précisé- 
ment singulier  que  dans  la  «  relation  des  nouvelles  découvertes  en 
la  science  des  nombres  »  (Henry,  p.  21 3),  envoyée  par  Fermât 
à  Carcavi,  le  géomètre  toulousain  cite  cette  lettre  pour  rappeler 
que  Descartes  «  confesse  qu'il  la  juge  (cette  proposition)  si  dif- 
ficile, qu'il  ne  voit  point  de  voie  pour  la  résoudre  )\,  et  ne  reven- 
dique pas  en  même  temps  la  gloire  de  l'invention  de  l'énoncé. 
Mais  il  se  l'attribue  nettement  dans  l'observation  sur  Diophante  : 
Non  prijni  detexiinus. 

Henry  (p.  22)  la  donne  sans  ])lus  à  Sainle-(]roi\.  Cetle  con- 
clusion est  évidemment  inadmissible  :  la  Ici  Ire  de  Descaries  peut 
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seulemenl  prouver  que  Sainte-Croix  a  proposé  Ja  question  sans  en 
indiquer  le  véritable  auteur,  et  l'on  doit  inférer  dès  lors  qu'elle  a 
été  préalablement  posée  à  Sainte-Croix  par  Fermât  vers  1637. 

Or  la  lettre  où  il  l'a  ainsi  posée  existe,  à  la  vérité  sans  date.  C'est 
la  première  des  lettres  inédites  à  Mersenne  que  renferment  les 
manuscrits  d'Arbogast  (' ). 

Nous  devons  remarquer  avant  tout  que  cette  lettre  est  en  réalité 
destinée  à  Sainte-Croix  et,  d'un  autre  côté,  que  Fermât  y  déclare, 
«îomme  dans  la  lettre  à  Roberval  du  4  novembre  i636,  avoir  sommé 
les  puissances  semblables  quelconques  de  termes  en  progression 
arithmétique,  qu'il  donne  de  même,  comme  exemple,  la  même 
formule  pour  les  puissances  quatrièmes  et  la  progression  naturelle 
des  nombres,  ainsi  que  l'énoncé  de  la  proposition  des  nombres 
figurés.  La  date  probable  de  cette  lettre  à  Mersenne  (1637)  ^^ 
trouve  corroborée  par  ce  rapprochement. 

Avec  la  proposition  sur  les  nombres  polygones,  dont  Fermât  se 
dit  d'ailleurs  en  mesure  de  donner  la  démonstration,  mais  en  de- 
mandant à  ce  qu'on  ne  l'y  oblige  pas  (-),  s'en  trouve  une  autre  : 

Que  tout  nombre  de  la  forme  8/î — i  est  composé  de  quatre 
carrés  seulement,  soit  en  entiers,  soit  eji  fractions. 

Cet  énoncé  prouve  suffisamment  que  Fermât  avait  triomphé 
des  difficultés  qu'il  signalait  à  Mersenne  dans  sa  lettre  du  2  se))- 
tembre  i636  pour  un  théorème  analogue. 

Mais  ce  qu'il  y  a  de  plus  important  pour  l'objet  de  notre  étude, 
c'est  que  la  lettre  inédite  à  laquelle  nous  attribuons  provisoire- 
ment (=^)  la  date  de  1637  renferme  aussi  des  problèmes  proposés 
à  Sainte-Croix,  notamment  : 


(')  Le  texte  m'en  a  été  communiqué  par  M.  Éd.  Lucas,  à  la  disposition  duquel 
le  prince  FJoncompagni  a  mis  les  copies  d'Arbogast  pour  l'édition  de  Fermât  en 
préparation.  Libri  en  a  indiqué  le  commencement  :  Révérende  pater,  quamvis 
id  agam  ut  pro  Œdipo  damnum  restituam.  Le  texte  d'Arbogast  porte  très  net- 
tement daninuni.  mais  il  faut  certainement  lire  Davum.  «  Quoique  j'aie  à  faire, 
non  l'Olùlipe,  mais  le  Dave.  »  C'est  une  allusion  à  un  passage  bien  connu  de  VAn- 
drienne  de  Térence  :  I)a.vus  sum,  non  Œdipus,  c'est-à-dire  :  Je  ne  devine  pas 
rénigme. 

(-)  .^o.s  jj/oposi/ione/n  generalissimant  et  pidclierrimam,  prinii,  nisi  fallor, 
deleximus  et  pro  jure  synnllagniatis  admitti,  nescio  an  jure,  postulamus. 

(')  Une  détermination  plus  précise  ne  sera  possible  qu'après  un  examen  attentif 
des  autres  lettres  inédites. 
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Trouver  deux  cubes  do  ni  hi  sonimc  sotl  un  cube  ou  deux 
bicarrés  dont  Ui  somme  soil   un  bicarré. 

Trouver  un  triangle  rectangle  en  nombres  dont  Vaire  soit 
un  carré ^  problème  dont  Fermât  établit  l'impossibilité  {Dio- 
phante  y  p.  338-3."^9).  Il  se  ramène  à  trouver  deux  quatrièmes 
[)uissances  dont  la  difTérence  soit  carrée. 

Trouver  trois  carrés  formant  une  progression  arithmétique 
dont  la  raison  soit  un  carré^  question  qui  se  ramène  au  même 
problème  impossible. 

Voilà  donc  déjà  ces  énigmes  insolubles  que  Fermât  proposera 
encore  vingt  ans  plus  tard,  en  1607,  à  Wallis  et  à  Brouncker,  et 
qui  n'apparaissent  pas  dans  sa  correspondance  intermédiaire,  au 
moins  celle  qui  est  connue,  comme  s'il  n'eût  plus  jugé,  pendant 
ce  temps,  aucun  géomètre  digne  de  recevoir  un  pareil  défi  de  sa 
part. 

V. 

M.  Cil.  Henry  dit  (p.  :^3)  que  l'énoncé  général  de  la  proposi- 
tion négative  sur  l'équation  x'^  -\- y"  z=z  z"  est  sûrement  postérieur 
à  l'année  i65^,  date  de  l'un  de  ses  cas  particuliers,  et  représente 
une  des  dernières  conceptions  de  Fermât.  Il  ignorait  la  lettre  iné- 
dite dont  je  viens  de  parler,  et  dès  lors  son  opinion  tombe  d'elle- 
même.  Eu  égard  à  la  puissance  de  généralisation  singulière  qui 
est  le  caractère  marquant  de  Fermât,  on  ne  peut  douter  que  la 
conception  de  l'énoncé  complet  n'ait  été  très  voisine  de  celle  des 
cas  particuliers  où  n  est  3  ou  4-  A  quelle  date  a-t-il  trouvé  ou 
cru  trouver  la  démonstration  générale?  A  cet  égard  on  n'a  aucune 
indication  ;  cependant  il  est  bien  à  présumer  que  ce  lut  de  très 
bonne  heure. 

La  précieuse  «  relation  »  déjà  citée  «  des  nouvelles  découvertes 
en  la  science  des  nombres  »  (^Henry,  p.  21  3-2 16)  marque  les  prin- 
cipaux stades  de  la  carrière  parcourue  par  Fermai  dans  un  domaine 
encore  inexploré.  Mais,  avant  de  les  indiquer  sommairement  pour 
l'objet  qui  nous  occupe,  il  n'est  pas  hors  de  propos  de  remonter 
à  l'origine  première  des  recherches  de  Fermât  sur  celte  malière. 

Dès  1636  (lettre  du  2  septembre  à  Mersenne),  Fermai  connaît  à 
fond  Diophante;  mais  ce  n'est  point  cette  étude  qui  l'engage  dans 
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la  nouvelle  voie  :  ce  sont  les  travaux  de  Frenicle,  dirigés  dans  un 
tout  autre  sens,  qui  excitent  son  émulation.  Il  répond  d'abord  aux 
communications  de  Mersenne  par  des  lettres  {Varia,  p.  173  et 
176)0  où  il  parle,  d'une  part,  d'inventions  qu'il  a  faites,  il  y  a 
déjà  longtemps,  sur  les  carrés  magiques,  et  de  découvertes,  qui 
semblent  beaucoup  plus  récentes,  relatives  à  l'invention  des 
nombres  parfaits  {'^).  Il  ne  fait,  dit-il,  que  commencer. 

Cependant,  à  cette  date,  il  avait  déjà  dû  s'occuper  des  problèmes 
sur  les  nombres  dans  un  rapport  donné  avec  la  somme  de  leurs 
parties  aliquotes  et  des  nombres  amiables,  questions  dont,  le 
25  juin  i636  {Varia,  p.  i33),  il  a  envoyé  la  solution  à  Beau- 
grand,  ((  déjà  depuis  longtemps  »  {^).  Mais  quelques  voisins  que 
soient  ces  problèmes  de  celui  des  nombres  parfaits,  la  méthode 
qu'il  employait  ne  paraît  pas  avoir  dépassé  les  ressources  ordi- 
naires de  l'Algèbre. 

Nous  avons  précisé,  d'après  la  lettre  de  Mersenne  du  2  sep- 
tembre i636,  l'époque  où  Fermât  cherchait,  sans  posséder  encore 
de  méthode,  à  démontrer  les  propositions  négatives  sur  la  compo- 
sition des  nombres  en  carrés.  Il  semble  bien,  d'après  cette  lettre, 
que  ce  soit  au  moins  autant  la  correspondance  de  Mersenne  que 
Tétude  de  Diophantc  qui  Tait  invité  à  traiter  ces  questions. 

Ce  furent,  d'après  la  «  relation  »,  les  premières  dont  il  s'occupa 
et  pour  lesquelles  il  inventa  sa  méthode  particulière  de  réduction 
à  l'impossible. 

Le  second  stade  est  formé  par  les  propositions  affirmatives  sur 
la  composition  des  nombres  en  carrés;  Fermât  avoue  que,  pour  y 


(')  INI.  Cit.  Henry  (p.  ''iS)  attribue  avec  raison  à  ces  lettres  la  date  de  la  fin  de 
i635  ou  du  coninicnccnient  de  iG3G.  Elles  ne  peuvent  guère  remonter  plus  haut, 
car  Fermât  dit,  dans  la  seconde,  qli'il  y  a  plus  de  dix  ans  qu'il  a  découvert  sa 
méthode  j)our  les  carrés  magiques,  et,  d'après  la  première,  il  a  dû  la  faire  sur  le 
livre  des  Problèmes  plaisditis  et  délectables  de  Bachet,  \i'r2\. 

(-)  C'est  sans  aucun  doute  sur  cette  question  des  nombres  parfaits  que  Fermât 
a  découNcrt  h;  llièorènie  <pii  porte  son  nom.  Cette  question  semble,  au  reste,  avoir 
été  un  (les  domaines  propies  de  Frenicle,  et  c'est,  je  pense,  à  lui,  non  à  Fermai, 
(|u'il  faut  attribuer  les  recherches  dont  jMersenne  a  consigné  les  résultats  dans  un 
passage  célèbre  de  ses  Cogilata  pliysicoinathematica  (p.  i\  non  numérotée), 
dont  M.  VA.  Lucas  s'est  plusieurs  fois  occupé. 

(3)  La  h'tlr<>  à  Carcavi,  non  dali'-c.  des  \'<iri((.  p.  17S.  sciiiltic  èiic  iinli'ricuro  à 
celle  coiiiniunicalion  à  l>caurjancl. 
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;i|)j)liqiirr  sa  niélhodc,  il  se  trouva  en  Ix-lln  peine;  il  \  parvint 
néanmoins  a  à  l'aide  de  quelques  nouveaux  principes  qu'il  y  fallut 
joindre  par  nécessité  ». 

Le  couronnement  de  ces  propositions  est  le  théorème  sur  la 
eomposilion  d'un  nombre  en  polygones.  La  date  que  nous  avons 
assignée  à  cette  découverte  montre  avec  quelle  rapidité  Fermât 
mena  ses  travaux  (  '  ). 

De  ce  stade  fait  partie  Tétude  de  l'équation 

proposée  bien  plus  tard  à  Wallis,  mais  dès  lors  à  Frenicle. 

Puis  vient  une  nouvelle  série  de  propositions  négatives  qu'ouvre 
l'impossibilité  de  partager  un  cube  en  deux  cubes  (déjà  connue 
dans  la  lettre  inédite  de  iGSy)  et  où  ligure  la  fausse  proposition 
que  2-"  -|-  I  est  premier.  La  pièce  datée  la  plus  ancienne  où  cette 
dernière  proposition  se  rencontre  est  du  i8  octobre  i(i4o  (  Varia, 
p.  lô'.i),  mais  elle  doit  aussi,  quant  à  sa  conception,  remontera 
une  date  antérieure;  car  elle  figure  comme  probable  dans  le  frag- 
ment sur  les  nombres  premiers  à  Frenicle  [Henry,  p.  192),  et  ce 
fragment  doit  avoir  fait  partie  des  propositions  signalées  à  Rober- 
val  dans  la  lettre  non  datée  des  Varia,  p.  161,  lettre  qui  est  du 
commencement  de  1637. 

C'est  seulement  après  avoir  «  couru  toutes  ces  questions  »  que 
Fermât  a  passé  à  l'étude  approfondie  des  procédés  et  des  |)ro- 
blèmes  de  Diopliante,  qu'il  a  annoté.  La  dernière  question  dont  il 
parle  comme  l'occupant  encore  sans  qu'il  ait  pu  trouver  aucune 
solution  est  précisément  celle  que  soulève  la  dernière  proposition 
de  Diopliante  [Livre  des  nombj'es  polygones). 

«  Etant  donné  un,  nombre,  trouver  de  combien  de  manières 


(')  M.  Ch.  Henry  (p.  26)  rejette  à  la  date  de  1607,  à  cause  de  sa  ressemblance 
avec  une  lettre  à  Digby  de  juin  i(i58,  la  lettre  à  Hoborval  non  datée  des  Varia, 
p.  161.  Cette  opinion  est  insoutenable,  {juand  on  y  voit  h'crmat  dire  (|u'il  n'a  rien 
trouvé  en  nombres  qui  lui  ait  tant  [)lu  ([ue  la  dénionstralion  de  la  pr(»p<»sition  né- 
gative, qu'un  nombre  sans  facteur  cairé,  divisible  par  un  nombre  |)remier  de  I.i 
forme  [\n  —  1,  n'est  ni  carré  ni  composé  île  deux  carrés. 

Je  pense  que  cette  lettre  ne  peut  être  placée  (|u'entie  celle  à  Hobeival,  du  ii>  dé- 
cembre i()3fi,  et  celle;  des   Varia,    p.   i3i,   à   lai|uelle    Uoltcival    répondit   li'  '1  a\ril 
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ce  nombre  peut  être  polygone  »,  en  suite  de  quoi  il  faudra  cher- 
cher :  «  Trouver  un  nombre  qui  soit  polygone  autant  de  fois 
et  non  plus  qu'on  voudra,  et  trouver  le  plus  petit  de  ceux  qui 
satisfont  à  la  question.  » 

Or  cette  dernière  question  (*)  est  proposée  à  Frenicle  en 
i64i  (Varia,  p.  167).  Il  semble  donc  ressortir  de  cet  exposé  que 
de  trente-cinq  à  quarante  ans  Fermât  avait  à  très  peu  près  achevé 
tous  ses  travaux  importants  dans  la  théorie  des  nombres  et  que 
notamment  la  conception  et  la  démonstration,  suffisante  ou  non, 
de  l'impossibilité  de  l'équation  x'^  -^  y"  z=  z"^  en  nombres  entiers, 
si  n  est  entier  et  plus  grand  que  9.,  sont  relativement  voisines  du 
début  de  cette  période. 

VI. 

La  ((  relation  »  qui  vient  de  nous  servir  était  un  extrait,  fait 
pour  Hujgens  par  Carcavi,  d'un  écrit  probablement  envoyé  par 
Fermât  à  ce  dernier.  Fermât  y  parle  de  Wallis  :  cet  écrit  date 
donc  des  derniers  temps  de  sa  vie.  On  peut,  ce  semble,  le  rattacher 
à  la  lettre  à  Garcavi  du  9  août  iGSp  (Pascal,  p.  4^8),  où  il  pro- 
pose de  s'entendre  avec  Pascal  pour  rédiger  et  publier  ses  Traités. 


(')  l*()ur  la  question  précédente,  Fermât  dit  que  le  texte  de  Diophante  est  cor- 
rompu et  que  l'on  ne  peut  deviner  sa  méthode.  Celle  de  Bacliet  ne  lui  agrée  pas  : 
il  eu  a  bien  trouvé  une  meilleure,  mais  elle  ne  le  satisfait  pas  encore. 

Il  me  semble  certain  que  le  texte  grec  où  ce  problème  est  abordé  n'appartient 
pas  à  Diophante,  qui  a  limité  l'objet  de  son  Livre  sans  l'y  comprendre.  C'est  une 
addition  malencontreuse  dont  l'auteur  n'a  pu  aboutir  à  démontrer  un  procédé 
dont  il  ne  connaissait  sans  doute  que  l'énoncé.  Après  une  étude  attentive  de  ce 
texte,  je  crois  avoir  retrouvé  ce  procédé,  incontestablement  supérieur  à  celui  de 
liachct,  et  qui,  sans  doute,  n'a  pas  dû  échapper  à  Fermât. 

Soit   l*'',j  le  polygone  de  n  angles  et  de  côté  m,  on  a 

2(P;^,-i)  =.  (m-.)[m(/i  -a)  +  2]. 

On  formera  donc  le  nombre  A  =  "^{^"n  —  0   et  on   le  décomposera   en  facteur 
xy  de  toutes  les  manières  possibles. 
Toutes  les  fois  que  l'on  aura  un  couple 

xy  -  A, 

le!  ([lie  >'  :r;  c(.r  -I-  1)  +  2,  en  nombres  enlicrs.  !<•  nombre  '- — hi  sera  polygone  de 
£  -+-  1  a  ni:  le»  cl   de  côté  .r  -I-  i . 
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Cepciidaiil  11  doit  cire  qiKîlquo  peu  antérieur  à  celle  lellre,  puis- 
qu'il dil  encore  [Henry,  p.  '.>-\/\)  :  «  Je  serai  bien  aise  que  les 
l*ascal  elles  Roberval  la  cherchent  (ma  méthode)  sur  mon  indi- 
cation. » 

Je  ferai  ici  une  remarque  incidente  ;  celte  lettre  à  Carcavi  parle 
de  deux  Traités,  le  second,  seul  relatif  à  la  théorie  des  nombres, 
<(  n'est  encore  qu'en  idée  »  et  Fermai  n'aurait  pas  «  le  loisir  de  le 
coucher  au  long  sur  le  papier  ».  L'autre  Traité  n'est  pas  autrement 
désigné,  mais  il  est  à  supposer  qu'il  était  beaucoup  plus  avancé 
et  d'ailleurs  relatif  à  la  Géométrie.  11  est  à  croire  que  c'est  celui 
qui  fut  imprimé  en  i6()0  à  Toulouse,  sans  nom  d'auteur,  à  la  suite 
de  l'Ouvrage  du  P.  Lalouère  sur  la  cycloïde.  Ce  Traité  «  De  li- 
neariun  curvaruni  cuin  lineis  redis  comparatione  »  (  Variai 
p.  89)  fut  évidemment  rédigé  à  l'occasion  de  la  découverte  de  la 
rectification  de  la  cycloïde,  donnée  par  Wren  lorsque  Pascal 
j)roposa  ses  problèmes  «  sur  la  roulette  »,  et  il  est  tout  naturel  de 
penser  que  Fermât  eût  bien  préféré  le  voir  publier  à  côté  des 
Traités  de  Dettonville  plutôt  qu'à  côté  de  ceux  d'un  géomètre 
aussi  médiocre  que  Lalouère. 

Ce  Traité  de  Fermai,  qui  renferme  la  rectification  de  la  para- 
bole ^V'-^=/?x-,  est  un  de  ses  plus  importants;  mais  sa  méthode 
d'invention,  bien  antérieure,  n'a  pas  subi  de  perfectionnements 
notables. 

Pour  en  revenir  à  la  théorie  des  nombres,  la  lettre  précitée  à 
Carcavi  établit  nettement  que  Fermai  n'avait  pas  encore  rédigé 
les  découvertes  qu'il  avait  faites  vingt  ans  plus  tôt,  et  qu'il  renon- 
çait, pour  ainsi  dire,  désormais  à  les  rédiger  seul.  Son  ouverture 
à  Pascal  n'ayant  pas  abouti  et  sa  santé  ayant  bientôt  sensiblement 
décliné,  il  est  à  peu  près  certain  qu'il  n'a  jamais  rien  rédigé  sur 
cette  matière.  C'est  la  conclusion  à  laquelle  est  arrivé  M.  Ch.  Henry, 
qui  connaissait  d'ailleurs  mon  opinion  à  ce  sujet,  mais  il  y  ajoute 
à  tort  (p.  33),  je  crois  l'avoir  établi  :  u  Nous  savons  que  des  théo- 
rèmes importants  ont  occupé  les  dernières  années  de  la  vie  de 
Fermât.  » 

L'époque  de  cette  vie  où  le  merveilleux  génie  criiivcnlion  du 
géomètre  toulousain  est  dans  toute  sa  plénitude  d'activité  peut 
se  marquer  de  i636  à  i6/|i,  entre  trente-cincj  et  (juaranle  ans. 
Après  celte  date,  il   ne  poursuit  guère  cpie  dos  ap[)licati()ns  parti- 
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culières  des  méthodes  générales  et  des  théorèmes  fondamentaux 
qu'il  a  découverts;  ou  bien  il  s'use  sur  des  problèmes  de  détail, 
comme  ses  Porismes  de  Géométrie,  sans  plus  rencontrer  désor- 
mais d'idée  rénovatrice  et  féconde. 

Sa  correspondance  mathématique  subit  d'ailleurs  un  ralentis- 
sement singulier  de  i643  à  i654,  période  pendant  laquelle  on 
ne  connaît  qu'une  seule  lettre  datée  de  lui  (à  Carcavi ,  du 
i6  août  i65o):  c'est  l'envoi  de  «sa  méthode  générale  pour  le 
débrouillement  des  asymétries  »,  c'est-à-dire  évidemment  les  deux 
petits  Traités  des  Varia  (p.  58-6 1).  Mais  il  possédait  cette  mé- 
thode depuis  i638  au  moins  (lettre  à  Mersenne,  du  16  décembre, 
Henry,  p.  178).  Quelque  cause  inconnue  avait-elle  interrompu 
ses  travaux,  ou  bien,  s'il  restait  lidèle  à  l'amitié  qui  l'unissait 
particulièrement  à  Carcavi,  avait-il  désormais  trouvé  le  tuf  chez 
tous  ses  correspondants  antérieurs  et  dédaignait-il  de  les  provo- 
quer à  de  nouveaux  efforts  ? 

On  le  croirait,  à  le  voir  rentrer  dans  la  lice,  dès  qu'entre  en 
scène  Biaise  Pascal,  et  plus  tard  quand  paraissent  les  mathémati- 
ciens anglais;  mais,  nous  l'avons  vu,  c'est  toujours  avec  les  mêmes 
armes  qu'autrefois,  sauf  en  ce  qui  concerne  les  problèmes  de  pro- 
babilité, sujet  nouveau. 

Cependant,  même  sur  ce  point,  si  l'on  étudie  sa  méthode  fondée 
sur  les  propriétés  des  combinaisons  et  si  l'on  réfléchit  à  la  date 
de  sa  découverte  relative  à  la  formation  des  coefficients  du  bi- 
nôme, on  peut  se  demander  s'il  n'avait  pas,  depuis  bien  longtemps 
déjà,  remarqué  ses  propriétés. 
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TAIT  (P. -G.).  —  Traité  klémextaire  des  Qlatermons,  traduit  sur  la 
seconde  édition  an2;laise,  avec  Additions  de  l'auteur  et  Notes  du  traducteur, 
par  G.  PLARR.  —  Première  partie  :  Théorie.  —  JppUcatlons  géométriques. 

i  vol.  in-8°.  Paris,  1882. 

La  seconde  édition  du  Traité  àe  M.  Tait  a  été  analysée  dans  le 
Bulletin  (  i '''^  Partie  ,  t.  VI,  p.  i5i);  nous  n'avons  qu'à  signaler 
la  traduction  française  que  M.  Gaiithier-Villars  vient  d'éditer,  en 
indiquant  la  nature  des  additions  faites  par  l'auteur  et  le  traduc- 
teur. 

M.  Plarr  a  traduit  le  texte  de  M.  Tait  littéralement  :  c'est  une 
marque  de  respect  envers  l'auteur;  il  y  a  toutefois  introduit,  entre 
accolades,  diverses  Notes  qui  éclaircissent  et  complètent  un  certain 
nombre  de  passages.  Quant  aux  articles  nouveaux,  dus  à  M.  Tait, 
en  voici  l'énumération  : 

Le  n"  289^^5,  relatif  au  mouvement  d'une  droite  dont  trois 
points  décrivent  trois  plans  fixes  ;  cette  addition  fait  partie  du  Vo- 
lume qui  vient  de  paraître  ; 

Le  n"  378 ^/5,  traitant,  à  l'aide  de  la  méthode  des  Quaternions, 
la  question  de  Cinématique  qui  a  conduit  Minding  au  théorème 
portant  son  nom  {^Journal  de  Crelle,  t.  14  et  io); 

Le  n"  446,  reproduisant  un  Mémoire  de  l'auteur  intitulé  : 
Notes  sur  les  expressions  diverses  par  lesquelles  on  peut  repré- 
senter la,  force  exercée  par  un  élément  de  courant  linéaire  sur 
l'élément  d^un  autre  courant  de  même  genre. 

Quelques  perfectionnements  dans  la  méthode  d'intégration 
des  équations  qui  dépendent  de  l'opérateur  quaternionique  Vr  ^^^' 
Chapitre  XL 

Enfin  les  énoncés  d'un  certain  nombre  de  propositions  ajoutées 
aux  questions  à  résoudre  qui  se  trouvent  annexées  au  Chapitre  XL 
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POIXCARÉ.  —  Théorie  des  groupes  fuchsiens  (»). 

M.  Mittag-Leffler,  l'éminent  professeur  à  l'Université  de  Stock- 
holm, dont  les  travaux  sur  la  théorie  des  fonctions  ont  eu,  dans 
ces  dernières  années,  un  si  grand  retentissement,  vient  de  fonder 
sous  ce  titre  :  Acta  matheniatica,  un  journal  dont  le  premier 
fascicule  (-)  contient,  comme  premier  article,  un  Mémoire  de 
M.  Poincaré  sur  la  tJiéorie  des  groupes  fuchsiens. 

Nous  avons  eu  souvent  à  signaler,  dans  le  Bulletin,  les  impor- 
tants résultats  obtenus  par  M.  Poincaré;  il  eût  été  bien  regret- 
table que  Fauteur  se  fût  borné  aux  communications  succinctes 
éparses  dans  les  Comptes  rendus  de  U Académie  des  Sciences; 
la  brève  analyse  de  l'ensemble  de  ses  découvertes  qu'il  a  publiée 
dans  le  XIX*^  Volume  des  Mathematische  Annalen  ne  pouvait 
qu'augmenter  le  désir  qu'on  avait  de  lui  voir  enfin  publier  une 
suite  de  Mémoires  développés  où  les  détails  nécessaires  et  les  dé- 
monstrations complètes  eussent  leur  place.  Le  premier  de  ces 
Mémoires,  consacré  à  la  théorie  des  groupes  fuchsiens,  est  aujour- 
d'hui publié,  et  il  j  a  tout  lieu  de  croire  qu'il  sera  suivi  de  plusieurs 
autres,  présentant  le  même  développement.  Une  analyse  détaillée 
de  ce  Mémoire  ferait  nécessairement  double  emploi  avec  les  pu- 


(')  Acta  mathematica,  t.  I,  p.  1-66. 

('^)  L(t?>  Acta  mathematica  sont  édiles  à  Stockholm,  chez  MM.Beija;  le  déposi- 
taire à  Paris  est  M.  Hermann,  8,  rue  de  la  Sorboiine;  le  format  est  in-4°;  le  pre- 
mier fascicule,  qui  a  paru  à  la  fin  de  l'année  1882,  comprend  96  pages,  et  contient, 
outre  le  travail  de  M.  Poincaré,  des  Mémoires  de  JMM.  Malmsten,  Gyldén  et  Reye 
qui  seront  analysés  ultérieurement.  La  rédaction  est  composée  de  INIM.  Backlund, 
Daug,  Gyldén,  Holmgren,  Malmsten,  Mittag-Leffler,  Bjerknes,  Broch,  Lie,  Sylow, 
Lorenz,  Peterscn,  Zeulhcn,  Lindelof.  La  publication  est  dédiée  à  S.  AL  Oscar  II, 
qui  l'a  largement  subventionnée;  plusieurs  associations  et  divers  savants,  parmi 
lesquels  nous  devons  citer  M.  Hermite,  ont,  en  outre,  contribué  à  la  fondation. 
Nous  relevons  le  passage  suivant  de  la  Préface  : 

«  L'époque  à  laquelle  nous  commençons  noire  publication  est  certainement  une 
<les  plus  fécondes  dans  l'histoire  des  Mathématiques,  par  le  grand  nombre  et  l'im- 
porlance  des  découvcrles  qui  touchent  aux  principes  les  plus  essentiels  de  l'Ana- 
lyse. On  sait  combien,  en  divers  pays,  ce  mouvement  a  été  puissamment  secondé 
par  des  journaux  mathématiques  qui  contiennent  les  œuvres  des  plus  grands  géo- 
mètres de  noire  temps.  Nous  nous  sommes  proposé  le  même  but  de  servir  la 
Science,  en  réunissant  et  associant  les  recherches  nouvelles  qui  concourent  à  son 
progrès  p;ir  l;i  nouveauté  des  résultais  ou  l'originalité  des  méthodes.  » 
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blicalions  anléricurcs  de  M.  Poincaré;  nous  devons  nous  l>orncr 
à  renvoyer  le  lecteur  au  travail  original  en  indiquant  brièvement 
les  matières  qui  y  sont  contenues. 

L'auteur  considère  des  substitutions  de  la  forme  Iz.   ^  ~  ^,  )  , 
où  (t^  by  c,  d  sont  des  nombres  réels  assujettis  à  la  condition 

ad  —  bc  =^  \, 

appliquées  à  la  variable  imaginaire  z  ;  une  telle  substitution  clianire 
une  figure  plane  quelconque  en  une  autre  figure  plane  qui  est  dite 
congjuente  à  la  première. 

Soit  maintenant  une  infinité  de  substitutions  de  cette  nature  : 


afZ-^bi^ 
CiZ  -^dij 

•>  t  =  o,  i ,   . . . , 

«0  =  <  = 

i^    ^o  =  Co  =  o; 

ces  substitutions  formeront  un  groupe  si  l'inverse  de  chaque  sub- 
stitution et  le  produit  de  deux  substitutions  quelconques  du  sys- 
tème donne  encore  une  substitution  du  système;  on  suppose  que 
toutes  ces  substitutions  puissent  être  obtenues  par  la  combinaison 
d'un  nombre  fini  de  substitutions  du  groupe^  à'iles  fondamentales  y 
et  que,  en  outre,  le  groupe  so'il  discontinu,  c'est-à-dire  qu'il  ne  con- 
tienne aucune  substitution  qui  change  z  en  une  quantité    ^       , 

c  z  —\—  cl 

qui  diffère  infiniment  peu  de  s;  un  groupe  qui  jouit  de  ces  pro- 
priétés est  dit  grouipe  fuchsien.  M.  Poincaré  montre  que  définir 
un  gvoupe  fuchsien  revient  à  définir  la  décomposition  du  plan  (ou 
d'une  portion  du  plan)  en  une  sorte  de  damier  composé  d'une 
infinité  de  régions  Ro,  R» ,  •  •  •  >  Ro  •  •  •  qui  répondent  aux  diverses 
substitutions  du  groupe,  en  sorte  que,  quand  ;:  parcourt  la  ré- 
gion Ry,   le  point    correspondant—^^ — -t^  parcourt  la    région  RqI 

ainsi  les  diverses  permutations  du  groupe  permuteront  en  quelque 
sorte  les  régions  R^  les  bases  du  damier,  sans  en  altérer  l'ensemble. 
Ces  régions  peuvent  être  réduites  à  des  polygones  curvilignes 
situés  en  entier  au-dessus  de  l'axe  X  des  quantités  réelles  et  ayant 
des  côtés  de  deux  sortes  :  i"  des  arcs  de  cercle  ayant  leur  centre 
sur  l'axe  X;  2°  des  segments  de  cet  axe.  Les  substitutions /o/?6/<7- 
mentales  changent   le  polygone  R,,  en  un  polygone»  /in/ifropbe. 
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c'est-à-dire  avant  un  côté  commun  avec  Rq  ;  le  groupe  fuchsien 
est  évidemment  donné  quand  ces  substitutions  fondamentales 
sont  elles-mêmes  données.  Les  sommets  du  polygone  Ro,  ou  les 
extrémités  des  arcs  de  cercle  qui  le  composent,  sont  de  trois  sortes  : 
1°  les  sommets  situés  au-dessus  de  l'axe  X;  2^  les  sommets  situés 
sur  l'axe  X  et  séparant  deux  côtés  de  la  première  espèce  ;  3"  les 
sommets  situés  sur  l'axe  X  et  séparant  deux  côtés  de  différentes 
sortes.  Chaque  substitution  fondamentale  changeant  Rq  en  un  po- 
lygone limitrophe  change  un  côté  {ah)  de  la  première  sorte  de 
ce  polygone  en  un  côté  (cd) ,  de  première  sorte  aussi,  du  même 
polygone;  les  deux  côtés  congruents  (ab),  (cd)  sont  dits  conju- 
gués; pour  qu'il  existe  une  substitution  du  type  considéré  qui 
change  ainsi  (ah)  en  (cd),  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

-  a  —  a'  ,  b — a'       c  —  c'   ^  d —  c' 

a\  b',  c',  d'  étant  les  quantités  conjuguées  de  «,  b^  c,  c/;  d'ailleurs 
cette  substitution  est  déterminée;   ainsi  les  sommets  de  côtés  de 
première  sorte  sont  en  nombre  pair  et  se  décomposent  en  couples 
de  côtés  conjugués.   Deux  points  intérieurs  à  Rq  ne  peuvent  être 
correspondants,  tandis  que,  comme  on  vient  de  le  dire,  un  point 
situé  sur  un    côté    de  première  sorte    admet    toujours  un   point 
correspondant  sur  le  côté  conjugué;  relativement  aux  sommets,  il 
peut  arriver  que  deux  ou  plusieurs  sommets  se  correspondent  ; 
l'ensemble  des  sommets  qui  se  correspondent  constitue  un  cycle. 
L'auteur  donne  une  règle  pour  former  les  cycles  et  les  décompose 
en  trois  catégories  ;  en  particulier  les  cycles  de  la  première  catégo- 
rie sont  composés  de  sommets  de  la  première  sorte  ;  la  considéra- 
tion de  ces  diverses  catégories  de  cycles  permet  de  classer  les  po- 
lygones Rfl.  Ces  définitions  posées,  on  peut  dire  que  le  nœud  du 
Mémoire  de  M.  Poincaré  se  trouve  dans  la  proposition  capitale  que 
voici  :  <(  Un  groupe  fuchsien,  s'il  existe,  peut  être  regardé  comme 
engendré  parla  considération  d'un  polygone  R^,   formé  d'arcs  de 
cercle  et  de  segments  d(î  droite  comme  il  a  été  expliqué  plushaul; 
chaque  substitution  fondamentale  du  groupe  étant  fournie  parla  sub- 
stitution qui  change  un  côté  de  ce  polygone  en  son  conjugué;  ces 
d(Mi\  côtés  conjugués  doivent  être  congruents;  en  d'autres  termes, 
la  relation  (i)  doit  êlrc  yérifiée;  en  outre,  la  somme  des  angles  d'un 
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iiiéine  cycle  de  la  première  catégorie  doit  èlrc*  une  partie  ali(|«i()l<î 
de  27t;  réciproquement,  si  le  polygone  Kq  satisfait  à  ces  deux  con- 
ditions, il  donne  effectivement  naissance  à  nn  groupe  luchsien.  » 
r^'auteur  développe  divers  exemples.  Il  indique,  en  outre,  une  clas- 
silication  des  groupes  fuchsiens  en  p;enres. 

J.  T. 


mela\(;es. 

SUR  LES  UNITÉS  COMPLEXES; 
Par  m.  J.  MOLK. 

M.  Kronecker  vient  de  communiquer  à  l'Académie  des  Sciences 
un  Mémoire  Sur  les  unités  complexes  [Comptes  rendus^ 
8,  i5,  22  janvier  i883).  Les  recherches  de  Lejeune-Dirichlet  y 
sont  développées  et  présentées  sous  un  jour  tout  nouveau.  Mais 
M.  Kronecker  ne  se  contente  pas  de  démontrer  le  théorème 
énoncé  par  Lejeune-Dirichlet^  en  1846;  il  approfondit  les  re- 
cherches auxiliaires  faites  par  le  grand  géomètre  en  1842,  et  par- 
vient ainsi  à  la  notion  importante  de  réduction  approximative  des 
équations  algébriques. 

On  peut,  cependant,  se  proposer  d'obtenir  directement  les  ré- 
sultats concernant  les  unités  complexes  seulement.  Ils  se  déduisent 
d'un  théorème  fondamental  énoncé  à  la  fin  du  n"^  9  du  Mémoire 
cité;  il  suffit  donc  de  démontrer  ce  théorème.  En  se  plaçant  à  ce 
point  de  vue  les  recherches  se  simplifient  beaucoup.  On  abandonne, 
il  est  vrai,  le  point  de  vue  général  auquel  M.  Kronecker  s'est 
placé  et  l'on  perd  ainsi  l'uniformité  des  développements  qui  fait 
ressortir  l'esprit  même  des  méthodes  employées;  mais  le  méca- 
nisme des  formules  est  par  contre  moins  compliqué. 

Je  me  propose  d'exposer  le  plus  simplement  possible  la  démon- 
stration abrégée  de,  M.  Kronecker. 

Soient 
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les  n  racines  d'une  équation  irréductible,   à  coefficients  réels  et 

entiers  ; 


tM) 


un  système  fondamental  d'une  espèce  de  nombres  algébriques 
entiers  du  genre  z,  par  exemple  z'^~^ ,  z'^~-,  ...,;:,  i;  et 

une  fonction  linéaire  et  homogène  à  coefficients  entiers  de  ^^, 
z'^y  .  .  . ,  '>a'^  Supposons  que  l'équation  ait  2X  racines  imaginaires 
et  posons  h  =  n  —  x. 

Il  peut  se  présenter  trois  cas.  L'équation  peut  n'avoir  aucune 
racine  réelle,  ou  une  seule,  ou  au  moins  deux. 

Dans  ce  dernier  cas,  Zn-i  et  z^  étant  deux  racines  réelles,  on 
peut  exprimer  les  nombres  w^^^  en  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes de  deux  d'entre  eux  et  des  Uol,  (^a  {ot.  =  i,i,  . .  .■>  n  —  2),  les 
coefficients  étant  des  fonctions  rationnelles  réelles  des  x%  et 
Vol  (a  =  I,  2,  ...,  /i— 2). 

Nous  pouvons  donc  écrire 


w^k)  =  ^-^(v'4-^y"(v"+  p^ 


(A-  =  3, /^,  ...,  «) 


en  désignant  par  p^^^  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des 
(n  —  2)  quantités  Uoi.  et  Çy.,  dont  les  coefficients  sont  fonctions 
rationnelles  réelles  des  Xa,  elya.  Mais,  quelles  que  soient  les  valeurs 
que  nous  donnions  à  w'  et  (v'',  nous  pourrons  toujours  prendre 
pour  (V^*^  le  nombre  entier  le  plus  rapproché  de  ^\^Uv' -i- ^[l'Uv"  ; 
nous  pouvons  donc  supposer  que  chaque  p^^^  est  en  valeur  absolue 
au  plus  égal  à  |.  D'ailleurs,  en  remplaçant  (V^^^  par  l'expression 
précédente,  nous  obtenons 

n 

(iv,  z,,)  =  ,v'<  +  c^"^';+  ^  (^'/■\r'  +  ff  «."+  P^^-04'"'- 

A- =  3 

Si  nous  supposons  que  w'  et  ^v"  prennent  toutes  les  valeurs  o, 
I,  2,  ...,  ty  nous  obtenons  [t -\- i)-  expressions  [w^  z^),  toutes 
plus  petites,  en  valeur  absolue,  que  A^  -+-  B,  où 


-'  -1-  V  ^"^-^  -'z^') 


A      :J 


-"   _,     "V  f{fc)  _(A) 


,   ,.,   ii  =  i2l-'l' 


A  -rS 


A  ^3 
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Nous  partageons  l'inlervallc  compris  entic  — (A^  +  B)  cl  Vf  -\-  l> 
en  t'  parties  égales.  Il  y  aura  alors  nécessairement  une  du  ces 
parties  contenant  les  valeurs  de  deux  au  moins  des  expressions 
(çv,  z„);  désignons  ces  dernières  par  {wo,  z,i)  et  (w,,  z,i)  cl  for- 
mons leur  difTérence, 

|(/>,  z,i)\  est  plus  petit  que  — — -; 

I  6'  I  et  I  b"  I  ne  dépassent  pas  2^  et  o-^^^  étant  la  difTérence  de  deux 
p(*^  ne  dépasse  pas  l'unité. 

Mais  \(bj  z,i_i  )|  est  plus  petit  que  9.(A' t  +  B'),  où  A'  et  B'  sont 
formés  à  l'aide  de  z„_i  de  la  même  manière  que  A  et  B  à  l'aide  de 
Zfi.  Nous  obtenons  donc  l'inégalité 

\(h    .       VA    '   M  <-  4(A^  +  B)(A-^+B')    .,.,,,    , 

pour  des  t  suffisamment  grands. 

D'autre  part,  les  quantités  g-',  g-",  ...,  <T^n-'2)  étant  comprises 
entre  ( —  i)  et  (-h  i),  nous  savons  que  les  valeurs  de  (/^  —  2)  fonc- 
tions linéaires  et  homogènes  des  (n  —  2)  parties  réelles  et  imagi- 
naires de  (b,  Zi  ),  (b,  Z.2),  . . . ,  {bf  Zn-2)-)  sont  comprises  entre  des 
limites  finies,  indépendantes  de  t\  il  en  résulte  que  les  valeurs  de 
{b,  ^,),  (^,  ;3o),  ...,  {b,  z,i-2)  sont  elles-mêmes  comprises  entre  des 
limites  finies.  Comme  nous  avons  déjà  démontré  que  le  produit 
\{b,  Zn-\){b,  z„)\  est  plus  petit  que  4AxV-{-  i,  nous  voyons  donc 
que  la  norme  de  (6,  z)  est  également  plus  petite  qu'un  nombre 
indépendant  de  /. 

Remarquons  que,  parmi  les  {n — 2)  expressions  (^,  :;|), 
(^,  z^),  . . .,  {b,  Zn-2)i  U^  —  2)  seulement  sont  diflerentes  en  va- 
leur absolue. 

Après  avoir  trouvé   un  système   b\,  //, ,  ...,  />7",    pour  lequel 

\bx,  Zn)\  <.  — — -2 ^'  nous  pouvons   en  lormer  un   second  h.^, 

b'[,,  ...,  b["\  pour  lequel  \{b.2,  z-n)]  ^"^^  pbis  petit  que  '-^- — '^ — -  ; 
en  choisissant /.j  ftssez  grand,  |(/>25  ^//)l  ^<^''''  pl^'s  petit  ([ue  |(/^,  v/,)|, 
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el  par  suite  ies  deux  systèmes   b\ ,  l)\,  . . .  ,  b"  et  h'.,,  h.,,  . . . ,  />'^f'' 

seront  différents. 

//  existe  donc  une  infinité  de  nombres  complexes  (b,  z)  dont 
la  norme  et  (h  —  2)  conjugués  en  valeur  absolue  sont  compris 
entre  des  limites  finies . 

Dans  les  deux  premiers  cas,  il  suffit  de  modifier  légèrement  la 
démonstration  pour  parvenir  au  même  résultat.  Si  l'équation  n'a 
qu'w/ie  racine  réelle  Zn-,  et  si  Zn-\  et  Zn^^  sont  imaginaires  conju- 
guées, nous  prendrons,  dans  les  formules  précédentes,  a  égal  à 
I,  2,  ...,  (/i  —  3);  nous  exprimerons  ensuite  les  w^^'^  en  fonction 
de  trois  d'entre  eux,    et  nous  obtiendrons  ainsi  une  expression 

(6,  Zn)  ne  dépassant  pas,  en  valeur  absolue, ?  tandis  que 

le  produit  (^,  ^«_i  )(^,  ^«-2)  est  proportionnel  à  t'-.  Si  enfin 
toutes  les  racines  de  l'équation  sont  imaginaires  et  si  Zn-^  z,i-k  sont 
conjuguées,  ainsi  que  Zn-iiZn-^^  nous  prendrons,  dans  les  formules 
précédentes,  a  égal  à  i,  2,  . . . ,  /i  —  4?  nous  exprimerons  les  ■w^^'^ 
en   fonction  de   cjuatre    d'entre   eux,   et  nous   obtiendrons  ainsi 

\{b,Zn){b,  Zn-^)\<  '^- ^  et  (6,  Zn^2){h^  Zn-z)  proportion- 
nel à  t-.  Dans  ces  deux  cas,  nous  voyons  donc  que  \(^b,z,t)[b,  z,i-^)\ 
et  les  (A  —  2)  premières  expressions  différentes  |(^,  ^a)|  sont 
comprises  entre  des  limites  finies. 

Le  théorème  précédent  est  ainsi  complètement  démontré.  On 
en  déduit  immédiatement  qu'il  existe  une  infinité  de  nombres 
complexes  ayant  même  norme  et  congrus  entre  eux  suivant  cette 
norme;  en  formant  le  quotient  de  deux  de  ces  nombres,  nous  ob- 
tenons des  unités  complexes  dont  (A  —  2)  conjuguées  en  valeur 
absolue  sont  comprises  entre  des  limites  déterminées  par  celles 
des  {by  Zn). 

Il  existe  donc  dans  chaque  espèce  de  nombres  algébriques 
un  nombre  infini  dhinités  ayant  cliacune  en  valeur  absolue 
toutes  ses  conjuguées,  à  V exception  de  deux,  comprises  entre 
des  limites  finies. 


î 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE; 
Par  m,  m.  FALK. 

Monsieur, 

Voici  une  démonstralion  élémenlaire  et,  je  l'espère,  rigoureuse 
du  théorème  fameux  de  votre  illustre  Caucliy,  la(juelle  j'ose  sou- 
mettre à  votre  critique  bienveillante. 

De  la  définition  ordinaire 

où  a,  p,  t  sont  réelles,  maisy(^)est  supposée  complexe,  on  déduit 
sans  peine  le  théorème  : 

Théorème  I.  —  Si  ol  et  ^  sont  finies  et  que  /(t)soit  uniforme 
et    continue,  depuis    t  ^=^  y,  j usqu^ à   ^  =  [i,    U intégrale   définie 

r^  .  .  .  ,       .  , 

1    f(^t)dt  a  une  valeur  finie  et  parfaitement  déterminée. 

On  a,  de  plus,  le  théorème  connu  :  Si,  dans  une  certaine  par- 
tie du  plan  des  coordonnées  (  o,  t\  /(p,  ^)  est  fonction  uniforme 
et  continue  des  deux  variables  indépendantes  p  et  t,  et  cjue  la 
courbe  décrite  par  le  point  mobile  (p,  ^),  pour  une  certaine 
valeur  donnée  de  p,  quand  t  varie  de  t=^  a  à  t  =:^^  soit  située 
tout  entière  dans  V intérieur  de  cette  partie  du  plan,  on  peut, 
après  avoir  choisi  à  volonté  une  quantité  positive  o-,  trouver 
une  autre  quantité  positive  o,  telle  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  t  entre  ^  =  a  e^  ^  =  ^, 

[/(p  +  A,0-/(p,0]^^    pour     (A)^Ô. 

En  s'appuyant  sur  ce  théorème,  on  démontre  très  aisément  le 
théorème  : 

Théorème  II.  —  Si  f{ù,  t)  et  ■  "^  '  '    -  sont  fonctions  unifortncs 

et  continues  des  deux  variables  réelles  p  et  t,  dans  U intérieur 
d\ine  certaine  partie  du  plan  des  coordonnées  (p,  ^),  et  que  la 
courbe  décrite  par  le  point  mobile  {^^t)  poui'  une  certaine  va- 
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leur  de  cj,  t  allant  de  ^  ==  a  «  ^  —  P,  soit  tout  entière  située 
dans  l'intérieur  de  cette  partie  du  plan,  on  a 

pourvu  que  a  et  [ii  soient  indépendants  de  o. 

Soit  maintenant  z  une  variable  complexe  et  F(^)  une  fonction 
qui,  dans  une  certaine  partie  du  plan  à  contour  simple,  est  uni- 
forme, continue  et  douée  d'une  dérivée.  Si,  de  plus, 

o  et  t}i  étant  deux  fonctions  complexes  uniformes  et  continues  de 
la  variable  réelle  t^  pour  chaque  valeur  donnée  de  p  depuis  p  =o 
jusqu'à  p  =  i,  représente  une  courbe  située  tout  entière  dans 
l'intérieur  de  la  partie  du  plan  et  joignant  les  deux  points  fixes 
z=z  Zq  el  z  =  z^^  déterminés  par  ^  =  a  et  ^  =  [3,  on  doit  avoir 

4.(a)  =  ^(?)-o. 

On  démontre  maintenant  très  simplement  le  théorème  fonda- 
mental : 

Théorème  HT.  —  Lorsqu' une  fonction  F(i;)  est  uniforme, 
continue  et  douée  d'une  dérivée  dans  une  partie  du  plan  à  con- 
tour simple,  les  intégrales  définies   j     F(z)dz   relatives  aux 

différentes  lignes  qui  vont  d\fn  point  Zq  à  un  autre  point  z^ 
dans  cette  partie  du  plan,  sont  égales. 

En  effet,  soient  ^  =  C5(^)  et  i;  =  c5(^)  +  ']>(^)  deux  quelconques 
de  ces  courbes  et  supposons  d'abord  que  F'(:;),  ^(^),  ^(^)>  ^'(O, 
^'{t)  soient  continues.  Posons  maintenant  dans  l'intégrale  définie 

ce  qui  donne 

En  vertu  du  théorème  11,  nous  avons  ici 

'    '    -«  'a  «    a 
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Mais  (Je  ridcnlilc  évidente 

il  suit 

donc  nous  avons 

à  cause  de  ^(a)  =  '}(?)=  ^^• 

L'intégrale  est  par  suite  indépendante  de  la  valeur  de  p,  ce  qu'il 
fallait  bien  prouver.  On  étend  maintenant  très  facilement  la  dé- 
monstration au  cas  où  F'(^)  est  discontinue  et  les  courbes  le  long 
desquelles  on  prend  l'intégrale  sont  brisées  en  un  nombre  fini 
quelconque  de  points.  Le  reste  de  la  démonstration  du  théorème 
de  Gauchy  se  fait  comme  à  l'ordinaire. 


SUR  LA  THÉORIE  DES  RÉSIDUS  BIQUADRATIQUES; 

Par   m.  T.-J.  STIELTJES. 
(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Hermitc.) 

Vous  savez  que,  dans  son  second  Mémoire,  Gauss  a  déterminé 
le  caractère  biquadratique  du  nombre  i  +  i  par  rapport  à  un 
nombre  premier  M,   ou,  d'après   Jacobi,   la   valeur  du    symbole 

/  [  )).  Gette  détermination  se  fonde  sur  le  théorème  de  l'art.  71, 

théorème  analogue  à  celui  qui  sert  de  fondement  à  la  troisième  et 
à  la  cinquième  des  démonstrations  de  Gauss,  de  la  loi  de  récipro- 
cité pour  les  résidus  quadratiques. 

Or  j'ai  remarqué  qu'on  peut  obtenir  la  valeur  de  M      .     j  j  à 

l'aide  de  raisonnements  complètement  analogues  à  ceux  que 
Gauss  développe  dans  son  pietnici'  Mémoire,  pour  obtenir  le  ca- 
ractère du  nombre  2  dans  la  théorie  réelle. 
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11  suffira  de  considérer  le  cas 

M  =  a-^bi,     «  =  i     (mod  4)j 
b  ^  o,     [J.  =  aa  -{-  bb  =^  8  Ji  -î-  i. 

D'après  la  valeur  du  symbole  ((tj  )  )>  on  peut  diviser  les  jj.  —  i 

nombres  incongrus  /r,   non   divisibles  par  M,   en   quatre    classes, 
savoir  : 

(A)  ..-/.."...     ((Ji}}=', 

(B)  ?,  ?■,  ;i"...  ((I)) 

(C)  V.  r.  7"-..  ((m))  = 

(D)  0,    0-,    0"...      ((^))  = 


=  ^ 


■'•■-    ., 


—  r. 


Alors,  il  est  évident  qu'on  a  identiquement 

(x  —  o)(x  —  o'){x  —  o").  .  .  =  ^  *  -f-  i     (mod.  M), 

d'où  l'on  tire,  en  posant  .r  =  —  i, 

(i+ô)(i-^o')(i-f-5")...  =  i-^l    (mod.  M); 

ce  qui   fait   voir    qu'il  suffira  de  savoir    combien    des    nombres 

1+ 0,  I -f- o',  1  -j- q",  .  .  .  appartiennent  aux  classes  (A).  (B), 
(C),(D).      _  _ 

Si  l'on  désigne  maintenant  par 

/  (o,o)  (o,i)  (0,2)  (o,3) 

.gx  1  (^,0)  (IjO  (i.^O  (i,3)  , 

1  (2,0)  (2,1)  (2,2)  (2,3) 
(  (3,o)  (3,1)  (3,2)  (3,3) 

combien  des  nombres 

1  -h  a  ,  I  4-  a' ,  1  -^  a" . .  . , 

i  +  Y,  i-f-7',  r-+-Y"..., 

I-l-O,     I-T-O,     I-T-O    ... 

appartiennent  à  (A),  (H),  (C),  (D),  on  j)ourra  déterminer  les  va- 
leurs de  lous  ces  nombres  (/,  A")  à  l'aide  des  considérations  em- 
ployées pai-  Gauss  dans  son  picniicr  Mémoire. 
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Dans  le  cas  actuel,  on  trouve  qu(.'  le  laMcaii  (S)  ;t  la  Ioiiik-  Mii- 
vanlc  : 

/   /     /    /  Hh   =  \n—la--  5, 

y   /     ///   /n        ^J    =  ^n-v    a  —  ib  —  \,    /     _aa-r-  bb  —  \  \ 
/,   ///  k    m        ^k    ^^  \n-\~     a  —  i ,  \  o  / 

l    ni  ui  j  S  /    =  4  '*  -^     a  -T-  'zb  —  i , 

8  //?  =  4  /i  —     «  M-  I . 
On  a  maintenant 

(  (  ^-^A  )  )  ^  i^"'^^J  =  i-»i-J  (—  m  —  /  =—  „  -^  !  b). 

Or  (mod.  4)7 

r/2  —  I       —  a  -1-  I 


0  4 

bi 


0 


U; 


(lon< 


/i  E^  {  (  —  «  -r-  I  -i-  2^  )  , 

'"  -y  =  'îia-i-b). 


Enfin 


(m)-''- 


{a—\—h 


Les  autres  cas  peuvent  se  traiter  d'une  manière  analogue. 

La  même  méthode  réussit  pour  déterminer  le  caractère  cu- 
bique de  1  —  p,  et  encore  pour  trouver  les  théorèmes  sur  le 
nombre  2  dans  la  théorie  des  résidus  quadratiques.  Dans  ce  der- 
nier cas,  après  avoir  déterminé  les  nombres  (/,  A),  il  n'est  pas 
nécessaire  de  recourir  à  ces  congruences  identiques,  comme  plus 
haut  celle-ci  : 

{x  —  0)  {x—ù')  {x  —  ù"  . . .  ^=  X  '■*  -h  i  (mod.  M). 

Mais  on  arrive  au  but  par  une  considération  arithmétique,  qui 
ne  diffère  pas  de  celle  que  Gauss  a  employée  dans  son  premier 
Mémoire  pour  le  nombre  2,  dans  la  théorie  des  résidus  biquadra- 
tiques.  On  a,  de  cette  manière,  une  démonstration  assez  simple  et 
purement  arithmétique  de  ces  théorèmes  : 

(/;)  =  +  ^     />  =  8/irbi, 


<x  = 


b  —  a 


est  une  fonction   (^)  croissant  continuellement  entre  les  limites 
h  elco  ,  et  satisfait  à  l'équation 

(l)  C^<\)X  =  r^X  —  I. 


(')  La  dérivée  de  cette  fonction 

o'x  = ^'x.^'^x.^'^'^ X.  .  .^'^^-^  X 

n'est  pas  continue  en  général;  mais  pour  x  croissant  elle  décroit  constamment  si 
Ton  a  ^'b  _^  i,  ce  que  l'on  peut  toujours  su|)poser;  c'est  la  seule  condition  pour  <juc 
noli-e  dt-monslialinn  soit  juslc. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HOÙEL. 

Vous  m'avez  fait  l'honneur  d'insérer  dans  le  Bulletin  {l.  II, 
i*"*"  série)  votre  traduction  de  mes  études  sur  la  convergence  des 
séries.  Dès  lors,  grâce  à  votre  amabilité,  ces  études  ont  attiré  l'at- 
tention des  savants,  et  M.  Rorkine  a  eu  l'occasion  de  donner  une 
autre  démonstration  de  mon  théorème  [Bulletin^  t.  II,  2*"  série, 
extrait  d'une  Lettre  à  M.  Hermite). 

Aujourd'hui  je  me  propose  de  présenter  quelques  additions 
propres  à  compléter  mes  recherches  antérieures.  A  la  fin  de  ces 
recherches,  je  disais  que  la  règle  que  j'avais  donnée  ne  comportait 
pas  de  séries  exceptionnelles;  néanmoins  je  tâcherai  d'en  présenter 
aujourd'hui  quelques-unes,  dont  la  convergence  ne  saurait  être 
prouvée  par  mon  critérium  et  bien  moins  encore  par  les  règles 
connues  jusqu'à  présent.  En  même  temps  j'ai  l'intention  de  pré- 
senter une  autre  preuve  de  mon  théorème. 

Soit  ^x  une  fonction  ayant  une  seule  valeur  pour  toutes  les  va-  j 
leurs  réelles  et  positives  comprises  entre  les  limites  b  et  co  de  la 
variable  œ.  Supposons  que  cette  fonction  croisse  infiniment  avec  jr 
et  satisfasse  à  l'inégalité  ^.27  <<  x.  Faisons  >lib  =  a,  désignons  par 
•|i^^  une  fonction  qui  indique  que  l'opération  représentée  par  le 
symbole  'l  doit  être  eifectuée  k  fois  sur  la  variable  œ.  Soit  Ç  le 
plus  grand  entier  positif  satisfaisant  à  l'inégalité  ^-x^  b.  Cet  en- 
tier croîtra  indéfiniment  avec  x.  Il  est  aisé  de  voir  que 
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Comme  l'inlégrah; 


/     cp'.r  dx  = 


^œ  —  a 

'b 

croît  indéfiniment  avec  x^  la  série 

(9.)  cp'(/l)  + cp'(/l -Hi) -i- cp'(^  +  9.)-!-.  .  . 

sera  divergente.  Comparons  maintenant  une  série  quelconque 

(3)  /(/l)+/(,l  +  l)4-/(,.-f-'.0  +  .-. 

à  la  série  précédente  et  désignons  par  V x  le  rapport  de  leurs 
termes  généraux 

V  X  ^=  -^-j—  • 

O  X 

Si  avec  la  croissance  de  x  la  limite  de  ce  rapport  n'est  pas  égale  à 
zéro,  la  série  (3)  est  divergente.  Supposons  que  Pj?  croisse  a\ecx, 
alors 

lim  -——  ^i 
V<]/x 

mais  il  est  aisé  de  voir  que 

P  X  fx 


V^x       '^'x.f'f^x 
!     De  cette  manière  nous  arrivons  à  la  conclusion  suivante  : 
Si  avec  la  croissance  de  x  la  limite  du  rapport 

^'x.f<^x 

est  plus  grande  que  l'unité,  la  série  {'i)  est  divergente. 

[         Afin  de  découvrir  maintenant  le  critérium  de  la  convergence, 
'     soit  a  un  nombre  positif  quelconque  et  examinons  l'intégrale 

/"""  a-'-        T 

/     (cû^)-i-*çp'jr  dx  = (oxy^, 

Ji,       '  a  a    ' 

qui  avec  la  croissance  de  x  tend  vers  une  limite  finie,  d'où  il  résulte 
que  la  série 

[cp(/i)Ji+»  ^  [cp(n-f-i)j'+«       •■' 
\     est  convergente.  Comparons  la  série  (3)  à   cetlc   dei  inère   série  cl 
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désignons  par  Qx  le  rapport  de  leurs  termes  généraux 


Q^  = 


o  X 


Si  ce  rapport  ne  croît  pas  indéfiniment  avec  x^  la  série  (3)  est 
convergente.  Supposons  que  Q^  décroît,  et,  par  suite, 


lim  -7^. —  -  i; 


mais  il  est  aisé  de  voir  que     » 


De  cette  manière  nous  arrivons  à  la  conclusion  suivante  : 
Si  avec  la  croissance  de  x  la  limite  du  rapport 

est  moindre  que  V unité,  la  série  (3)  est  convergente. 

Dans  mes  recherches  antérieures  on  démontrait  que  'hx  =.  log\r 
donne  le  caractère  de  convergence  le  plus  simple  et  le  plus  sen- 
sible. Si  dans  les  séries  (2)  et  (4)  nous  posons  di^  =  logj:,  la 
première  de  ces  séries  diverge  et  la  seconde  converge  très  lente- 
ment. Or,  ce  sont  là  ces  espèces  de  séries  dont  la  convergence  ne 
peut  être  démontrée  par  aucune  des  règles  connues  jusqu'à  pré- 
sent et  qui,  d'après  la  règle  de  convergence,  que  j'ai  donnée,  se 
présentent  comme  cas  douteux.  On  peut  trouver  des  séries  qui 
croissent  ou  décroissent  encore  plus  lentement  :  on  n'aurait  qu'à 
introduire  dans  l'analyse  de  nouvelles  fonctions,  dont  la  forma- 
tion, ainsi  que  ]M.  Korkine  l'a  démontré,  fût  en  liaison  avec  l'équa- 
tion fonctionnelle  (i).  M.  Korkine,  dans  sa  lettre  à  M.  Hermite 
mentionnée  plus  haut,  résout  l'équation  (1)  et  les  questions  qui 
s'y  rapportent,  par  la  décomposition  des  fonctions  en  séries.  L'ar- 
tifice dont  je  me  suis  servi  ici,  pour  résoudre  l'équation  (i),  ne 
peut  s'appliquer  ([u'à  certaines  fonctions  et  à  la  valeur  réelle  et 
déterminée  de  la  vaiiahle  x.  V.  Ermakof. 
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LISTE  DES  TRAVAUX  SUR  LES    SYSTÈMES  ARTICULÉS; 

Par  V.  LIGUIXR, 
Professeur  à   l'Universitc  d'Odessa. 

Cette  Liste,  destinée  à  faciliter  l'étude  de  Tune  des  plus  inté- 
ressantes questions  de  la  Cinématique,  contient  une  énumération 
assez  complète,  je  crois,  non  seulement  des  nombreux  travaux 
suggérés  par  la  célèbre  découverte  de  M.  Peaucellier,  mais  aussi 
des  recbercbes  antérieures  relatives  au  parallélogramme  de  Watt 
et  à  d'autres  svslèiiies  analogues  servant  à  produire,  au  moyen  de 
tiges  articulées,  un  mouvement  rectiligne  approximatif. 

Qu'il  me  soit  permis  d'exprimer  ici  ma  vive  reconnaissance  à 
M.  le  général  Peaucellier  et  à  M.  le  professeur  Mannbeim,  pour 
les  indications  importantes  qu'ils  ont  bien  voulu  me  donner  sur 
plusieurs  parties  du  sujet. 


1796. 

1.    Prony  (G.).  —  Nouvelle  Arcliitecture  hydraulique.  (T.  Il, 
p.  123  et  suiv.). 

1 


2.  Prony  {G.).  —  Sur  le  parallélogramme  du  balancier  de  la 

machine  à  feu.   [Annales  de  Chimie  et  de  Physique. 
t.  XIX.  —  Annales  des  Mines,  V^  série,  t.  XTI). 

1858. 

3.  Vincent  (A.).  —  Essai  d'une  théorie  du  parallélogramme  do 

Watt.  (Lille). 

1855. 

4.  Carbonnelle.  —  Sur  la  théorie  géométrique  du  parallélo- 

gramme de  Watt.  [Bulletin  de  l'Acad.  de  Belgique). 

5.  Tchebychef  {P.)-  —  Théorie  des  mécanismes  connus  sous 

le  nom  de  phrallélo grammes  [Mémoires   des  SitKutnts 
Bull,  des  Sciences  niathém.,  .>"  série,  l.  \  II.  (Miii  iSH.k)  m 
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étrangers  présentés  à  VAcad.  de  Saint-Pétersbourg^ 
t.  VII). 

0.  Sarrut.  —  Note  sur  la  transformation  des  mouvements  rec- 
tilignes  alternatifs  en  mouvements  circulaires,  et  récipro- 
quement. (Comptes  rendus  de  l^Acad.  des  Sciences  de 
Paris,  t.  XXXVI,  p.  io36-io38). 

7.  Poncelet.  —  Rapport  sur  une  transformation  nouvelle  des 

mouvements  rectilignes  alternatifs  en  mouvements  cir- 
culaires, et  réciproquement,  par  Sarrut.  [Ibid.,  p.  ii25- 
1127). 

1861. 

8.  Tchebychef  (P-),  —   Sur   une  modification  du  parallélo- 

gramme articulé  de  Watt.  [Bullet.  de  VAcad.  de  Sainl- 
Pélersboufg,  t.  IV,  p.  433-438). 

1864. 

9.  Peaucellier   (A.).  —   Lettre    au   rédacteur  des   Nouvelles 

Annales  de  Mathématiques.  (Nouv.  Annal,  de  Math., 
2^  série,  t.  III,  p.  4i4-4i^^)- 

1867. 

10.  *(')  Mannheim  (A.).  —  Communications   sur  le  compas 

composé  de  M.  Peaucellier.  (Bullet,  de  la  Société  phi- 
lomathique  de  Paris:  procès-verbaux  des  séances  des 
'20  et  '2y  juillet  1867,  p.  124-126). 

1868. 

11.  Peaucellier  [A.)   et  Wagner.  —  Mémoire  sur  un  appareil 

diastimométrique  nouveau,  dit  appareil  autoréducteur, 
note  XIV.  {Mémorial  de  l'Officier  du  génie,  n°XVIlI, 
p.  35i). 


(')  On  a  marqué  par  un  astérisque  certaines  Communications  qui  ont  été  faites 
dans  diverses  Sociétés  savantes,  mais  qui  ne  figurent,  dans  les  publications  de  ces 
So(i(''t(''s.  (juo  par  leurs  titres.  Toutes  les  fois  qu'une  pareille  Communii  alion  a  été 
analysée  dans  un  autre  Hecueil,  j'ai  eu  soin  d'y  renvoyer  le  lecteur. 
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1:2.  ^leGbiiiiciib  (II)-  —  i)Cyh  oahomï*  vfCîxanM^Mli.  .'■iariiicKii  Aka^i. 
HayKTî.  T.  Xl\  ,  CT|).  .'>8-/[(i.  [^TchehyçlipJ  (1*.)  —  Siii- 
un  iTiécanismo.  (Âfr/it.  de  VAcnd.  de  S(fiiit-/*(''tprs- 
hourn-,  t.  X\y,  p.  38-46)]. 

18(>î). 

\\\.  Roberls  {S.).  —  On  llie  mechanical  description  of  some 
species  of  circiilar  curves  of  tlie  tliird  and  fourlh  degrees. 
{Proceed.  of  the  Lond.  MatJi.  Soc.^  t.  JI,  p.  io.5-i36). 

H.  Ue  d'hune  ni  (II)-  —  O  napaji./ic.iorpaMMaxi).  Tpy4bi  2-ro 
CvbSAa  PyccK.  EcTccrBOiicnbiïaTCMcii  ,  «i.  I.  \Tcliehy- 
chef  {P.)  —  Sur  les  parallélogrammes.  {Travaux  du 
2^  Congrès  des  Naturalistes  russes,  t.  IjJ. 

1870. 

lo.  Cayley  {A.).  —  On  the  mechanical  description  of  a  nodal 
bicircular  quartic.  [Proceed.  of  the  Lond.  Math.  Soc.., 
t.  III,  p.  100-106). 

1871. 

I().  Lipkine  [L.).  —  Ueber  eine  genaue  Gelenk-Geradfïihrung. 
[Bullet.  de  VAcad.  de  Saint-Pétersbourg ,  t.  XVI, 
p.  57-60.  —  Der  Naturforscher,  an.  nS-i,  p.   179). 

17.  Lipkine  (L.).  —  Dispositif  articulé  pour  la  transformation 

rigoureuse  du  mouvement  circulaire  en  mouvement  rec- 
tiligne.  (Revue  univers,  des  Mines  et  de  la  Métallurgie 
de  LÂège,  t.  XXX,  /f  livraison,  p.  i49-i5o). 

1872. 

18.  Cayley  [A.).   —   On  the  mechanical  description  of  certain 

sextic  curves.  (Proc.  of  the  London  Math.  Soc,  t.  IV, 
p.  io5-i  1 1). 

19.  Cayley  (A.).  —  On  the  mechanical  description  ol'  a  cuhir 

curve.  (Ibid.,  p.   173-178). 

^0.  Kempe  (A.-B.). —  On  the  solution  of  équations  In  meclian- 
ical  means.  (Lhe  Messenger  of  Math.,  I.  I,  p.  51  -5s>.). 
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21.  llagen.  —    Die  Geradfiihrung  von  Lipkin.  {Deutsche  Bau- 

zeitungy  ann.  1872,  p.  98). 

1875. 

22.  Peaucell'ier  {A.).   —  Note  sur  une  question  de  Géométrie 

de  compas.  {Nouv.   Annal,  de  Math.,  1^  série,  t.  XII, 

23.  Peaucellier  (A.).  —  Note  sur  un  balancier  articulé  à  mou- 

vement rectiligne.  (Journal  de  Physique^  publié  par 
M.  J.  d'Almeida,  t.  II,  p.  388-39o). 

24.  Leinoine  {E .).   —  Note  sur  le  losange  articulé  du  comman- 

dant du  génie  Peaucellier,  destiné  à  remplacer  le  parallé- 
logramme de  Watt.  [Ibid.,  i3o-i34). 

25.  Syhester  (J.-J.).   —  Description  of  a  new  instrument  for 

converting  circular  into  gênerai  rectilinear  motion  and 
into  motion  in  conics  and  higher  plane  curves.  [Proceed. 
of  the  Lond.  Math.  Soc.,  t.  V,  p.  /\i  i40- 

1874. 

26.  Syhestei^  (J.-J.).  —  On  récent  discoveries  in  mechanical 

conversion  of  motion.  Friday  evening's  discourse  at 
the  Royal  Institution.  (January  23^*^). 

27.  Syhester  (J.-J.).  —  Transformation  du  mouvement  circu- 

laire en  mouvement  rectiligne.  Lecture  à  l'Institution 
Royale  de  la  Grande-Rretagne.  (Revue  scientijique, 
2*^  série,  t.  IV,  p.  490-498.  —  Les  Mondes.^  2^  série, 
t.  XXXVII,  p.  623-635,  667-675). 

28.  Sylvester  (J.-J.).  —  Des  systèmes  articulés;  instrument  ré- 

ciprocateur  du  colonel  Peaucellier  ;  description  des 
courbes  et  surfaces  algébriques  par  le  moyen  de  tiges 
articulées.  [^Compte  rendu  de  la  3*^  session  de  r Associa- 
tion française  pour  l'avancement  des  Sciences  (Congrès 
de  Lille,  p.  ii56-ii57).  —  Pour  une  analvse  plus  dé- 
taillée de  cette  Communication,  voii"  la  /icvur  scienti- 
Ji<iur,'>:'  série,  t.  Mil.  p.  ()^()-()4i]. 
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i2i).  Sylvesler  (J.-J.).  —  Question  4!2'M ,  solmion  hs  ^'.-.S'. 
Cari- y  N'Importe.  {Mathcitutlicnl  ()uf'sti(>its  /'mm  thr 
Iù/n<'(tli()nal  Times,  cdited  1)\  W  .-.!.-(>.  AIlllci-,  l.  X\I, 
|).  57-(i()). 

30.  Syhesfer  (./.-./.;.  —  Question  i3!2()  ,  solnlion  hy  G. -S. 
Carr,  J.  Wolstenholine.  [Ibid .,  |).  V,  i  i  i). 

31  Ilart  [[[.).  —  On  certain  conversions  olnjolion.  (Alessc/a:. 
of  Math,  t.  IV,  p.  8i>»-88,  iif)-i2o.  —  Beport  of  thr 
44  Meeting  of  tJie  British  Association  for  tJie  advance- 
ment  of  Science,  Meeting  of  Belfast,  p.  17-18). 

32.  Kempe  [A. -H.)   —  On  some  new  linkages.   [Messeng.   of 

Math.,  t.  IV,  p.   121-124). 

33.  Penrose  [J.-C.).  —  On  a  method  of  drawing,  l)yconlinued 

motion,  a  very  close  approximation  to  ihe  parabola,  pro- 
posed  with  a  view  to  its  possible  application  to  figuring 
reflectors.  (Monthlr  Notices  oj  the  Royal  Astronom. 
Soc,  t.  XXXI V^,  p.  260-267). 

3i.  Ellis  (J.-C .-Il .).  —  On  some  models  of  l^eaucellicr's  and 
other  parallel  motion.  [Proceed.  of  the  Cambridge  Phi- 
losopha Soc,  t.  II,  p.  334-338). 

3o.  *  Hayden  (ff.).  —  On  approximate  parallel  motion,  yile- 
port  of  the  44  Meeting  of  the  Prit.  Assoc  for  tlie  ad- 
vanc  of  Science  (Meeting  of  Belfast),  p.  18].  (Voir  le 
n"  64  de  cette  Liste.) 

36.  Perigal  (IL).  —  Link  Trammels.  (Proceed.  of  the  l.ond. 

Math.  Soc,  t.  V,  p.  20,  i44)- 

37.  Peaucellier's  perfect  parallel  motion.    {Jron,  t.  111,  ]).  25(). 

—  American  Artisan,  3'  séries,  t.  V,  p.   17). 

38.  Wagner.  —  Des  méthodes  de  levers  en  usage  dans  la  l)ri- 

gade  topograpbiqne  et  de  l'emploi  d'un  nouvel  instru- 
ment (appareil  bomolograpliique  de  MM.  Peaucellier  et 
Wagner)  destiné  à  substituer  aux  opérations  habituelles 
des  procédés  purement  mécaniques.  (Mémorial  de  VO/- 
ficier  du  gén ie .   n "  X \ il I ) . 
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39.  * Mcuuiheim  (A.).  —  Une  construction,  due  à  M.  Hart,  d'un 

appareil  plus  simple  que  celui  de  M.  Peaucellier,  pour 
obtenir  le  mouvement  rectiligne  d'un  point  au  moyen  de 
tiges  articulées.  (Bullet.  de  la  Soc.  math,  de  France  y 
t.  III,  p.  17). 

-40.  * Mannkeim  {A.).  —  Construction  de  deux  systèmes  arti- 
culés  décrivant    une  conique    au    moyen   de    sept   tiges. 

{Ibid.). 

M.  * Maniiheim  (A.).  —  Procédé  pour  décrire  une  anallagma- 
tique  du  quatrième  ordre  à  l'aide  d'un  appareil  à  tiges 
articulées,  semblable  à  celui  de  M.  Peaucellier,  en  rem- 
plaçant le  losange  par  un  quadrilatère  à  cotés  inégaux, 
mais  à  diagonales  rectangulaires.  (Ibid.).  (Voir  Aoui^'. 
Ann.  de  Math.,  1^  série,  t.  XIV,  p.  542-543). 

12.  Mannheim  (A.).  —  Deux  lettres  à  M.  Sylvester.  (Proceed. 

of  the  London  Math.  Soc,  t.  VI,  p.  3j-36). 

13.  Saint-Loup.  —  Résolution  de  l'équation  du  troisième  degré 

à  l'aide  d'un  système  articulé.  [Comptes  rendus  de 
UAcad.,   t.  LXXIX,    p.    i323-i324). 

4-4.  Lemoine  {E .).  —  Le  losange  articulé  du  colonel  Peaucel- 
lier. [Compte  rendu  de  la  3®  session  de  UAssoc.  franc, 
pour  Vavanc.  des  Sciences  {Congrès  de  Lille),  p.  122- 
120.  —  Voir  aussi  Revue  industr.,  numéro  du  11  no- 
vembre 1874?  6t  Annales  industr.^  n*^  du  21  juin  1874]- 

40.  Brilll  {A.).  —  Losange  articulé  destiné  à  remplacer  le  pa- 

rallélogramme de  Watt.  [Ann.  industr.,  numéro  du 
21  juin  1874). 

187o. 

46.  Sylvester  (J.-J.).  —  On  the  expression  of  tlie  curves  gener- 

ated  by  any  given  System  Avhatever  o(  linkwork  under 
the  form  of"  an  irréductible  déterminant.  (Proceed.  of 
the  London  Math.  Soc^l.  VI,  p.  78,  196-197). 

47.  Sylvester  (J.-J.)  —  An  orthogonal  web.  (Ibid., p.  loi ,  197). 

48.  Sj'lvester  (J.-J.)   —  The   mode  of   construction  of  a   new 


sort  ol  ladv's  lan.  [Ibid.,  p  ^8,  196.  —  Ko//- aussi  Malli. 
Ouest,  fioin  the  Ednc.  TimcsyV.  XXXIIl,  «niesl.  SSj-, 

P-97)- 
\\).   Svhestei'  {J.-J.).  —  On  llic  re[)reseiilalion  of  any  uniciirsal 
curve  and   ils   nodes  in    lerms   ol    llie  parametric   coofïi- 
cients  and  on  Robcrl's  cases  of  unlcursal  ihree-har  mollon. 
(^Pfoceed.  of  the  Loiidon  Math.  Soc..,  l.  VI,  p.  3-). 

«^0.  "  Sylvester  (J.-J.)  —  On  James  Watt's  parallel  niolion, 
(Ibid.,  p.  i3()). 

ol.  Syhester  {J.-J.).  —  Question  io91,  solution  bv  E.-B.  El- 
liot.  {Math.   Ouest,  from  the  Educ.   Times,  t.  XXIII. 

p.  4:^).       ■ 
o"2.   Syhester  {J.-J.).  —  Question  4637,  solution  by  E.-B.  El- 
liot  and  olliers.  {Ibid..,  p.  59-60). 

53.  Syhester  {J.-J.).  —  Question  4660,  solution  by  S. -A. 
Renshaw  andothers.  {Ibid.,  p.  71-73). 

Ty^it.  Carier  {A.).  —  On  the  question  of  the  mechanical  descrip- 
tion of  a  Cartesian.  {Proceed.  0/  the  London  Math. 
Soc.,  t.  VI,  p.  83). 

55.  *  Carley  {A.).   —    On  some  figures  of  curves  in  three-bar 

motion.  {Ibid.,  p.  i3()). 

56.  Hart  {H.).  —  On  the  mechanical  description   of  a  sphero- 

conic.  {Ibid.,  p.  i36-i37). 

57.  Hart  {IL).  —  A  parallel  motion.  (/6/<i.,  p.  137-139). 

58.  Darwin  {G. -II.).    —   A  mechanical    method   of  making    a 

force  which  varies  inversely  as  the  square  of  the  dis- 
tance from  a  lixed  point.  {Ibid.,  p.  ii3-ii/î.  —  I  o//* 
aussi  Messeng.  of  Math.,  t.  V,  p.  i3). 

59.  Darwin  {G. -II.).   —  The  mechanical   description    of  equi- 

potential  lines.  {Proceed.  of  the  London  Math.  Soc., 
t.  VI,  p.  I  I  5-1 17). 

61).  Lavcriy  {IW-IL).  —  Extension  ol'  l*<';nicellicr's  llicorcm. 
{Ibid..  p.  SfS:)). 
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61.  RoberLs  {S.).  —  On  thi ee-bar  motion  in  plane  space.  (Ibid., 

l.  VIT,  p.  i4-23). 

62.  Kempe  {A.-B.).  —  On  a  gênerai  method  of  producing  exact 

rectilinear  motion  by  linkworks.  (^Proceed.  of  the  Royal 
Soc.  of  Londoîi,  t.  XXIII,  p.  565-577). 

63.  JoJinson  (IV.-W.).  —  The  Peaucellier  machine  and  other 

linkages.  [T lie  Analyste  t.  II,  p.  /\i-^^). 

64.  Hayden  (W.).  —  Parallel  motion.  (Iron,  t.  V,  p.   265.  — 

Rev.  indust/'.^  juin  1875,  p.  226.  —  PolytecliniscJies 
Centralblatt,  Neue  Folge,  Jahrg.  XXIX,  p.  993-996). 

65.  Peaucellier  {A.).  —  Transformation  du  mouvement  circu- 

laire en  mouvement  rectiligne  à  l'aide  d'un  svstème  de 
cinq  tiges.  [Revue  scientif.^  2^  série,  t.  VIII,  p.  90 1- 
952). 

66.  Peaucellier  (A.).  —  Note  sur  l'emploi  des  systèmes  arti- 

culés à  liaison  complète  en  Géométrie,  en  Mécanique  et 
dans  les  Sciences  appliquées.  (Aléinorial  de  V Officier  du 
génie,  n«  XXV,  p.  369-389). 

67.  Rapport  à  la  suite  duquel  le  prix  de  Mécanique  de  la  fonda- 

tion Montyon ,  pour  l'année  1874,  a  été  décerné  par 
l'Académie  des  Sciences  à  M.  Peaucellier.  (Commis- 
saires :  MM.  Morin,  Rolland,  Phillips,  Tresca,  de  Saint- 
Venant,  Resal,  rapporteur).  (Co/??yj>;<?i:  rendus  de  V Acad .  ^ 
t.  LXXX,.  p.  1469- 1470. — Mémor.de  VOffic.  du  génie, 
n°XXV,  p.  366-368). 

68.  Lernoine  {E .).    —  Sur  le  losange  articulé  du  colonel  Peau- 

cellier. {Mémoires  de  la  Soc.  des  ingén.  civils,  an.  iS~d, 
p.  247). 

00.  Lernoine  {E.).  —  Sur  le  svstème  articulé  à  cinq  tiges  de 
M.  Hart.  [Revue  industr.,  numéro  du  12  avril  1875). 

70.  Bréguet  {A.).  —  Nouveaux  systèmes  de  tiges  articulées  de 
MM.  Hart  et  Kempe.  [Revue  industr.^  numéro  du 
21  avril   1875,  p.   i32). 
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71.   Laisant  (C.-A.').  — Note  sur  un  coiripas  trisecteur.  [Compte 
rendu  de  la  /\^  session  de  UAssoc.  franc,  /tour  V avanc. 
^-  des  Sciences  (Congrès  de  Nantes)^  p .  i  (>  i  - 1  ().:>  J . 

7i2.   Brocard  (//.).   —  Note  sur  un  compas  trisecteur,  [)roposé 

rpar  M.  Laisant.  [Bulletin  de  la  Soc.  math,  de  France^ 
t.  m,  p.  47-48). 

^3.  Perrln.  —  Note  sur  la  division  mécanique  de  l'angle.  [Ibld.j 
l.  IV,  p.  85-87). 

74.  Saint-Loup.  —  Des  systèmes  articulés  simples  et  multij)les 

et  de  leurs  applications.  [Mémoires  de  la  Soc.  d'êmul. 
du  Doubs). 

75.  Prudliomme.  —  Sur  le  losanj^e  articulé  de  M.   Peauccllicr. 

[Bullet.  de  la  Soc.  Industr.  de  Mulhouse^  nouv.  série, 
t.  XLV,  p.  179.  —  Polytechnlsches  Centralblattj  Neue 
Folge,  Jahrg.  XXIX,  p.  990-993). 

76.  Llgulne  [V.).  —  Sur  les  systèmes  articulés  à  six  tiges. 
[Compte  rendu  de  la  4^  sess.  de  Vyissoc.  franc,  pour 
Vavanc.   des  Sciences  [Congrès  de  Nantes),   p.   208- 

224]. 

77.  Llgulne  [V.).  —  Sur  les  systèmes  de  tiges  articulées.  (iVoMt^. 
Ann.  de  Math.,  2*^  série,  t.  XIV,  p.  529-56i.  —  Beper- 
torlum  der  rein,  und  angew.  MatJiematlk,  herausg. 
von  L.  Konigsberger  und  G.  Zeuner,  t.  I,  p.  95-101). 

78.  Hoppe  (/?.).  —  Ueber  das  Problem  der  Geradfiihrung  eines 
Punktes.  [Grunert' s  Archw  fur  Matliem.,  t.  LVIII, 
p.  2t5). 

79.  August  [F.).  —  Beweis  des  Peaucellier'schen  Satzes. 
[Ibld.,  p.  216). 

80.  Schedlbaucr.  —  Die  Geradfiihrung  von  Peaucellier.  [Baver- 
IscJies  Industrie-  und  Ge^verbeblatt,  Neue  Folge,  Jalir- 
gangVII,   p.   90). 

81.  Mayer.  —  Ueber  Sylvester's  Parallelogramm.  [Der  Ma- 
scJilnenbauer.,  ^d\\Y^.  10,  p.  87. — Zeltschr.  des  oestei\ 
//?^e/?.-Fe/'e//7.ç,  Jahrg.  XX^  II,  p.  802). 
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82.  Cayley  (A.).—  Three-bar  motion.  {Proceecl.  of  the  Lond. 

Math.  Soc,  t.  VU,  p.  1 36-1 66). 

83.  Kempe   [A.-B.).  —   On  a   gênerai    method   of   describing 

plane  curves  of  the  7i'''  degree  by  linkwork.  [Ibid.j 
p.    2  1 3-2  1 6.  —  [Voir  aussi    Messeng.   of  Math.,   t.    VI, 

p.  i43-i44). 

84.  Hajt  {H.).  —  On  ihe  mechanical  description  of  the  limaçon 

and  the  parallel  motion  dediiced  therefrom.  (^Messeng. 
of  Math,  t.  V,  p.  35-39). 

80.    Gfeenhill  (A.-G.).    —   Mechanical  solution  of  a  cubic  by  a 
quadrilatéral  linkage.  [Ibid.,  p.  162-163). 

86.  Johnson  [W.-W.) —  On  three-bar  motion.  [Ibid.,  p.  5o-52). 

87.  Johnson  [W.-W.\  — Note  on  the  kite-shaped  quadrilatéral. 

(^Ibid.^  p.  169-160). 

88.  Johnson  [JJ  .-JV.).   —  Note   on  four-bar   linkages.  (Ibid.j 

p.  190-192). 

89.  Johnson  {^IV.-W.).  —  Récent  results  in   the  study  of  link- 

ages. [The  Analyst,  t.  III,  p.  42-46,  70-^4)- 

90.  M'ilson  (/.).    —    On    parallel  motions.    [Proceed.    of  the 

Royal  Soc.  of  Edinburgli,  t.  IX,  p.  161-170). 

91.  Uayden  (}V.).  On  parallel  motion.  [Report  of  the  46  Mee- 

ting of  the  Brit.  Assoc.  for  the  advanc.  of  Science). 

92.  *  Tcliebychef  {P.).  —  Nouveau   mécanisme  à  mouvement 

parallèle.  [Compte  rendu  de  la  5*  sess.  de  V Assoc.  franc, 
pour  Vavanc.  des  Sciences  {Congrès  de  C lerniont-Fer- 
ranl)^  p.  i4o]. 

93.  Tcliebychef. — Geradfuhruni>.  [Din^ler  sPohtech.  Journ., 

t.  GCXX,  p.  2 1). 

9i.    Mansion    (/'*.).    —    Les  compas   c()ni|)0scs   de    J^'uuccllicr, 
Ihirl  et  he/n/)e.  (.\o(n\  Corrcsp,  nuilli..   U    il,    p.   i  21)- 

i;;o). 


I 


xMÉLANGES.  i>5 

Do.  Brocard  {II-)'  —  Sur  la  division  mécanique  de  l'angle. 
[/hdl(H.  de  la  Soc.  math,  de  J'^rancc,   t.   V,  p.    ^3-4"). 

96.  De]{oos[J.-D.-C.). — Over  slangenstelsels.  (^TijdsLiift  r.an 
liet  Koninklijk.  Instituut  van  Ingénieurs,  an.  jSjS-^G, 
p.  194). 

1)7.  Kirscli.  —  Zur  Théorie  der  Geradfiilirungen.  {^Der  Civiiln- 
genieur,  neue  Folge,  t.  XXII,  p.  3:>.  i-.)3()j. 

1)8.  Svhester^s  Differential  Paralielogranim.  [Grotkc's  .lllg, 
PolytecJin.  Zeitang,  Jahrg.  IV,  p.  5^  i4). 

99.  Fischer.  —  Universal-Cirkelgeradfuhrung  (Svlvester's  Ge- 
radfiihrung).  [ZeitscJirift  des  oester.  Ingen.-\  ereins, 
Jahrg.  XXVIII,  p.  196)! 

1877. 

1(10.  * Hart  {H.).  —  The  kinematic  paradox.  [Proceed.  0/  the 
Lond.  Math.  Soc.^  t.  VIII,  p.  261.  {Now  Messeng.  of 
Math..,  t.  VII,  p.  55,  189-190,  et  The  Nature,  t.  XVI, 
p.  95)]. 

101.  *  liai  t  {IL).  —  A  Method  of  solving  by  linkwork/(^)  =  o, 
an  algebraical  équation  on  the  /^'''  degree.  \^^Proceed.  of 
tJie  Lond.  Math.  Soc,  t.  VIII,  p.  y.Gi.  (Voir  Messeng.  of 
Math.,  t.  VII,  p.  56)]. 

10!2.  * Ilart  [IL).  —  Generalizalion  of  cases  of  five-bar  motion 
considered  at  the  April  Meeting.  [Proceed.  of  the  Lond. 
Math.  Soc,  t.  VIII,  p.  :i6i.  (Voir  Messeng.  of  MatJi., 
t.  VII,  p.  06)]. 

103.  Hart  (IL).  —  On  the  Cassinian.  {Messeng.  of  Math., 
t.  VI,  p.  i;.). 

iOi.  Hart  (IL).  —  On  llie  production  of  circular  and  rcclili- 
near  motion.  {Ibid.,  t.  VII,  p.  ^iS), 

105.  Hart  {H.).  —  On  some  cases  of  parallel  motion.  {Proceed. 

of  the  Lond.  Math.  Soc,  t.  Mil,  p.  o.SG-i^Hy.  —   Mes- 
seng. of  Math.,  t.  VU,  p.  i'^). 

106.  Ketnpc  [i.-B.).  -      How    to  draw  a  slraiglil  linc.   [/'/ic  A(/' 
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Une,  t.  XVI,  p.  65-6;,  86-89.  ~  Tirage  à  part  paru  chez 
Macmillan  and  G'',  Londoii  {Nature  Séries)']. 

107.  Kempe  (A.-B.).  —  Sur  la  production  du  mouvement  recll- 

ligne  exact  au  nioven  de  tiges  articulées.  Trad.  de  l'an- 
glais par  V.  Liguine.  (Nouv.  Corresp.  math.^  t.  III, 
p.    129-139,  177-186). 

108.  Svhester   (J.-J.).    —   Question   5327,   solution    by    G. -S. 

Carr,  J.-J.  Svhester.  {Math.  Quest.  froni  the  Educ. 
Times,  t.  XXVIII,  p.  24). 

109.  Delahaye.   —   Etude   sur  le    losange    articulé    du    colonel 

Peaucellier  et  sur  les  systèmes  articulés  à  liaison  com- 
plète. {Ballet,  de  la  Soc.  industr.  de  Rouen). 

110.  Zeuthen  {II. -G.).  —   Nogle  Exempler  paa  leddede  Stang- 

systemer.  [Tidsskrift  for  Math.,  udgivet  af  ZeutJien^ 
ser.  4?  t.  I,  p.  161-174). 

111.  De  Roos  {J.-D.-C .).  —  Eenige  mededeelingen  en  opmer- 

kingen  over  stangenstelsels.  (  Tijdskrift  van  liet  Ko- 
ninklijke  Instituât  van  Ingénieurs^  an.  1876-77,  p.  219. 
—  Rev.  univ.  des  Mines,  'i^  série,  t.  II,  p.  i). 

112.  Bunnester  {L-)-    —   Ueber  die    Geradfidirung   durch    das 

Kurbelgetriebe.  [Civilingenieur,  t.  XXII,  p.  597-606). 

113.  Iliilsenberg  {A.).   —    Beitrag  zur  Théorie   des    Universal- 

cirkels  von  Peaucellier,  mit  besonderer  Beriicksichtigung 
seiner  Anwendung  als  vollkommene  Geradfùhrung.  {Zeit- 
schrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  t.  XXI, 
p.  7-16,  49-56). 

114.  Rittershaus  {T.).  —  Zur  Frage  der  Gelenk-Geradfiihrung. 

{Ibid.,  p.  218-226). 

Tlo.   M.-M.    —  Priori t;it  in  Geradl'iihrungen.  {Dingler\s  Polvt. 
Journal,  t.  CGXXVI,  p.  209-210). 

llo.  ,lmum  {B.). — 0  c.ioHviihixij  niipKy.iflxi>  u  uxi)  npinitiHcnin  ki. 
.MCxaunnecKOMy  ptrueuiio  ypanucHiu.  3anncMi  MaTCMar. 
()TAt>./icniîi  lloiioj).  OOmecTua  EcïOCTBOUcnwTaTC.icfi,  t.  LU. 
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YLiguinn  (^  .).  —  Sur  les  compas  composés  et  l(Mirs  ap- 
plications à  la  résolution  des  équations.  {^Mrin.da  laSoc. 
(les  Ndliudlislcs  (T  Odessa,  section  ries  Sciences  mat  II.  ^ 

1 17.  A  muni  {B.).  —  SuMliTKa  o  cnoco6t>  KcMne  jyAU  McxammccKaro 

pliLiicnin  ypaBiicuiri.  SainiCKii  IloDopoc.  YninicpcnTeTa, 
T.  \Xn,  cïp.  i49-i5().  [Liguine  (V.)  —  Acte  sur  la 
méthode  de  M.  Kempe  pour  résoudre  mécaniquement  les 
équations.  (Além.  de  l'Université  d'Odessa,  t.  X\I1, 
p.   i49-i56)]. 

1878. 

118.  *  Kempe  [A.-B.). — On  a  property  of  the  four- pièce  linkage 

and  on  ciirious  locus  in  linkages.  (  Proceed.  of  the  Lond. 
Math.  Soc,  t.  IX,  p.  n;)). 

119.  Kempe  (A.-B.).  — On  conjugale  four-piece  linkages.  (//>/6/.^ 

p.  i33-i47). 

120.  Cliff'ord[W.-K.).  —  On  the  triple  génération  ol  three-bar 

curves.  (^Ibid.,  p.  2^-28). 

121.  "  Péri  gai  (II.\  —   On  a  kinematic  paradox.  (the  Rotame- 

ter.  (Ibid.,  t.  X,  p.  28). 

122.  Kennedy  (A.).  —  Notes  on  the  géométrie  solution  of  some 

statical  problems  connected  with  mechanisms  (linkworks). 
(Ibid.    t.    IX,   p.   22  1-220.    —   Voir   aussi  Messeng.    of 
Math..,  t.  VIII,  p.  27). 

123.  Tchebvchef  [P .).  —  Sur  les  parallélogrammes  les  plus  sim- 

ples symétriques  autour  d'un  axe.  [^Compte  rendu  de  la 
7*^  sess.   de  V Assoc.  franc,  pour  Vavanc.   des  Sciences 
(Congrès  de  Paris),  p.  i  69-1 63)]. 

121.  ^elibiuiem  (//).  —  O  napajUie.iorpaviMaxi),  cocxoim^nxb  iii^.-b 
Tpexi>  3^eMeHT0BTD  11  ciiMMcrpuiiecKnxTj  oko.io  oahou  ocii. 
SaiiiiCKM  Ak.  HayK-b,  t.  XXXIV,  npiuoHxewie  3.  yrche- 
bychef  (P.).  —  Sur  les  parallélogrammes  composés  de 
trois  éléments  et  symétriques  autour  (riin  a\c.  (Méin.  de 
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l'Acad.  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,l.  XXXIV, 
Slip  pi.  3)]. 

125.  UeGhirneBi   {H).  —  O  npocT-feHiuiixTj   coq^eHCHiax-b.  MaTCM. 

CGopHIIR-b,     II3/l,aB.    MOCKOBCK.     MaTCM.    06li;CCTB.,    T.    IX, 

CTp.  34o-35i.  [^Tchebychef  {PX  —  Sur  les  systèmes 
articulés  les  plus  simples.  {Bull,  de  la  Soc.  nia  th.  de 
Moscou)]. 

126.  Léauté  {H.).  —  Sur  les  systèmes  articulés.  {Comptes  ren- 

dus de  VAcad.  des  Sciences, l.  LXXXVII,  p.  i5i-i54). 

127.  Tliiebaut  {G.).  —  Note  sur  le  système  articulé  de  M.  Peau- 

cellier.  {Nouv.  Ann.  de  Mcith..,  i^  série,  t.  XVII,  p.  2o8- 
261). 

128.  Lawrence  {E .-J.).  —  Gonic  constructions.   {Math.  Quest. 

front  theEduc.  Times ^  t.  XXIX,  p.  74)- 

129.  Moncourt.   —    Question  5696,   solution  by  /.-/.  Walker. 

{Ibid.^  t.  XXX,  p.  28-29). 

130.  De  Roos  {J.-D.-C).   —  Jets  over  de  gekoppelde  krukbe- 

weging.  {Nieuw  Archief  voor  wiskunde^  t.  IV,  p.  120- 

100). 

131.  Maiss  {J.).   —   Aehnlichkeiten  einig-er  gebrauchlicher  Ge- 

radfiihrungen  auf  kinematischer  Grundlage.  {Zeitschr. 
des  Ver.  deutsch.  Jngen..,  t.  XXII,  p.  334-336). 

132.  MyKOBCKiii  {H.).  —  OnHcanie  npii6opa  KeAine  4^1^  ptmcHifl 

ypaBueniil  BbicmiixTj  CTeneHCii.  TpyAbi  Ilo.uiTexHnuecKaro 
06ii;ecTBa  npii  Mockobckomtj  TexHimecKOMij  yiiiunu;*, 
fifamycRTî  I.  [Jouko/sky  (A^.).  —  Description  d'un  appa- 
reil de  M.  Kempe  pour  résoudre  les  équations  de  degrés 
supérieurs.  {Trav.  de  la  Soc.  polytechn.  de  Moscou, 
livrais,  i)]. 

1879. 

133.  Daiboux    (/i.).    —    De  l'emploi    des  fonctions   elliptiques 

dans  la  théorie  du  ([uadrilatère  plan.  {Bullet.  des  Scienc. 
intuii.  cl  (fs/rom,  ■>.''  séiie,  l.  111,  p.   i{)9->.o8.  —  Comptes 


rendus  de  rAcad.  des  Sciences,  l.  IA\\\  III.  p.  i  i  8  >- 
I  I  85,  I  ■-'..V^-i  2.") 5). 

131.  Ddi'houx  {(i-)'  —  Sur  nii  iiouxel  a[)[)arell  à  li'^rie  (Iroilf;  de 
M.  Hart.  [Bull,  des  Sciences  nialh.  et  aslionont .^  •>."  sé- 
rie, t.  m,  |).   \  \\-\  ■'>i  ). 

13o.  Ddrboux  (G.).  —  Recyierches  sur  un  système  articulé. 
[Ibid.,  j3.  1 5  i-i ()>.). 

13().  Darboux  {G.)  —  Présentation  d'appareils  pour  le  tracé  des 
lignes  droites  et  des  ovales  de  Cassini.  [Compte  rendu 
de  la  S^sess.  de  l/Assoc.  franc,  pour  Cavanc.  des  Scienc. 
(  Congrès  de  Montpellier ) ,  p .  i  ^ 8  )] . 

137.  Darboux  (G.).   —  Appareils  divers  de  Peaucellier,  Hart  et 

Kempe.  (Ibid.,  p.  '^7^-377). 

138.  Marcks  {W.-D.).  —  Peaucellier's  compound  Gompass  and 

other  linkages.  (Journ.  of  the  Franklin  Instit.^  t.  GVII, 
n"  6). 

139.  HeSbiinem  {H). —  O  napajijLejiorpaMMaxTî,    cocTOiimiixTj  ilstî 

TpexT}  KaKiixTj-JiiiGo  a.ieMCHTOBij.  SaniiCKii  Axa^,.  HayR^b, 
T.  XXXVI,  npiijiO/K.  3.  [^Tchebvchef  [P.).  —  Sur  les 
parallélogrammes  composés  de  trois  éléments  quelcon- 
ques. (yl/(?//i.  de  rAcad.  des  Sciences  de  Saint-Pétersb.., 
t.  XXXVI,  suppl.  3)]. 

140.  Kempe  (A-B.).  —  A  property  of  a  linkage.  [Proceed.  of 

the Lond.  Math.  Soc,  t.  XI,  p.  45). 

lil.  De  Boos  (J.-D.-C).  —  Linkages  :  the  différent  forms  and 
uses  of  articulated  links.  New-York,  Van-Nostrand. 

14i2.  BamiscJi  (A.).  —  Die  allgemeine  Construction  von  Gerad- 
fûlirungen  [Verhandlungen  des  Vereins  zur  Befordc- 
rung  des  Gewerbjleisses^  Jahrg.  LVIII,  }).  5i  1-5  li). 

1880. 

143.  Sylvestei-  (J.-J.).  —  Question  5357,  solution  by  Cumin- 
Sharp.  {McLtJi .  Quest.  from  the  Educ.  Tintes^  t .  X\\  III. 

P-97)- 
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m.   Sylvester(J.-J.).  —  Question  6339,  solution  by  S.Robejts. 
\lbid.,  t.  XXXIV,  p.  4M7)- 

145.  Genèse  \{R.-W.).  —  Question ,  solution  by  G.  Hebbel 

and  others.  {Ibid.^  p.  102).  •      ■ 

146.  Saint-Germain   {A.    de).    —   Sur    le   parallélogramme  de 

Watt.  [Journ.  des  Math,  pures  et  appliquées,  3^  série, 
t.  VI,  p.  19-26). 

1881. 

147.  Gagarine   (Prince  A.).  —  Systèmes   articulés   assurant    le 

mouvement  rectiligne  ou  la  courbure  circulaire.  [Comptes 
rendus  de  UAcad.  des  Sciences.,  t.  XCIII,  p.  711). 

148.  raeapnm  (Kh.  A.).   —  O  HtKOTopbixTD   coq^eHCuiiix'b.   C- 

IleTepGypnj.  [Gagarine  (Prince  A.)\.  —  Sur  quelques 
systèmes  articulés.  Saint-Pétersbourg]. 

149.  D^Ocagne  {M.).  —  Note  sur  le  système  articulé  du  colonel 

Peaucellier.  (^Nouv.  Ann.  de  Math..,  1^  série,  t.  XX, 
p.  456-459]- 

1882. 

150.  r azœpnm  (Rh.  A.^.  —  KpyroBaa  jiMueiiKa  h  npiiMOJiiiHefiHoe 

ABiiîKeHie  npflMOM.  ^ypHajrb  pyccK.  (jiiisiiKO-xHMiiqecK. 
06ii;ccTBa,  t.  XIV.  CTp.  52-57.  [Gagarine  (Prince^.). 
—  La  règle  circulaire  et  le  mouvement  rectiligne  d'une 
droite.  {Journ.  de  la  Soc.  de  Physique  et  de  Chimie  de 
Saint-Pétersbourg,  t.  XIV,  p.  52-57)]. 

151.  Liguine  (I  •).  —  Sur  les  systèmes  articulés  de  MM.  Peau- 

cellier,  Hart  et  Kempe.  {Nouv.  Ann.  de  Math..^  3®  série, 
t.  1,  p.  1  53-163). 
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GRUEY.  —  Le  strkphoscope  universel.  —  3?,  p.  in-S";  Paris.  1882. 

On  sait  que  M.  Griiey  s'est  particulièrement  occupé  des  instru^ 
ments  gyroscopiques  :  il  a  adressé,  sur  ce  sujet,  de  nombreuses  et 
intéressantes  Notes  à  l'Académie  des  Sciences,  et  il  a  réuni  les 
résultats  de  ses  recherches  dans  sa  TJiéoric  niathéinatique  du 
gyroscope.  Il  a  récemment  fait  construire  un  petit  nombre  de 
pièces  qui,  combinées  convenablement,  permettent  de  réaliser  di- 
vers instruments  gjroscopiques  ;  les  pièces,  numérotées  de  o  à  20, 
sont  contenues  dans  une  boîte  très  portative  :  elles  ont  été  con- 
struites par  M.  Gollin  (').  Dans  la  brochure  descriptive  qui  accom- 
pagne cette  boîte,  M.  Gruey  explique  comment  on  peut,  et  cela 
très  facilement,  monter  les  appareils  suivants  :  toupie  de  Foucault, 
balance  deFessel  et  Plûcker,  ])endule  polygonal  de  M. Gruey,  tour- 
niquet alternatif  à  poids  de  M.  Gruey,  tourniquet  alternatif  à  ten- 
sion de  M.  Gruey,  pendule  de  M.  Sire^  pendule  conique  alternatil 
de  M.  Gruey,  appareil  de  Bohnenberger,  polytrope  de  M.  Sire, 
culbuteur  de  Hardy»  culbuteur  continu  de  M.  Gruev  pendide 
culbuteur  de  M.  Gruey,  appareil  à  rotations  périmétriques  de 
M.  Sire. 


SCHMIDT  (A.).  —   ZuR    Théorie    der    Cremona'scheiv   Transformationex, 

INSRESONDERE   DERJENIGEN   4-  OrDNUNG.    InAUGURAL-DiSSERTATION.  —  ln-8", 

48  p.;  1882. 

Les  recherches  de  M.  Schmidt  concernent  principalement 
la  détermination  d'une  transformation  de  Gremona  :  Tau  leur 
donne  d'abord  (p.  3-i-)  quelques  propositions  relatives  au 
nombre  d'équations  que  peuvent  fournir,  pour  une  telle  délermi- 
nation,    les    données    les    plus    simples    (points    fondamentaux, 

(')   118,  l'uc  Montmartre,  à  Paris. 

Bull,  des  Sciences  niathém.,  •.?'  sriic,  t.  \'[l.  (.fuin  iSS.'î.)  \j> 
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couples  de  points  correspondants,  etc. ..),  ainsi  qu'à  la  dépendance 
que  ces  données  peuvent  avoir  entre  elles.  Le  reste  de  son  travail 
(p.  i8-48)  est  consacré  aux  transformations  du  quatrième  ordre 
pour  lesquelles  il  existe  dans  chacun  des  deux  plans  six  points 
fondamentaux,  dont  trois  sont  doubles  et  trois  sont  simples;  ces 
transformations  se  présentent,  comme  on  sait,  de  la  façon  la 
plus  simple  en  combinant  deux  transformations  quadratiques. 
M.  Schmidt  établit  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  deux  groupes  de  six  points  puissent  être  considérés  comme 
constituant  les  points  fondamentaux  d'une  transformation  du 
quatrième  ordre  de  la  classe  considérée;  ces  conditions  sont  don- 
nées sous  forme  de  relations  entre  les  rapports  anharmoniques  des 
faisceaux  de  droites  obtenus  en  joignant  un  des  points  à  quatre 
autres;  quatre  de  ces  relations  sont  indépendantes  entre  elles,  les 
autres  en  résultent;  en  les  supposant  vérifiées,  les  équations  de 
la  transformation  se  présentent  sous  forme  d'équations  entre  des 
rapports  anharmoniques  analogues  aux  précédents,  mais  où  fi- 
gurent quatre  points  fondamentaux  et  un  point  variable  ;  la  trans- 
formation est  ainsi  déterminée  d'une  façon  univoque  par  dix  points 
fondamentaux  indépendants;  par  exemple,  partons  les  points  fon- 
damentaux d'un  plan  et  quatre  points  fondamentaux  quelconques 
de  l'autre,  par  cinq  couples  de  points  fondamentaux  correspon- 
dants, par  tous  les  points  fondamentaux  sauf  un  point  fondamental 
simple  dans  chaque  plan.  La  transformation  peut  aussi  être  dé- 
terminée d'une  façon  univoque  par  neuf  points  fondamentaux  in- 
dépendants et  deux  points  fondamentaux  dépendants. 

Enfin  M.  Schmidt  discute,  au  point  de  vue  de  la  réalité,  la 
nalure  des  points  fondamentaux  dans  le  cas  où  la  transformation 
biquadratique  est  telle  que,  à  chaque  point  réel  de  l'un  des  plans 
corresponde  un  point  réel  de  l'autre,  et  traite  de  la  transformation 
du  troisième  ordre  regardée  comme  une  transformation  biquadra- 
tique dégénérée. 
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S  tu  ll.ua  ri;  i88'>.. 

L'auteur  de  celte  dissertation  inaugurale  reprend  les  élémenls 
(le  la  théorie  du  potentiel  en  se  plaçant  au  point  de  \m<.'  cpie  les 
recherches  récentes  sur  les  principes  de  la  ihéori*;  des  (onclions 
permettent  aujourd'hui  d'atteindre.  On  reconnaît  de  suite  cpic 
M.  Otto  H()ldcr  est  familier  avec  l'emploi  des  méthodes  rigou- 
reuses, et,  à  coup  sûr,  la  théorie  du  potentiel,  où  se  présentent 
d'une  façon  nécessaire  des  exemples  si  remarquahics  de  singula- 
rités, paraît  exiger  l'usage  de  telles  méthodes.  Au  surplus,  nous 
aurons  à  signaler,  dans  son  travail,  un  résultat  important  relatif 
aux  dérivées  secondes  du  potentiel. 

L'auteur  considère  d'abord  le  cas  d'une  masse  occupant  un 
volume;  il  rappelle  la  démonstration  habituelle  de  la  continuité  du 
potentiel, et  propose  une  démonstration  nouvelle  de  l'existence  et 
de  la  continuité  des  dérivées  premières.  Il  me  semble  que  les  dé- 
monstrations relatives  à  ces  premiers  principes  deviendraient  plus 
naturelles  en  calculant  préalablement,  ce  qui  est  lacile,  des  limites 
supérieures  de  la  valeur  absolue  du  potentiel  et  de  ses  dérivées, 
le  point  attiré  étant  supposé  en  dehors  de  la  masse  attirante.  Soit, 
par  exemple,  V  le  potentiel  d'une  masse  occupant  une  portion 
finie  d'espace  E  pour  un  point  A  de  coordonnées  x,r,  ::,  extérieur 
ùE;  on  trouve  de  suite  que,  en  désignant  par  R  la  limite  supé- 
rieure des  valeurs  absolues  de  la  densité  K,  par  D  la  limite  supé- 
rieure de  la  distance  de  deux  points  de  E,  par  R  et  R'  les  limites 
supérieure  et  inférieure  de  la  distance  du  point  A  à  un  point  de  E, 

les  valeurs  absolues  de  V,  -:— ■>  -— r?   ,— t-'  •••  sont  respectivement 

inférieures  à 

W  R' 

4irKRD,     47rKD,     STiKlog-rr-?      i'2  7rKlog  — ,     ••.• 

D'ailleurs,  dès  que  l'on  a  établi  la  signification  de  \  et  l'existence 

de  -T—  pour  un  point  A  intérieur  à  E  ou  situé  sur  la  surface  limite, 

on  reconnaît  immédiatement  que  les  premières  inégalités,  où  R'  nr 
figurait  pas,  subsistent,   quelle   que  soit  la   position  du  [)<)inl    V. 
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L'emploi  svstématique  de  ces  inégalités  et  de  la  formule 

f{X  -r-  h)  -/(x)  =  hf\x  -^  6A) 

rend  ensuite  les  démonstrations  aisées  et  naturelles.  S'il  s'agit 
par  exemple  de  la  continuité,  en  considérant  deux  points  A,  A', 
en  les  entourant  par  une  petite  sphère  et  en  décomposant,  comme 
on  fait  d'habitude,  la  masse  attirante  en  deux  parties,  on  trouve 
de  suite  que  la  valeur  absolue  de  la  différence  V(A')  —  V(A)  des 
valeurs  du  potentiel  en  deux  points  A  et  A'  est  inférieure  à 
47rKAA  (D  +  4^^ 0'^^  ^^  continuité  de  la  fonction  V  en  chaque 
point  de  l'espace  est  ainsi  établie,  comme  aussi  la  possibilité  de 
décomposer  tout  l'espace  en  portions  de  dimensions  assez  petites 
pour  que,  dans  chacune  d'elles,  la  variation  de  V  soit,  en  valeur 
absolue,  inférieure  à  un  nombre  positif  quelconque  donné  à 
l'avance.  Sans  doute  cette  possibilité  se  déduit  de  la  continuité  du 
potentiel  en  tout  point  de  l'espace,  en  vertu  d'une  proposition 
oénérale  de  la  théorie  des  fonctions;  mais  il  est  inutile  d'invoquer 
ici  cette  proposition.  L'existence  et  la  continuité  des  dérivées 
premières  s'établissent  de  la  même  façon  ;  elles  résultent  essentiel- 
lement, quand  on  part  des  inégalités  précédentes,  de  ce  que  l'ex- 

pression  Mog-r-  tend  vers  zéro  avec  h. 

J'arrive  maintenant  aux  dérivées  d'ordre  supérieur  relatives  aux 
points  intérieurs  à  la  masse  attirante;  on  sait  que  Gauss,  dans  le 
Mémoire  intitulé  Allgemeiiie  Lehrsâtze  (  Werke,  t.  V),  a  établi 
d'un  seul  coup  leur  existence  et  leur  continuité  en  mettant  la  dé- 

i^ivée  —  sous  la  forme  d'une  somme  de  deux  potentiels  relatifs  l'un 

ax  ^ 

à  une  masse  distribuée  sur  la  surface  limite  de  l'espace  E,  l'autre 
à  une  masse  distribuée  dans  l'espace  E;  dans  ce  second  potentiel 
figurent  les  dérivées  premières  de  la  fonction  K  qui  mesure  en 
chaque  point  la  densité  de  la  masse  donnée,  dérivées  dont,  à  la 
vérité,  l'existence  n'est  nullement  impliquée  par  l'existence  des 
dérivées  premières  du  potentiel;  quoi  qu'il  en  soit,  l'existence  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  K  étant  sup- 
posée, l'existence  et  la  continuité,  pour  les  points  situés  à  l'inté- 
rieur des  dérivées  partielles  du  second  ordre  du  potentiel  de  E, 
résultent  immédiatement  de  la  formule  de  Gauss;  la  formule  de 
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J*oissoii   (îii   est  aussi   une    conséquence   aisée;    niainlenant  celU* 

((ueslion  se  pose  naturellement  :  l'existence  des  dérivées—^»  ••' 

implique-t-elle  l'existence  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

de  la  densité? 

M.  Holder  fournit  à  cette  question  une  réponse  intéressante  :  il 

montre  en   effet  que,  si   l'on  peut  trouver  deux  nombres  positifs 

A  et  [Ji  tels  que  la   différence  des  valeurs   de  la  densité   en   deux 

points  de  la  masse  attirante  dont  la  distance  est  égale  à  /•  soit,  en 

1  11        •    T'  •  '   A    „    1       ,,  .    .      r)2V    d'-\    (r-\       .  ,      ^ 

valeur  absolue,  intérieure  a  A/'r,  les  dérivées  ^—rf-^-ry  -^—r  existent 

(te2       ()y2       ()^i 

et  sont  continues,  et  l'équation  de  Poisson  subsiste.  Je  modifie  un 
peu,  dans  ce  qui  suit,  la  forme  de  la  démonstration  de  M.  Holder, 
afin  de  rester  dans  le  même  cercle  d'idées  et  d'abréger  les  expli- 
cations qu'il  me  reste  à  donner. 

Soient  A,  A'  deux  points  situés  à  l'intérieur  de  E,  sur  une  même 
parallèle  à  l'axe  des  x;  décrivons  du  point  A  comme  centre,  avec 
2AA'  pour  rayon,  une  sphère,  que  nous  supposerons  entièrement 
contenue  dans  E,  et  soit  e  la  portion  d'espace  intérieure  à  cette 
sphère;  soient  o,  W  et  '|  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  x  du 
potentiel  V  de  la  masse  donnée  et  des  potentiels  partiels  L  et  //, 
relatifs  aux  masses  contenues  dans  les  espaces  E  —  e  el  e;  on  aura 
identiquement 

cp(A^)  — cp(A)  _  XF(A^)  — ^(A)         i];(A^)  — t|;(A) 
""        AÂ^'  ~  AÂ'  ^  A\' 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  égal  à  la  valeur  de 

-r— ^  pour  un  point  A,  de  AA'  compris  entre  A  et  A';  or,  il  résulte 

facilement  de  l'hypothèse  faite  par  l'auteur  :  i"  que  la  valeur  de 

-T-^  au  point  A  tend  vers  une  limite  quand  le  rayon  de  la  sphère  r 

tend  vers  zéro;  '^'*  que  la  différence  entre  les  valeurs  de -—7  aux 
points  A  et  A,  tend  vers  zéro  quand  A'  tend  vers  A.  Il  suffit  pour 
s  en  convaincre  d  évaluer  une  limite  supérieure  de  -r-j* 

Quant  au  second  terme  — t—, — —~  ?  les   inégalités  signalées 

A  A 

plus  haut  fournissent  immédiatement  une  limite  supérieure  de  la 
valeur  absolue  de  sa  différence  avec  un  terme  tout  semblable  ob- 
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tenu  en  supposant  que  la  densité  dans  tout  Tespace  e  soit  égale  à 
la  valeur  Ao  de  la  densité  au  point  A;  cette  différence  tend  vers 
zéro  avec  AA'   et  l'on  voit  ainsi,    en   se   reportant  à  l'expression 
du  potentiel  d'une  sphère  homogène,  que  le   terme   considéré   a      j 
pour  limite  — |~Ao.  En  résumé,  on  aura 

ô^^  =  '""  d^  -  T  ''^' 

.L'équation  de  Poisson  est  une  conséquence  immédiate  de  cette 

formule,  car  les  trois  premiers  termes  qui  figurent  dans  les  expres- 

^2  y    ^2  y    ^ï\ 

sions  des  trois  dérivées  -^-^y  -—7'  -r^  ont  une  somme  nulle. 

ox^     ôy^      dz- 

M.  Hijlder  s'occupe  ensuite  du  potentiel  d'une  masse  distribuée 
sur  une  suri'ace  :  il  traite  avec  détail  de  la  notion  d'aire  et  des 
propositions  fondamentales  relatives  à  la  variation  du  poteotiel  et 
de  ses  dérivées  premières  quand  le  point  attiré  s'approche  de  la 
surface.  Il  convient  de  signaler  particulièrement  ses  recherches  sur 
la  façon  dont  se  comportent  les  dérivées  premières  du  potentiel, 
quand  le  point  attiré  s'approche  de  la  courbe  qui  limite  la  portion 
de  surface  considérée. 

Enfin  la  dernière  partie  de  son  travail  concerne  le  potentiel 
d'une  masse  sur  elle-même;  on  trouvera  là  divers  développements 
théoriques  intéressants;  je  me  contenterai  de  faire  ressortir  le 
point  suivant  :  l'existence  de  l'intégrale 


/ 


\kdz. 


étendue  à  tous  les  éléments  dz  d'une  portion  d'espace  E,  implique 
seulement  que  la  fonction  A,  qui  mesure  la  densité,  soit  apte  à  l'in- 
tégration. Or,  la  formule  si  importante 

où  le  second  membre  est  la  limite  de  l'intégrale  qui  v  ligure  expli- 
citement, étendue  à  tous  les  éléments  d'un  volume  dont  la  suri'ace 
limite  s'éloigne  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  se  déduit  d'ordi- 
nal ic  du  théorème  de  Green,  en  tenant  compte  de  l'équation  de 
Poisson;  cette  dernière  équation  suppose  la  continuité  et  même 
un  certain  mode  de  continuité  de  la  fonclion  /, ^  M.  IbiKUr  moiili'c 


t 
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(jut'  l;i  rcliilion  (  i  )  ii'iriiplKjiKî  pas  ces  (hMiiirrcs  rcshifJioDS,  (iiTrlIr 
siibsislc  CM  su|)j)<)sanl  sculcincnl  la  foiiclion  /•  lime  et  apte  à  1  iii- 
l«''grali()n.  I^o  y)rocé(lé  de  dcmonstration  c;onslst(î  à  élahlir  la  ior- 
imiic  (i)  pour  iiuc  masse  composée  (l'un  assemblage  de  petits  cubes 
liomo<;èncs,  mais  de  densités  difl'érentes,el  à  en  déduire  la  formule 
j^énéiaie,  en  supposant  que  la  densité  pour  cha(jue  (;ube  soit  é^'ob* 
à  la  valeur  de  /.  en   un  j)oint  de  ce  cube.  .1.  T. 


ANTONIO  FAVARO.  —  Galu.eo  GvLn.i:!  i::  lo  studio  di   Padova.  Fircnze, 
Succcssori  Lo  Monnicr,  i883.  'i  vol.  in-8,  xvi-îGy,  xn-'>20. 

HARTMANN    GRISAR,   S.   J.   —    Galileisïuduîx.    IIistoiuscii-tiœologisciir 

UnTKKSUCIIUNGRN    UEBEK     die    UrTIIEILE     DEFI     ROEMISCIIEX    Co\(;i\EGATIONE.\ 

iM  Galh^eiprocess.  Rcgcnsburg,  New-York  ii.  Cincinnati.  Friedrich  Pastet. 
1882.  8.  xi-374. 

L'Ouvrage  de  M.  Favaro  est  un  ensemble  de  recherches  p.i- 
tientes  et  laborieuses,  inspirées  par  l'amour  de  la  vérité  et  expo- 
sées sans  parti  pris.  L'auteur  nous  dit  qu'une  biographie  de  Ga- 
lilée ainsi  qu'une  édition  de  ses  œuvres  lui  paraissent,  pour 
longtemps  encore^  irréalisables^  toujours  est-il  que  la  première  de 
ces  tâches  se  trouve  puissamment  avancée  par  son  travail.  Lelutur 
biographe  de  Galilée  ne  profitera  pas  seul  de  ce  Livre,  qui  est  aussi 
d'une  grande  valeur  pour  l'historien  de  l'Université  de  Padoue. 
M.  Favaro  s'est  surtout  eflbrcé  de  nous  peindre  le  grand  mathé- 
maticien dans  son  milieu,  et  le  tableau  de  cette  petite  ville  uni- 
versitaire au  xvii*^  siècle  n'est  pas  la  partie  la  moins  intéressante 
de  cette  monographie. 

Les  sources,  pour  les  premières  années  de  la  vie  de  Galilée, 
sont  peu  nombreuses;  le  plus  souvent,  nous  sommes  forcés  de  re- 
courir aux  récits  de  Gherardini  et  de  Viviani.  L'auteur  examine 
leurs  mérites  respectifs,  qu'il  trouve  à  peu  près  égaux.  Leurs  ré- 
cits ne  méritent  pas  une  confiance  absolue,  même  (h^is  les  choses 
c|u'ils  disent  avoir  recueillies  de  la  bouche  m('me  du  maître:  plu- 
sieurs (ois  nous  sommes  en  état  de  proinci-,  par  des  (l()cumenl>, 
des  inexactitudes  sérieuses. 

Galileo    Galilei    est    ué  le    18  février     i.')()4,    à     l^ise.    Sa     j)re- 
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mière  éducation  scientifique  semble  avoir  été  dirigée  par  son 
père;  tout  en  s'occupant  du  commerce  des  tissus,  Vincenzo  Gali- 
lei  avait  eu  le  temps  de  devenir  un  musicien  distingué  et  d'acqué- 
rir des  connaissances  sérieuses  dans  presque  toutes  les  sciences.  11 
l'ut  aidé,  plus  tard,  par  ur  maître  du  nom  de  Jacopo  Borghini  et 
par  quelque  moine  de  Santa-Maria  de  Vallombrosa.  D'un  docu- 
ment trouvé  dans  ce  couvent,  il  résulterait  que  Galilée  aurait  non 
seulement  demeuré  quelque  temps  dans  cette  maison,  mais  qu'il 
aurait  même  été  compté  parmi  ses  novices.  Cette  circonstance, 
que  nulle  autre  mention  ne  vient  confirmer,  M.  Favaro  ne  l'ac- 
cepte qu'avec  la  plus  grande  réserve. 

Le  5  septembre  i58i,  Galilée  est  inscrit  sur  le  registre  de  l'Uni- 
versité de  Pise,  où  il  commence  par  étudier  la  Médecine.  C'est 
alors  que  sa  vocation  se  déclare  :  il  découvre  l'isochronisme  des 
oscillations  pendulaires.  Son  esprit  pratique  lui  fait  songer  tout  de 
suite  à  une  application  de  cette  découverte  à  la  Médecine;  il 
construit  une  petite  macliine  qui  permet  de  mesurer  la  vitesse  du 
battement  du  pouls,  et  qui,  d'après  M.  Favaro,  a  été  en  usage 
assez  longtemps.  Ainsi,  dans  ce  temps,  Galilée  était  encore  tout  à 
la  Médecine.  Quant  auK  Mathématiques,  il  paraît  qu'il  n'en  a  pas 
même  suivi  les  cours;  tous  ses  biographes  sont  unanimes  à  dire 
qu'il  était  absolument  ignorant  dans  ces  sciences  jusqu'à  sa  dix- 
neuvième  année.  Mais,  dès  qu'il  fut  initié  par  Ostilia  Ricci,  le 
jeune  homme  se  jeta  avec  ardeur  dans  ce  nouveau  champ  d*é- 
tudes,  si  conforme  à  ses  aptitudes.  Plusieurs  circonstances  nous 
font  supposer  que  s'est  surtout  Archimède  qui  fixait  l'attention 
du  jeune  philosophe. 

Les  moyens  modiques  dont  disposait  la  famille,  devenue  assez 
nombreuse,  firent  désirer  au  jeune  savant  de  mettre  à  profit  ses 
connaissances.  Le  plus  naturel  était  de  songer  à  une  chaire  daus 
une  des  Universités  dont  l'Italie  l'ourmillait  à  cette  époque.  Les 
efïorts  de  Galilée  se  tournent  d'abord  du  colé  de  Bologne;  pour  y 
parvenir,  il  brigue  les  suffrages  des  hommes  distingués  et  des  corps 
savants.  Ce  n'est  qu'après  avoir  probablement  échoué  dans  ce 
dessein  qu'il  tourne  ses  regards  vers  l'Université  à  laquelle  il 
doit  son  instruction,  Pise. 

C'est  dans  cette  première  période  de  la  vie  de  Galilée  que 
vient  se  placer  In  leçon  faite  par  lui  à  Morcnce,  Si/j-  la  form<\  ht 
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situation  et  la  grandeur  de  V enfer  de  Dante  Alif^fiieri.  (^ollo 
conférence  était  occasionnée  par  quelques  attaques  dirij^ées  contre 
les  idées  qu'avait  émises  sur  cette  matière  l'Académie  de  Flo- 
rence. Elle  est  surtout  intéressante  en  ce  qu'elle  nous  montre  \v 
philosophe  encore  entièrement  attaché  au\  idées  de  Ptolémée,  dé- 
vouement que  nous  verrons  d'ailleurs  durer  assez  longtemps,  du 
moins  dans  ses  leçons  publiques. 

Aidé  par  les  bons  offices  du  marquis  Guidobaldo  del  Monte  et 
un  peu  aussi;  sans  doute,  par  la  protection  de  Giovanni  de  Medici 
(fils  naturel  de  Gosmo)  et  du  grand-duc  Ferdinand,  Galilée  est 
nommé,  en  iSSp,  professeur  à  Pise,  avec  la  rémunération  dérisoire 
de  60  scudi,  soit  Sôc^"".  Gette  circonstance  seule  aurait,  sans 
doute,  suffi^  pour  lui  inspirer  un  médiocre  contentement  de  sa 
position;  mais,  déplus,  il  commit  l'imprudence  d'attaquer,  dans 
ses  cours,  l'autorité  d'Aristote  sur  quelques  points  de  la  théorie 
du  mouvement,  et  cette  attaque,  trop  précipitée,  le  mit  en  guerre 
avec  la  majorité  de  ses  collègues.  Une  brouille  survenue  avec  Gio- 
vanni de  Medici,  au  sujet  d'une  machine  hydrostatique,  vint  en- 
core ajouter  aux  embarras  de  la  position.  Galilée  ne  pouvait  plus 
songer  à  être  confirmé  dans  sa  place  à  la  fm  du  triennium.  Il 
fallait  se  pourvoir  ailleurs. 

Les  biographes  de  Galilée  nous  assurent  que  la  chaire  des 
Mathématiques  à  Padoue  lui  avait  été  plusieurs  fois  offerte  pen- 
dant son  séjour  à  Pise.  Ge  récit  cependant  nous  semble  peu  vrai- 
semblable, d'après  ce  que  nous  savons  maintenant  sur  les  difficul- 
tés qu'il  éprouva  à  l'obtenir  finalement.  Il  eut  besoin,  en  effet,  de 
tout  le  crédit  qu'avait  la  famille  del  Monte  aux  Etats  Vénitiens  et 
de  toutes  les  influences  de  ses  autres  amis  pour  se  faire  agréer.  En- 
core fut-il  obligé  de  se  rendre  lui-même  à  Venise  pour  offrir  ses 
services  à  la  République. 

Il  fut  enfin  nommé  professeur  pour  six  ans,  avec  des  appointe- 
ments de  180  florins.  Son  décret  de  nomination  date  du  9.6  sep- 
tembre 1092.  La  rémunération  n'était  pas,  si  nous  en  croyons 
M.  Favaro,  beaucoup  plus  forte  que  celle  qu'il  avait  à  Pise.  Elle 
valait  à  peu  près  45o*^'',  beaucoup  moins  qu'on  ne  l'avait  dit. 

Ici,  l'auteur  interrompt  son  récit  pour  nous  donner,  en  deux 
Chapitres,  un  aperçu  de  l'histoire  de  l'Université  de  Padoue  et  de 
la  chaire  de  Mathématiques  à  cette  Université,  jusqu'à  l'arrivée  de 
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Galilée.  Ces  Chapitres  sont  remplis  de  faits  et  de  renseignements 
pour  la  plupart  nouveaux  et  d'un  intérêt  des  plus  vils;  malheu- 
reusement, leur  complexité  défie  l'analyse  et  nous  abordons  direc- 
tement le  cinquième  Chapitre,  qui  nous  fait  connaître  le  caractère 
de  l'enseignement  public  de  Galilée.  Il  y  avait  ici  nne  question 
importante  à  éclairer.  Nous  sommes  parfaitements  sûrs,  et  M.  Fa- 
varo  nous  le  démontre  encore  ])ar  un  écrit  de  i584,  que  Galilée 
avait  embrassé  les  opinions  de  Copernic  bien  avant  son  arrivée 
à  Padoue.  Est-ce  donc  ces  théories  qu'il  exposait  dans  son  ensei- 
gnement? D'après  les  minutieuses  recherches  de  l'auteur,  le 
doute  n'est  plus  permis.  Galilée  —  tout  concourt  à  le  prouver  — 
n'a  pas  fait  part  à  ses  élèves  des  théories  de  l'astronome  polonais; 
au  contraire,  son  enseignement  a  été  tout  à  fait  réglé  d'après  les 
hjpothèses  qui  avaient  alors  cours  dans  le  monde  scientifique.  Il 
devient  dès  lors  impossible  de  nier  l'authenticité  du  Traité  sur  la 
sphère  de  Sacrobosco,  publié  après  la  mort  de  Galilée,  sous  son 
nom,  par  le  frère  Urbano  Daniso,  et  il  faut  supposer  que  c'est  là 
un  compte  rendu  assez  fidèle  de  ses  cours. 

Les  motifs  qui  poussaient  Galilée  à  renier  ainsi  ses  opinions  les 
plus  chères  sont  faciles  à  concevoir.  Il  était,  à  cette  époque,  jeune, 
inconnu  et  pauvre.  L'animosité  de  ses  collègues  aurait  pu  avoir 
des  suites  funestes.  D'ailleurs,  le  souvenir  des  démêlés  qui  avaient 
causé  son  départ  de  Pise  lui  était  encore  trop  présent  pour  qu'il 
(lit  tenté  de  formuler  ses  opinions  en  public.  C'est  donc  le  temps 
et  les  circonstances  plutôt  que  l'homme  qu'il  l'aut  accuser  de  celte 
défaillance. 

Pour  le  coté  didactique  des  cours  de  Galilée,  il  paraît  avoir  été 
irréprochable.  Tous  sont  d'accord  sur  ses  grandes  qualités  de  pro- 
fesseur. Aussi  les  élèves  accouraient-ils  de  toutes  parts,  chosc^ 
inouïe  pour  un  professeur  de  Mathématiques.  Le  cercle  de  ses 
auditeurs  dépassait  même  les  confins  de  l'Université  des  Arts 
(composée  des  Facultés  de  Théologie,  de  Philosophie  et  de  Méde- 
cine), et  embrassait  beaucoup  d'étudiants  inscrits  <i  l'Cniversilé 
de  Droit,  qui  avait  alors  une  organisation  tout  à  fait  séparée.  Ce 
(pii  contribua  encore  au  succès  de  Galilée,  c'est  cpiil  piit  l'habi- 
ludc  de  prolessci"  dans  sa  langue  natale  de  Toscane  au  lieu  de  la 
langue  latine  donl   on  s'élait  servi  jusque-là. 

L'enseigiieniciil  |)ul)lic  ra|)portail    [xmi  à  (ialilée;  en   revanche, 
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il  ik;  lui  j)r<'ii;iil  [)as  beaiic()ii|)  (1(;  lcmj)s.  (ai  sont  les  leçons  piiili- 
(Milièrcs  (jiii  étaient  sa  meilleure  source  de  j^ain.  C'est  là  un  point 
(|ne  M.  Favaro  a  éclalrci  avec  infiniinenL  de  soin  et  à  l'aide  des 
documents  laissés  par  Galilée  lui-même.  Nous  vovons  défiler  de- 
vant nos  yeux  des  disciples  d'origine  dilTérente  :  italiens,  Fian- 
çais, Polonais,  Allemands,  pour  la  pluj)art  de  jeunes  gcfilils- 
liommes  venus  à  l^adoue  [)Our  faire  leurs  études.  Dans  ce  nombre, 
nous  trouvons  des  princes^  parmi  lesquels  il  ne  semble  pas  pour- 
tant qu'ail  faille  compter  le  roi  Gustave-Adolphe,  de  Suède,  con- 
fondu sans  doute  avec  un  de  ses  cousins. 

Beaucoup  de  ces  élèves  demeurent  cliez  Galilée  ;  il  tenait  une* 
espèce  d'hôtel  garni  pour  les  étudiants.  Il  semble  même  que  sa 
maison  était  assez  grande,  puiscju'il  hébergeait  parfois  des  jeunes 
seigneurs  avec  des  suites  assez  considérables.  M.  Favaro  n'a  pas 
dédaigné  d'étendre  les  recherches  sur  Galilée  maître  d'hôtel^  il 
nous  prouve  qu'on  y  mangeait  fort  bien. 

C'est  surtout  l'usage  du  Compasso  geojiietrico  milita/c  queGn- 
lilée  semble  avoir  exposé  dans  ses  leçons  particulières.  L'auteur  a 
consacré  un  Chapitre  à  cet  instrument  oublié,  parfaitement  inutile 
aujourd'hui  et  qui  devait  rendre  sans  doute  de  grands  services 
dans  ce  temps  privé  de  Tables  de  logarithmes.  Au  profit  des  le- 
çons, Galilée  joignait  celui  de  la  fabrication  ;  il  fabriquait  lui- 
même  ou  faisait  fabriquer  pour  son  compte  des  compas  qu'il  ven- 
dait ensuite. 

Le  grand  nombre  de  contestations  dont  cette  invention  a  été 
l'objet  prouve  le  prix  que  les  contemporains  attachaient  à  cet  in- 
strument. La  conduite  de  Galilée,  dans  cette  occasion  comme  dans 
beaucoup  d'autres,  ne  semble  pas  avoir  été  irréprochable.  Après 
avoir  avoué,  dans  le  principe,  qu'il  avait  profité  beaucoup  des  inven- 
tions antérieures  (dont  M.  Favaro  a  eu  soin  de  suivre  les  traces), 
Galilée  vient  déclarer  solennellement,  à  Venise,  le  19  avril  1607, 
devant  le  tribunal,  qu'à  lui  seul  appartenait  toute  l'invention  sans 
qu'il  en  dût  la  moindre  part  à  qui  que  ce  soit. 

Les  titres  de  Galilée  sont  heureusement  plus  certains  sur  un 
point  d'une  importance  bien  plus  grande,  le  thermomètre.  M.  Fa- 
varo examine  successivejnent  les  titres  de  tous  les  concurrents  : 
des  Italiens  Fra  Paolo  Sarpi,  Giambal lista  Porta  et  Santoria  San- 
torio,    du   Hollandais    Ciornélius    DicbbcL  et  des    Anglais  Koberl 
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Fludd  et  Francis  Bacon;  il  les  trouve  tous  insuffisants.  C'est  donc 
bien  à  Galilée  que  reviendrait  le  mérite  de  cette  grande  inven- 
tion. 

Dans  les  travaux  que  nous  avons  mentionnés  jusqu'ici,  il  n'y 
avait  rien  qui  s'opposât  aux  vieilles  théories.  Mais  les  idées  de 
Galilée  ne  pouvaient  rester  longtemps  cachées.  Son  premier  dif- 
férend avec  les  péripatéticiens  fut  occasionné  par  un  événement 

fortuit  :  l'apparition  d'une  nouvelle  étoile  en  i6o4. 

..il 
Parmi  les  conceptions  d'Aristote,  il  en  existait  une  particulière-    1 

ment  chère  aux  philosophes  du  moyen  âge  :  celle  de  l'incorrupti- 
bilité du  ciel.  Par  suite  de  cette  thèse,  la  nouvelle  étoile  ne  pou- 
vait être  une  étoile  vraie,  mais  bien  une  apparence  trompeuse  ou 
tout  au  moins  quelque  produit  de  l'atmosphère  de  la  Terre.  Ga- 
lilée, au  contraire,  défendit  dans  des  cours  publics  la  réalité  et 
l'éloignement  de  l'étoile.  L'émotion  dans  le  camp  aristotélique  fut 
irrande  :  force  écrits  furent  lancés  contre  le  hardi  novateur.  Ga- 
lilée  ne  se  défendit  pas  directement;  mais  cette  tâche  fut  accom- 
plie dans  un  dialogue  satirique,  écrit  dans  le  dialecte  padouan  et 
publié  sous  le  nom  de  Cecco  di  Ronchitti  da  Bruzene ;  d'après 
M.  Favaro,  ce  nom  cache  un  des  amis  de  Galilée  et  ce  dernier  se- 
rait tout  au  moins  un  collaborateur. 

D'autres  travaux  vinrent  se  joindre  à  l'étude  du  calorique.  C'est 
surtout  le  magnétisme  qui,  d'après  les  lettres  que  nous  possédons, 
semble  avoir  occupé  longtemps  l'illustre  philosophe.  M.  Favaro 
nous  fait  part,  entre  autres,  du  contenu  d'une  longue  correspon- 
dance avec  la  cour  de  Florence  au  sujet  d'un  aimant  naturel.  Ce  que 
nous  savons  de  toutes  ces  études  se  réduit  cependant  à  fort  peu.  L'ai- 
mant lui-même  était  déjà  devenu  introuvable  peu  de  temps  après, 
circonstance  étonnante  quand  on  songe  au  prix  qu'on  y  attachait. 
Nous  ne  sommes  pas  dans  une  certitude  plus  grande  quant  à 
beaucoup  d'autres  sujets,  étudiés  par  Galilée  dans  ce  temps  à  Pa- 
doue.  Cependant  M.  Favaro  prouve  que  la  plupart  de  ses  concep- 
tions postérieures  ont  germé  dans  ce  temps-là;  entre  autres  le 
célèbre  dialogue  ^w/'  les  Sciences  nouvelles.  Galilée  lui-même,  d'ail- 
leurs, nous  dresse  un  tableau  magnifique  de  ses  conceptions  dans 
une  lettre  à  Belisario  Yinta,  datée  du  y  mai  1610;  elle  nous  fait 
regretter  que  le  célèbre  philosophe  ait  quitté  un  milieu  si  favorable 
à  ses  IraNaux. 
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(Je  changement,  Oalilée  le  dut,  en  premier  lieu,  à  la  célébrité 
qui  était  la  suite  de  ses  découvertes  astronomiques.  Mais  on  ne 
peut  en  parler  sans  toucher  à  la  part  qu'd  eut  à  la  découverte  du 
télescope. 

L'auteur  fait  preuve  ici  d'une  grande  impartialité;  quoique 
chaud  admirateur  du  grand  savant,  il  n'a  pas  hésité  à  nous  expo- 
ser toute  la  vérité.  Or,  les  faits  nous  montrent  Galilée  sous  un  as- 
pect très  peu  favorable. 

Galilée  a  prétendu  que,  a^ant  appris  qu'un  télescope  avait  été 
inventé  en  Hollande,  il  se  mit  à  la  recherche  et,  guidé  par  des 
considérations  théoriques,  il  en  inventa  un  pareil.  Ces  considéra- 
tions théoriques,  il  les  nomme  différemment  en  différents  endroits. 
Dans  la  lettre  du  2g  août  1609,  à  Landusci,  ce  sont  des  pensées 
sur  la  «  perspective  »  et  dans  le  Sidereus  nuncius  des  idées 
sur  la  réfraction.  On  ne  peut  pas  être  plus  décisif  sur  ce  point 
que  ne  l'est  M.  Favaro.  Il  nous  démontre  que,  dans  l'une  comme 
dans  l'autre  de  ces  deux  sciences,  Galilée  n'avait  que  des  connais- 
sances fort  peu  exactes.  D'ailleurs,  nous  savons  par  un  passage  de 
l'astronome  lui-même  qu'il  avait,  en  réalité,  sur  le  télescope,  une 
lettre  de  Badovere  ;  provenant  d'une  personne  versée  dans  les 
Mathématiques,  cette  lettre  devait  être  fort  explicite.  Mais  il  y  a 
plus  encore.  M.  Favaro  met  hors  de  doute  que,  même  antérieure- 
ment à  la  prétendue  découverte  de  Galilée,  des  instruments  hol- 
landais étaient  venus  en  Italie.  Ce  serait  donc  un  grand  hasard  si 
Galilée  n'en  avait  vu  aucun  ;  il  est  probable  qu'il  construisit  son 
télescope  d'après  un  modèle  hollandais. 

L'instrument  construit,  Galilée  le  présenta  à  la  Signoria  de  Ve- 
nise comme  une  invention  nouvelle,  et  celle-ci,  y  vovant  sans 
doute  un  instrument  de  guerre  maritime,  le  récompensa  large- 
ment en  le  nommant  professeur  à  vie  avec  un  traitement  de 
1000  florins  par  an.  Faut-il  s'étonner,  après  cela,  que  des  contem- 
porains, comme  Bartoli,  regardèrent  l'affaire  comme  un  bon  tour 
joué  par  le  savant  au  gouvernement  de  la  République? 

Cependant,  si  Galilée  n'a  pas  inventé  lui-même  l'instrument,  il 
est  indéniable  qu'il  l'a  considérablement  amélioré,  et  ses  instru- 
ments gardèrent  longtemps  encore  une  supériorité  remarquable 
sur  ceux  des  Hollandais.  C'est  même  cette  supériorité  qui  ex- 
plique la  défiance  avec  laquelle  ses  premières  découvertes  astro- 
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nomiques  furent  accueillies;  car  nous  voilà  arrivés  à  l'époque  la 
plus  glorieuse  de  la  vie  du  savant  florentin.  Il  découvre  les  satel- 
lites de  Jupiter,  il  distingue  des  taches  sur  le  disque  solaire,  il  voit 
que  la  Voie  lactée  n'est  qu'un  amas  d'étoiles  et  il  fait  des  hvpo- 
thèses  analogues  sur  les  nébuleuses. 

On  imagine  l'accueil  que  firent  à  ces  nouvelles  les  péripatéti- 
ciens.  L'existence  des  corps  célestes,  dont  ni  Aristote  ni  la  Bible 
ne  soufflent  mot,  leur  paraissait  entièrement  inadmissible.  Ils 
étaient  sûrs  que  Galilée  s'était  trompé  ou  avait  été  trompé  par  son 
instrument.  Ces  attaques  devinrent  si  vives  qu'qlles  compromirent, 
pour  un  instant,  ses  bonnes  relations  avec  la  cour  de  Florence. 

Il  semble  que  Galilée  tenait  à  sa  ville  natale  par  des  liens  puis- 
sants. Il  s'v  rendait  souvent  pendant  les  vacances  et  n'avait  jamais 
perdu  l'espérance  de  pouvoir  y  vivre  un  jour.  De  pUis,  l'obli- 
gation de  professer  semble  lui  avoir  pesé  beaucoup;  enfin,  peut- 
être  que  des  chagrins  de  famille  lui  donnaient  encore  l'envie  de 
quitter  Padoue.  Ce  qu'il  y  a  de  sûr,  c'est  que,  même  avant  1609,  il 
entretenait  des  relations  à  la  cour  de  Florence  (surtout  avec  le 
chancelier  Belisario  Yinta)  et  qu'il  nourrissait  l'espoir  d'y  être 
appelé  un  jour.  Cette  espérance  prit  corps  par  la  découverte  des 
satellites  de  Jupiter,  auxquels  Galiléedonnale  nom,  délaissé  depuis, 
de  planètes  médicéennes.  Le  jeune  grand-duc  futextrêmement  flatté 
de  cette  attention.  Le  savant,  dans  une  lettre  à  Belisario  \  inla, 
avait  fait  allusion  à  la  récompense  qu'il  attendaitet  qui  devait  con- 
sister probablement  dans  un  titre  quelconque.  On  ne  crut  pas  oj)- 
portun  de  satisfaire  sa  vanité.  Cependant  des  négociations  poui- 
le  retour  à  Florence  furent  entamées.  D'ailleurs,  le  nombre  des 
adhérents  s'accroissait  rapidement.  Galilée  lui-même  fabriquait 
des  télescopes  et,  partout  où  ces  instruments  parvenaieni,  la  vérilé 
de  ses  assertions  se  faisait  jour.  Les  péripatéticiens  obstinés  refu- 
saient d'y  regarder  ou  refusaient  d'y  croire  après  avoir  vu;  mais 
d'autres  se  laissaient  convaincre  :  parmi  eux  le  Père  jésuite  Clavio, 
et  Magini,  professeur  à  Bologne.  Ceux-ci,  joints  aux  savants  qui 
avaient,  comme  Kepler,  accueilli  dès  le  commencement  les  décou- 
vertes du  célèbre  astronome,  firent  penclier  bientôt  la  balance  de 
son  coté. 

Mais,  ce  premier  danger  passé,  un  autre  survint  :  des  compéli- 
l(iir>  se  pi  ésenlèrcnt  de  nouveau  pour  lui  arracher  la  gloire  de  ses 
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(Jécouvcrles.  INI.  Favaro,  (îomme  d'Iiahiliide.  les  passf;  m  rcMM-; 
il  liouvc  (|iic  ni  Siiuon  iXTavr,  m  Hariiol,  n  oril  des  lilrcs  sérieux  à 
()j)|)OS(M*  à  ceux  (le  (jalilée. 

La  eoiir  de  Toscane  al)andonna  Ijicntot  son  attitude  réservée, 
surtout  après  (jU(;  l'astronome  y  eut  envoyé  un  de  ses  instruments 
et  s'y  fut  rendu  lui-même  pour  exposer  ses  découvertes.  Comme 
le  i^rand-duc  désirait  aussi  vivement  de  l'avoir  près  de  lui  rpie  (ja- 
lilée désirait  d'entrer  dans  son  service,  on  s'enlendit  bientôt  sui- 
les  conditions.  La  question  d'argent  fut  vite  tranchée;  il  fut  dé- 
cidé que  Galilée  recevrait  le  même  gage  que  lui  avait  promis  la 
République,  mais  sans  aucune  obligation  de  faire  des  cours.  La 
question  du  titre  fit  un  peu  plus  de  difficulté;  nous  avons  vu  déjà 
que  Galilée  ne  méprisait  pas  ces  sortes  de  choses.  Finalement,  on 
s'entendit  sur  le  titre  un  peu  long  de  :  «  Premier  mathématicien 
de  l'Université  de  Pise,  et  premier  mathématicien  et  philosophe 
du  grand-duc  de  Toscane  ». 

Le  i5  juin  1610,  Galilée  renonça  à  la  chaire  qu'il  occcupait  à 
l'Université  de  Padoue.  Il  ne  partit  cependant  qu'au  commence- 
ment de  septembre.  Le  12  du  même  mois  il  était  à  Florence.  Ici 
commence  une  nouvelle  ])ériodc  de  la  vie  de  Galilée  et  finit  la  tâche 
que  M.  Favaro  s'était  proposée.  L'auteur  ne  peut  s'empêcher  d'ob- 
server que  peut-être  les  années  suivantes  de  la  vie  du  grand  sa- 
vantauraient  été  plus  heureuses,  si,  au  lieu  de  se  fier  aux  grâces 
capricieuses  d'une  cour,  il  était  resté  sous  la  puissante  domina- 
tion de  ce  «  souverain  invariable  »  qui  s'appelait  la  République  de 
Venise.  Ce  sont  là  des  considérations  que  les  amis  de  Galilée 
avaient  déjà  fait  valoir  auprès  de  lui,  comme  on  peut  le  voir  par 
une  lettre  de  Giovani  Francesco  Sagredo. 

Les  derniersChapitres  du  Livre  sont  consacrés  à  la  vie  intime  dv 
f  Galilée  à  Padoue.  L'auteur  s'est  non  seulement  appliqué  à  éluci- 
der la  vie  de  famille,  les  embarras  d'argent,  les  défaillances  de 
santé  du  grand  astronome;  il  a  fait  aussi  les  recherches  les  plus 
circonstanciées  sur  ses  cont"rèr?s,  ses  amis,  ses  élèves,  sui-  tout 
homme  qui  en  avait  approché.  11  nous  est  impossible  de  rapporter 
I  tous  les  détails  intéressants  cpii  s'v  trouvent.  Nous  nous  boiMie- 
rons  simy)lement  à  signaler  à  nos  lecteurs  le  dix-huitième  Cha- 
pitre. 

Galilée  axait  aouIu  que  son  grand  ami  Kepler  lui  succédât  dans 
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sa  chaire  à  Padoue  ;  mais  ses  efforts  en  ce  sens  furent  vains.  A.près 
une  vacance  qui  dura  plusieurs  années,  un  certain  Giovanni  Ga- 
millo  Gloriasi  fut  élu.  Si  la  chaire  resta  si  longtemps  vacante, 
c'est  —  nous  dit  M.  Favaro  —  qu'on  espérait  le  retour  de  Gali- 
lée; cependant,  il  y  avait  parmi  les  nobles  gouvernants  de  la 
République  un  grand  parti  qui  lui  était  décidément  hostile.  Le 
brusque  départ  du  professeur  qu'ils  avaient  reçu  pauvre  et  in- 
connu et  qu'ils  avaient  comblé  de  bienfaits  les  avait  froissés  sans 
doute. 

Outre  ces  derniers  Chapitres,  le  second  Volume  renferme  cent 
cinquante  documents,  pour  la  plupart  nouveaux,  et  un  Appen- 
dice sur  l'utilité  d'une  nouvelle  édition  de  Galilée  avec  un  index 
fort  complet. 

D'un  caractère  tout  différent  est  le  second  livre  dont  nous  avons 
à  entretenir  nos  lecteurs.  Le  P.  Grisar  est  professeur  d'Histoire 
ecclésiastique  à  l'Université  d'Insbruck  ;  son  point  de  vue  est 
franchement  et  rigoureusement  catholique,  k  II  n'écrit  que  pour 
des  théologiens,  ou  du  moins  pour  des  penseurs  sans  prévention  )> 
(p.  21 3).  Il  lui  paraît  (c  infiniment  plus  important  de  trouver  le 
chemin  du  ciel  que  de  déterminer  scientifiquement  les  mouve- 
ments des  corps  célestes  »  (p.  laS).  Il  exalte  le  mérite  de  saint 
Thomas  d'Aquin  et  de  Duns  Scot  (p.  3i3);  les  noms  de  Des- 
cartes et  de  Bacon  «  évoquent  le  souvenir  des  innovations  les 
plus  malheureuses,  »  et,  quant  aux  Lettres  provinciales  de  Pas- 
cal, elles  sont  «  calomnieuses  »  (p.  38). 

L'auteur  commence  par  un  court  aperçu  sur  la  bibliographie  du 
procès  de  Galilée.  Le  Livre  lui-même  est  divisé  en  deux  parties. 
La  première  est  historique;  elle  contient  l'exposé  de  ce  procès  à 
jamais  célèbre.  L'auteur  n'a  pas  la  prétention  de  nous  donner 
beaucoup  de  choses  nouvelles.  Il  n'a  pas,  à  ce  qu'il  paraît,  vu  lui- 
même  les  documents  en  question;  il  s'en  rapporte  entièrement 
aux  publications  de  MM.  de  l'Epinois  et  v.  Gebler,  et  il  vante 
surtout  l'exactitude  minutieuse  de  ce  dernier. 

Le  récit  du  procès  commence  par  la  dénonciation  de  Lorini. 
L'auteur  lui  suppose  les  motifs  les  plus  bienveillants  :  il  craignait 
«  que  l'erreur  de  Galilée,  encor.'  petite,  ne  prît  peu  à  peu  une 
grande  élcndue  »  (p.  '>.97).  La  déposition  de'Caccini,  qui  prétend 
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être  enlendii  prr  cxoneratlonem  conscÀcniia',  vient  f*n{;orff  con- 
firmer (;eLle  dénonciation.  Tonte  une  année  s'éconle  e<*pendant 
avant  que  la  question  soit  sérieusement  agitée.  C'est  le  :>..>  IV-- 
vrier  1616  que  les  théologiens  experts  émettent  la  célèbre  sen- 
tence commençant  par  les  jnots  :  Dlclain  propositioneni  cssp 
stultam  et  ahsurdain  in  philosophia.  Cette  opinion  ,  souscrite 
par  onze  théologiens,  dont  «  plusieurs  étaient  très  versés  dans  les 
Sciences  naturelles  et  la  Philosophie  »  (p.  ,')8)  (^st  communiquée 
aux  cardinaux  de  l'Inquisition  le  jour  suivant  ;  le  :^o  enfin,  les  car- 
dinaux, sous  la  présidence  du  pape  Paul  V,  décident  que  le  cardi- 
nal Bellarmin  aura  un  entretien  personnel  avec  Galilée. 

Ce  qui  se  passa  dans  cette  entrevue  constitue  un  des  points 
principaux  des  débats.  On  n'en  a  pas  trouvé  de  procès-verl)al.  II 
existe,  en  effet,  dans  le  dossier  im  compte  rendu;  mais  il  est  fort 
court  et,  de  plus,  ses  expressions  ofïVent  des  contradictions  et  des 
omissions  assez  considérables,  si  on  le  compare  au  mandat  du 
20  février.  C'est  pourquoi  beaucoup  de  savants  se  sont  décidés  à 
le  supposer  faux;  cette  hypothèse  a  cependant  perdu  beaucoup  de 
terrain  depuis  que  MM.  v.  Gebler  et  de  l'Epinois  ont  pu  étudier 
les  dossiers  originaux.  Pour  le  P.  Grisar,  pas  de  faux  possible;  un 
procès-verbal  n'a  jamais  existé^  les  omissions  et  les  contradictions 
sont  tout  ce  qu'il  y  a  de  plus  naturel.  Quant  à  l'attestation  du 
26  mai  que  Bellarmin  a  délivrée  à  Galilée,  elle  avait  pour  but  de 
servir  de  défense  à  ce  dernier  et  ne  pouvait  contenir  de  détails. 

L'auteur  commence  par  combattre  l'hypothèse  la  plus  avancée, 
celle  de  la  falsification  postérieure  du  compte  rendu  ;  elle  a  été 
émise  par  M.  Wohlwill  et  adoptée  au  début  par  ^f.  v.  Gebler.  Il 
fait  ressortir  toutes  les  impossibilités  physiques;  les  documents 
sont  fortement  liés  d'une  manière  très  compliquée,  la  pagination 
est  évidemment  ancienne,  l'encre  partout  la  même,  l'écriture  aussi; 
même  les  filigranes  sont  identiques;  quant  aux  grattages  que 
M.  Wohlwill  a  voulu  reconnaître  dans  les  photolithographies  de 
M.  de  l'Epinois,  l'auteur  en  trouve  la  constatation  impossible.  On 
voit  bien  que  la  plupart  des  armes  avec  lesquelles  le  P.  Grisar 
combat  sont  empruntées  à  l'arsenal  Gebler.  Il  n'est  cependant  pas 
plus  gracieux  pour  la  nouvelle  hypothèse  de  ce  dernier.  L'auteur 
de  Gallleo  Galilei  et  la  Curie  romaine  s'est  vu,  comme  on  sait, 
contraint  en  dernier  lieu  d'abandonner  l'hypothèse  de  M.  Wohl- 
Biill.  des  Sciences  niathém.,  2*  série,  t.  \\\.  (Juin  188.).)  lo 
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will  ;  il  en  a  émis  une  autre,  qui  est  celle  de  la  i'alsification  conlem- 
poraine;  celle-là,  l'auteur  la  combat  par  les  raisons  de  M.  Scortaz- 
zini  et  en  insistant  surtout  sur  l'improbabilité  morale  d'une  telle 
falsification,  parfaitement  inutile  à  cette  époque.  Restent  les  hy- 
pothèses de  MM.  Scortazzini  et  Cantor.  Pour  la  première,  l'auteur 
met  encore  une  fois  en  jeu  Gebler  qui  a  déclaré  que  la  supposition 
d'une  seconde  reliure  est  inadmissible.  L'hypothèse  de  M.  Cantor 
enfin,  quoique  tenant  compte  de  la  pagination,  lui  paraît  «  une 
possibilité  pure  »  (p.  4^)- 

On  voit  que  le  P.  Grisar  met  fort  habilement  ses  adversaires  aux 
prises  les  uns  avec  les  autres;  il  y  a  cependant  un  reproche  qui 
s'adresse  à  peu  près  à  tous  :  c'est  qu'il  faut  admettre  nécessaire- 
ment la  bêtise  du  faussaire  qui  a  oublié  les  contradictions  (p.  45). 

J3onc  Galilée  a  [)romis  de  se  conformer  aux  ordres  du  cardinal 
Bellarmin.  I\lais  l'auteur,  sentant  sans  doute  tout  le  poids  des 
objections  soulevées  contre  l'authenticité  du  compte  rendu,  insiste 
spécialement  sur  ceci  :  que  le  fait  d'avoir  manqué  à  sa  parole  ne 
constituait  pas  pour  Galilée  une  des  accusations  principales  :  elle 
n'a  été  employée  que  «  d'une  manière  secondaire  »  (p.  55). 

Ces  mesures  personnelles  contre  Gahlée  sont  suivies  de  me- 
sures générales.  C'est  le  5  mars  qu'apparaîtle  décret  delà  Congré- 
gation ;  il  défend  les  Livres  de  Foscarini  et  tous  ceux  qui  traitent 
du  même  sujet;  les  Ouvrages  de  Copernic  et  de  Stunica  sont  sus- 
pendus i^onec  co/'/igantiw;  la  doctrine  copernicienne  enfin  est 
condamnée  comme  fausse  et  contraire  à  la  sainte  Ecriture.  La 
clémence  vis-à-vis  du  Livre  de  Copernic  s'explique  par  la  tournure 
hypothétique  qu'avait  donnée  à  la  doctrine  la  Préface  de  son  ami 
Osiander,  Préface  que  le  P.  Grisar  appelle  «  hypocrite  »  (p.  281). 
En  effet,  les  passages  qui  devaient  êtr.e  corrigés  d'après  l'Inquisi- 
tion étaient  ceux  où  Copernic  paraissait  convaincu  de  la  réalité  de 
son  système  (p.  59).  La  Congrégation  voulut  qu'il  fût  traité  entiè- 
rement comme  hypothèse.  Ce  dernier  mal,  cependant,  l'auteur  nous 
l'explique  lui-même,  avait  une  explication  tout  autre  qu'aujour- 
d'hui ;  on  ne  devait  pas  considérer  la  théorie  comme  probable  ou 
même  possible,  mais  comme  une  simple  supposition,  pour  faciliter 
les  calculs  (p.  60). 

Ce  n'est  que  seize  ans  après  le  premier  procès  que  les  dé- 
marches contre  (lalilée  sont  reprises.  La  publication  du  .S'^^".?/*?- 
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loïc  lie  (loiiiKî  Ikmi  ;"i  iiiKUiic  poiirsiiilr  ;  nijiis  les  iiiciiin  «•>  com- 
ineiHMîrU  aussitôt  après  l'apparition  du  (lial()<j;ii('  Sur  h-s  th-ui 
principaux  systèmes  du  monde. 

\a^  dialogue  porte  à  la  fois  V inii>rini((l iir  dti  censeur  de  Romcel 
de  celui  de  Florence.  Par  un  exposé  fort  minutieux,  résumant 
toute  riiistoire  de  ces  deux  permissions,  Tauteur  s'efforce  de 
nous  prouver  que  V imprimatur  du  censeur  d<î  Rome  était  non 
valable  et  celui  de  Florence  donné  par  suite  d'un  manque  de  pré- 
vovance  (p.  69). 

Galilée  est  cité  à  Rome  le  i^*"  octobre  i().^)2,  il  v  arrive  le  16  fé- 
vrier i633,  et  alors  commence  ce  procès  dont  l'J^LoHse  devait  si 
longtemps  ressentir  le  contre-coup.  Les  pièces  du  dossier  sont  ici 
si  explicites  et  si  authentiques,  qu'il  n'y  a  eu  cjue  très  peu  de  con- 
testations sur  le  côté  matériel.  Tout  le  monde  s'accorde  à  recon- 
naître que  Galilée,  dans  les  trois  premiers  interrogatoires  qu'il 
eut  à  subir,  se  tint  ferme  dans  sa  position,  soutenant  qu'il  n'avait 
pas  voulu  traiter  le  système  autrement  que  par  hypothèse.  Le 
16  juin,  les  cardinaux  déclarent  qu'il  «  n'a  pas  dit  l'entière  vérité 
sur  son  intention  ».  Donc  il  est  nécessaire  d'employer  la  tor- 
ture. 

Nous  arrivons  à  l'interrogatoire  du  21  juin  1 633, qui  devait  être 
le  dernier.  C'est  ici  que  se  pose  le  problème  le  plus  intéressant  : 
Galilée  a-t-il  subi  ou  non  la  torture?  Cette  fois,  il  existe  y\n  pro- 
cès-verbal de  la  séance;  mais  M.  Wohlwill  l'a  déclaré  faux,  en 
s'appuyant  principalement  sur  l'expression  du  jugement  qui  porte 
fpie  Galilée  a  subi  un  esame  rigoroso.  Ces  mots-là,  l'auLeur  n'est 
pas  en  état  de  le  nier,  s'appliquent  ordinairement  à  la  question; 
mais,  par  une  exposition  fort  longue,  il  s'efforce  de  nous  prouver 
î  qu'ils  s'appliquaient  aussi  à  l'intimidation  et  aussi  bien  à  la  territio 
levis  qu'à  la  territio  gravis^  qui,  d'ailleurs,  n'étaient  pas  nette- 
ment distinguées  (p.  99).  C'est  l'intimidation  légère,  verbale 
qu'aurait  subie  Galilée.  Encore  le  P.  Grisar  vcul-il  afTiiiblir  l'im- 
pression que  ne  peut  manquer  de  produire  sur  nous  l'image  de 
cet  illustre  vieillard  ,  torturé  «  verbalement  »  par  ses  juges 
(Pignatelli  dit  :  Metus  torturée  est  tortura).  Il  suppose  donc  que 
Galilée,  qui  était  fort  versé  dans  la  procédure  de  Tlnquisition  (on 
ne  sait  au  juste  pourquoi),  devait  savoir  parfaitement  que  ses 
juges  ne  pouvaient  pas  le  torturer.  Ceux-ci  auraient  même  prévu  sa 
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constance,  et  le  jugement  aurait  été  formulé  d'avance  ;  donc  tout  cet 
interrogatoire,  cet  esame  rigoroso,  ne  serait  qu'une  (c  formalité  » 
(p.  98).  Il  est  vrai  que  le  seul  fait  que  l'auteur  cite  à  l'appui  de 
son  hypothèse  est  celui-ci  :  le  jugement  qui  survient  le  lendemain 
de  l'interrogatoire  étant  très  volumineux  et  d'une  grande  justesse 
et  précision  ne  peut  avoir  été  écrit  dans  la  nuit  précédente,  mais 
bien  avant  le  quatrième  interrogatoire  (p.  197).  Quant  à  «  l'exci- 
tation terrible  »  que  Gebler  a  voulu  reconnaître  dans  la  signature 
de  Galilée,  l'auteur  ne  la  nie  pas;  mais  il  l'attribue  plutôt  au 
sentiment  du  mensonge  qu'il  commettait  à  cet  instant  (p.  98). 

La  publication  du  jugement  et  l'abjuration  ont  eu  lieu  le 
20  juin.  C'était  l'acte  final  du  procès.  Il  ne  reste  plus  à  l'auteur 
qu'à  raconter  les  dernières  années  de  Galilée,  à  qui  l'Inquisition, 
comme  on  sait,  ne  permit  pas  de  retourner  immédiatement  à  Flo- 
rence. Ces  dernières  années  furent  fort  tristes. 

La  seconde  partie  du  Livre  est  presque  purement  théologique. 
Il  s'agit  d'examiner  la  question  :  le  jugement  contre  Galilée  a-t-il 
porté  atteinte  à  l'infaillibilité  que  l'Eglise  réclame  pour  ses  décrets? 
Voici  la  théorie  du  P.  Grisar.  Le  pape  ne  peut  jamais  céder  la 
moindre  part  de  son  autorité  à  personne;  donc  aucune  congréga- 
tion, même  émanant  directement  de  lui,  ne  peut  être  considérée 
comme  infaillible.  Quant  à  la  confirmation  par  le  Saint-Père,  elle  ne 
peut  non  plus  changer  la  portée  du  décret;  car  l'infaillibilité  du  pape 
est  limitée  au  cas  où  il  parle  ex  cathedra.  Or,  si,  dans  le  procès  de 
Galilée,  Paul  V  n'a  pas  agi  comme  simple  théologien  (doclor  pri- 
vatus),  qualité  admise  par  toutes  les  autorités,  il  n'a  pas  cepen- 
dant prononcé  ex  cathedra.  Le  P.  Grisar  suppose  un  état  pour 
ainsi  dire  intermédiaire  où  le  pape,  quoique  parlant  au  nom  de  sa 
fonction  comme  chef  de  l'Eglise,  ne  prononcerait  pourtant  pas  ex 
cathedra  et  ne  serait  nullement  infaillible. 

En  lisant  les  développements  du  P.  Grisar,  il  faut  reconnaître 
qu'il  a  été  dans  une  position  des  plus  difficiles.  La  Congrégation 
de  l'Inquisition,  comme  celle  de  Tlndex,  existe  toujours;  elles 
émettent  encore  des  décrets;  il  serait  peu  opportun  d'amoindrir 
la  valeur  de  ses  actes.  Aussi,  tout  en  détruisant  leur  infaillibilité,  le 
P.  (jrisar  a  grand  soin  d'ajouter  la  nécessité  de  leur  rendre  la  plus 
stricte  obéissance.  Et  cette  obéissance  ne  doit  pas  être  seulement 
c\h'ii(Mii'(î  (^silenliui))  rcvei-ciitiale),  mais  aussi  intérieure,   c'est- 
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à-(Jirc  (ju'oii  doit  sV'frorccr  d'j  croire  en  (jnelque  sorte,  (lepeinhinl, 
ici  encore,  l'aiilenr  distingue  celte  cro\aï)ce(assen.su.s  reli^ios(is)(\c 
celle  qu'on  doit  à  un  décret  du  concile  ou  du  [)af)e  (a.ssens(/s  ah- 
solutc  indiibius  et  supra  ontnùt  Jirnuis)  (p.  i7()).  C'est  une  de 
ces  distinctions  subtiles  et  profondes  dont  les  théologiens  de  tous 
les  temps  ont  eu  le  secret,  et  le  P.  Grisar  se  montre  bien  le  digne 
successeur  de  ces  scolastiques  qu'il  admire  tant. 

La  partie  théologique  est  suivie  de  quelques  Chapitres,  traitant 
des  questions  d'un  ordre  mixte  et  s'attachant  au  procès  de  Gali- 
lée, telles  que  Tétat  des  esprits  en  Italie  à  cette  époque,  le  rôle 
des  jésuites^  le  sort  de  la  théorie  de  Copernic  après  sa  condamna- 
lion,  etc.  Le  tout  se  termine  par  une  recherche  fjui  nous  paraît 
bien  un  peu  téméraire.  Elle  ne  \isc  rien  moins  que  de  découvrir 
le  but  que  la  Providence  s'est  proposé  en  suscitant  ainsi  «  appa- 
remment »  des  difficultés  à  son  Eglise. 

Ch.  Hejnry  et  E.  Meyersojn- 


MELANGES. 

ASSOCIATION  FRANÇAISE  POUR  L'AVANCEMENT  DES  SCIENCES. 
SESSION  DE  LA  ROCHELLE. 


r^  ET    IV^  SECTIONS.    —    MATHEMATIQUES,  ASTRONOMIE,  GEODESIE   ET   MECANIQUE. 


Président  d'honneur M.  P.  TCHEBYCHEF,  Membre  de  rAcadéniie  de  Saint- 
Pétersbourg. 

Président I\f.  Edouard  COLLIGNON,  Ingénieur  en  chef  des  Ponts 

et  Chaussées. 

Secrétaire M.  STEPHANOS  ( D'  Cyparissos). 

Séance  du  25  août  1882. 

M.    P.  TcHEBYCHEF  Tait  une  Communication  Sur  la  rectifica- 
tion des    courbes.   L'illustre   géomètre   montre   le   parti    que  Ton 
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peut  tirer  pour  la  rectification  des  courbes  de  l'emploi  des  points 
dont  les  coordonnées  servent  à  trouver  Vai/e,  d'après  la  méthode 
exposée  par  lui  au  Congrès  de  Lyon,  méthode  qui  vient  d'être 
enrichie  par  des  recherches  fort  intéressantes  de  M.  Radau.  En 
traitant  de  cette  manière  le  cas  le  plus  simple,  on  parvient  à  re- 
connaître que  l'arc  d'une  courbe  peut  être  représenté,  avec  une 
approximation  notable,  par  la  somme  des  deux  côtés  égaux  du 
triangle  isoscèle  construit   sur  la  corde    de  l'arc   comme  base  et 

ayant  pour  hauteur  les  (\/|)' "'''^  de  la  flèche  élevée  perpendiculai- 
rement au  milieu  de  la  corde  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'arc.  La 
courbe  symétrique  autour  de  l'axe  des  x,  dont  les  arcs  compris 
entre  deux  points  symétriques  se  rectifient  exactement  de  cette 
manière,  se   trouve  avoir  pour  équation  3 «>'-=  .r( a  —  x)-. 

M.  le  général  Parmenj  ier  parle  Sur  certaines  formules  de  qua- 
drature. On  doit  à  M.  Parmentier  une  formule  d'approximation 
pour  la  quadrature  des  courbes  planes,  qui  constitue  un  heureux 
perfectionnement  de  la  méthode  de  Poncelet.  Cette  formule, 
comme  l'auteur  l'a  déjà  fait  remarquer  (A o?/i\  Aiin.y  t.  XV,  18-6), 
peut  aussi  être  obtenue  en  cherchant  à  simplifier  celle  de  Simp- 
son. M.  Parmentier  fait  connaître  maintenant  deux  autres  for- 
mules qu'on  obtient  en  suivant  le  même  ordre  d'idées,  et  qui  ont 
la  propriété  de  foiirnir  la  valeur  exacte  de  l'aire  toutes  les  fois 
c|u'il  s'agit  de  paraboles  du  deuxième  ou  du  troisième  degré, 
(^es  nouvelles  formules  sont,  il  est  vrai,  un  peu  moins  simples 
que  la  première^  mais  conduisent  à  une  plus  grande  approxima- 
tion. 

M.  le  D*"  PuoMPT,  de  Nice,  expose  ses  recherches  Sur  la  sigui Ji- 
cation  niatliérnatique  de  V Atlantide.  En  racontant,  dans  le  dia- 
logue de  Timée,  la  fable  de  V Atlantide^  Platon  avait  donné  une 
description  minutieuse  de  la  métropole  d'un  des  royaumes  qui  se 
trouvaient  sur  cette  île.  M.  Prompt  a  pensé  que  les  dimensions 
attribuées  par  IMaton  aux  différentes  parties  de  cette  ville  ne  se- 
raient que  des  symboles  numériques,  analogues  à  ceux  dont  il  est 
(piestion  dans  d'autres  parties  de  Timée.  Il  a  donc  cherché  à  dé- 
couvrir leur  signification  en  recourant  à  des  interprétations  astro- 
nomiques, musicales,  etc. 

La  Communication  de  M.  Pronq)L  a  donné  lieu  à  plusieur?  ob- 


servalions  (1(3  la  pari  de  MM.  (^olll^iion,  '\\:\\o.h\c\ioA\  l^anncnticr. 

M.  GoLLiGNON  présente,  an  nom  de  M.  G.  Jung,  professeur  à 
rinslitiit  technique  supérieur  de  Milan,  des  Piopositions  rrlatncs 
à  la  détermination  des  centres  de  gravité  de  solides  ou  de  sur- 
faces de  révolution  complets  ou  incomplets.  La  principale  de  ces 
propositions,  qui  constitue  un  complément  utile  de  la  règle  de 
Guldin,  est  la  suivante  :  «  Si  Taire  plane  F  (ou  la  courbe  plane  S) 
tournant  d'un  angle  0  autour  d'une  droite  a^  située  dans  son 
plan,  engendre  une  portion  de  solide  (ou  de  suri'ace)  de  révolu- 
tion, le  centre  de  gravité  du  solide  engendré  (ou  de  la  surface 
engendrée)  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  l'arc  de  cercle 
décrit  par  le  point  A,  antiptMe  de  la  droite  a  par  rapport  à  Tel- 
lipse  centrale  de  l'aire  plane  F  (ou  de  la  courbe  plane  S).  » 

M.  Gollignon  faitensuite  une  (Zoïnu\un'\cdiùon  sur  un  problème 
de  Géométrie.  M.  Gollignon  clierche  les  courbes  planes  dont 
l'aire  polaire  (c'est-à-dire  en  coordonnées  polaires)  est  une  fonction 
donnée  de  l'arc.  Il  fait  voir  d'abord  que  la  détermination  de  ces 
courbes  équivaut  à  celle  des  courbes  dont  l'arc  s  est  égal  à  une 
fonction  donnée  '}(/>)  de  la  distance/?  du  pôle  à  la  tangente  de  la 
courbe.  Le  problème  se  ramène  ainsi  à  l'intégration  de  l'équation 

diflerentielle 

d"^  p        ,, ,      dp 

OL  étant  l'angle  polaire  sous-tendu  par  l'arc  ,v.  M.  Gollignon  consi- 
dère diverses  transformations  de  cette  équation  différentielle,  qui 
conduisent,  les  unes  à  des  procédés  graphiques,  les  autres  à  des 
développements  en  fonctions  continues,  permettant  d'obtenir  des 
solutions  approximatives  de  la  question.  11  fait  voir  enlin  com- 
ment, étant  donnée  une  courbe  plane  rapportée  à  des  coordon- 
nées polaires,  la  connaissance  de  la  relation  s  =  6(p)  correspon- 
dante, ou  bien  de  celle  qui  existe  entre  l'arc  et  l'aire  polaire  de 
cette  courbe,  peut  servir  à  mettre  en  évidence  les  propriétés  géo- 
métriques ou  mécaniques  de  la  courbe. 

Séance  du  26  août. 

M.  Domenico  Raggjva,  directeur  de  l'Observatoire  de  Modène 
parle  de  certaines  Nouvelles  formules  rchdivrs  à  lu  détermina- 
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tioii  de  la  déclinaison  magnétique  absolue.  Dans  le  Congrès  de 
Montpellier  (1879),  M.  Ragona  avait  fait  connaître  une  méthode 
pour  la  détermination  de  Ja  déclinaison  magnétique  absolue. 
M.  Ragona  présente  maintenant  une  nouvelle  formule  relative  au 
cas  où  Ton  observe,  avant  et  après  la  détermination  de  l'azimut 
magnétique,  un  nombre  quelconque  d'étoiles.  La  grandeur  cher- 
chée s'obtient  alors  par  l'emploi  de  la  méthode  des  moindres 
carrés. 

M.  Ferrero,  colonel  d'état-major,  directeur  de  l'Institut  géo- 
graphique militaire  italien  (à  Florence),  fait  wvv  Rapport  sur  les 
progrès  des  travaux  géodésiques  en  Italie  et  sur  l'Institut  géo- 
graphique militaire  italien. 

D'après  ^I.  Ferrero,  les  travaux  géodésiques  qu'on  exécute  en 
Italie,  depuis  son  unification,  ont  pour  base  les  méthodes  d'ob- 
servation et  de  calcul  les  plus  récentes  ;  mais  ce  qui  peut  consti- 
tuer le  mérite  spécial  des  travaux  italiens,  c'est  une  organisation 
qui  fait  concourir  dans  un  même  but  toutes  les  forces  utiles  dont 
dispose  le  pays. 

Il  existe,  en  Italie,  une  Commission  géodésique  composée  de 
membres  appartenant  au  ministère  de  la  guerre,  au  ministère  de 
h»  marine  et  à  celui  des  travaux  publics,  et  des  directeurs  des 
principaux  Observatoires  astronomiques.  Les  travaux  de  la  Com- 
mission sont  très  variés  et  comprennent  des  travaux  trigonomé- 
triques  et  géométriques,  des  travaux  astronomiques,  des  travaux 
mixtes,  enfin  des  publications.  Plusieurs  établissements  scienti- 
fiques prennent  part  à  ces  travaux,  auxquels  ils  apportent  un  pré- 
cieux concours  par  des  moyens  intellectuels  et  matériels.  Tels  son I 
l'institut  géographique  militaire,  le  Rureau  hydrographique  de  la 
marine  et  les  Observatoires  astronomiques  de  Milan,  Padoue, 
Rome  et  Naples. 

La  triangulation  de  premier  ordre  constitue  nn  réseau  qui 
couvre  toute  l'étendue  de  l'Italie  et  de  ses  îles.  Le  réseau  est  déjà 
établi  en  grande  partie.  Dans  trois  ans  il  le  sera  en  totalité  et,  dans 
six  ou  sept  ans,  il  sera  tout  calculé  et  compensé.  La  précision  des 
observations  exécutées  atteint  le  plus  haut  degré  que  comportent 
les  instruments  et  les  méthodes  actuelles.  Quant  au  nombre  et  à 
la  distribution  des  bases,  ils  ont  été  établis  de  manière  à  assurer 


;iu\   coU's  les  plus   (îloi^rics  une  (,'ricur  ino\  ciiuc  ne  (J(''[)a.>.»,;jnl  pas 
'c  T^nh^  de  la  longueur. 

A  eôlé  des  triangulations  de  premier  ordre,  on  ex('cule  d(;s  ni- 
vellements gconiétricpies  et  trigonométriques.  On  fait  aussi  des 
observations  maréograpliiqnes  au  movcn  de  marcograplies  instal- 
lés dans  diflérenls  ports  du  royaume. 

M.  Ferrero  insiste,  en  finissant,  sur  la  part  qui  revient  à  l'Institut 
géographique  militaire,  (^et  Institut,  qui  ue  compte  pas  moins  de 
deux  cent  cinquante  employés,  a  pour  mission  de  l'aire  la  triangu- 
lation du  royaume  ainsi  que  tous  les  travaux  cartographiques  qui 
intéressent  l'armée  et  les  administrations.  La  carte  italienne  sera 
terminée  en  1892,  c'est-à-dire  trente  ans  après  son  commence- 
ment. 

A  la  suite  de  cette  Communication,  M.  le  commandeur  Alex. 
Betocchi  parle  Des  maréograpJies  existant  en  Italie  et  des  ob- 
servations maréo graphiques  italiennes. 

Séance  de  raprès-midi. 

M.  TcHRBYCHEF  présente  à  la  section  une  MacJiine  aritliniêtique 
à  mouvement  continu.  Cette  machine  est  composée  d'un  addi- 
tionneur y  pouvant  être  employé  séparément,  pour  opérer  l'addi- 
tion et  la  soustraction  et  d'un  mécanisme  auxiliaire  servant  à  effec- 
tuer, avec  le  concours  de  V additionneur,  la  multiplication  et  la 
division.  Dans  l'additionneur,  les  échappements  qu'on  emploie 
ordinairement  pour  produire  brusquement  les  changements  des 
chiffres  de  la  somme  provenant  du  report  sont  remplacés  par  des 
trains  épicycloïdaux  qui  produisent  ces  changements  graduelle- 
ment. La  composition  de  l'additionneur  est  rendue  ainsi  fort 
simple.  Quant  à  l'ambiguïté  qui  se  présente  lorsqu'on  voit  dans 
une  même  lucarne  deux  chiffres  à  la  fois,  elle  est  écartée  au 
moyen  de  bandes  que  l'on  voit  dans  ces  lucarnes.  Parmi  ces 
bandes,  on  distingue  aisément  la  principale,  laquelle  ne  contient 
que  les  vrais  chiffres  de  la  somme.  Le  mécanisme  servant  à  opérer 
la  multiplication  et  la  division  est  composé  d'un  cvlindre  denté  et 
de  pignons  qui  peuvent  glisser  le  long  de  leurs  axes.  Les  dents  du 
cylindre  et  celles  des  pignons  ont  une  forme  telle  que  les  pignons 
ne  puissent  jamais  rester  libres.  On  rend   ainsi  complètement  ini- 
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possibles  les  faules  qui  auraient  pu  résulter  de  ce  que  les  pignons 
ne  s'arrêtent  pas  toujours  assez  vite  quand  les  dents  du  cylindre 
cessent  de  les  pousser. 

M.    Baehii,   professeur  à  FÉcole  Polvleclmique  de  Delft  (Hol- 
lande) fait  une  Communication  Sur  l'intégration  d^nn  système 
cV équations  différentielles  linéaires  du  premier  ordre,  à  coef- 
ficients constants  et  sans  second  membre^  dans  le  cas  oit  V équa- 
tion caractéristique  a  des  racines  égales. 

M.  Ajvdréief,  professeur  à  l'Université  de  Kliarkof  (Russie), 
parle  Sur  les  polygones  de  Poncelet.  Dans  son  Traité  des  pro- 
priétés projectiles  des  figures,  Poncelet  avait  ramené  la  démon- 
stration de  son  fameux  théorème,  sur  les  polygones  inscrits  aune 
conique  et  circonscrits  à  une  autre,  à  celle  de  la  proposition 
suivante  :  «  Etant  données  deux  coniques  dans  un  plan  et  que 
l'on  considère  un  polygone  de  m  côtés  inscrit  dans  Tune  et 
dont  m  —  I  côtés  soient  tangents  à  l'autre,  le  dernier  côté  de 
ce  polygone  enveloppe  une  conique  appartenant  au  faisceau  déter- 
miné par  les  deux  coniques  considérées.  »  C'est  de  cette  propo- 
sition importante  que  M.  Andréief  présente  une  nouvelle  démons- 
tration. Sa  démonstration  présente  cet  avantage,  qu'elle  satisfait 
aux  exigences  de  la  géométrie  de  situation  et  aussi  qu'elle  n'est 
fondée  que  sur  la  considération  de  figures  qui  restent  toujours 
réelles  tant  que  les  deux  coniques  considérées  sont  réelles. 

MJNl.  CoLLiGNOjv  et  \  AZEiLLES  ajoutcut  quelques  remarques  sur 
le  même  sujet. 

M.  Cyparissos  Stëphajnos  fait  ensuite  une  communication  Sur 
le  mouvement  d^une  figure  de  forme  invariable.  Dans  cetlc 
communication,  M.  Stephanos  expose  les  principes  d'une  nouvelle 
méthode  pour  l'étude  géométrique  du  déplacement  d'une  figure 
plane  de  Ibrme  invariable  dans  son  plan  ou  d'un  corps  solide  au- 
tour d'un  point  fixe  de  l'espace.  Cette  méthode  est  fondée  sur  la 
représentation,  par  des  poinis  de  l'espace,  des  diverses  positions 
que  peut  prendre  la  figure  plane  dans  son  plan  ou  le  corps  solide 
autour  du  point  fi\(î  de  l'espace,  positions  qui  sont  en  nombre 
simplement  inlini.  Ln  mouvement,  comprenant  une  sinq)lc  infi- 
nité de  positions  de  la  (igure  mobile,  est  ainsi  représenté   par  une 
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certaine  cuiiihc.  lieu  des  points  cjui  représentent  ]«'S  |)(jsili(jn> 
successives  de  cette  fleure.  La  considération  de  cette  conrl)e 
(!St  d'une;  «grande;  utilité  |)(Mir  l'élude  du  niouNcnicnt  (;(jri<*sj)()n- 
dant. 

Le  procédé  de  la  représentation  des  positions  d'un  corps  solide- 
autour  d'un  point  de  l'espace  est  intimement  lié  à  la  théorie  des 
cpiaternions  de  Ilamilton.  M.  Slephanos  lait  voir,  à  ce  propos, 
dans  quel  genre  de  reclierches  le  Calcul  des  quaternions  est  parti- 
culièrement approprié. 

M.  Marcel  Deprez,  Su/'  le  dynamo nixitre  hydraulique  de 
M.  Fraude. 

Séance  du  28  août. 

M.  Laisajvi\,  député,  parle  d'abord  Sur  un  théorème  d^ Algèbre. 
Ce  théorème  constitue  une  généralisation  d'une  proposition  don- 
née à  peu  près  simultanément  par  MM.  Biehler  et  Laguerre 
(Aowp.  Ann.y  1880).  Le  nouveau  théorème  peut  être  énoncé  de 
la  manière  suivante  :  <(  Soit  x=^J\s,  t)  une  fonction  réelle  quel- 


;2-^i 


conque  de    deux  variables  s,   t.    Remplaçons-v   s    ci  l  par 

et      ■_    '  Supposons  maintenant  qu'en  résolvant  par  rapport  à   :; 

l'équation  ainsi  obtenue 

on  tire  pour  une  des  racines  z  =  'f  (•^•)  i)-  L'équation 

[cp(^,  0]'"  =  A--B/, 

où     A.    et    B    représentent    deux    quantités     réelles      telles     cpie 
A-  -1-  B-  =  I,  et  m'  1^=.  \J \ ,   aura  m  racines  égales.  »  En  prenant 

pour  la  fonction  y  (5,  /)  simplement— 1  on  obtient  la  proposition 

de  MM.  Biehler  et  Laguerre. 

M.  Laisant  présente  ensuite  une  Remarque  sur  les  podaires. 
Lorsqu'on  a  une  courbe  (X),  on  peut  considérer  ses  podaires  suc- 
cessives (P,),(P2),  ...  (P,„_i),(P,/,  )  ...,  inclinées  d'un  certain 
angle  a,  et  prises  par  rapport  à  un   polo  li\e  O.  Si   l'on  considère 
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sur  ces  combes  un  système  de  points  P,,  P^,  •  •  -,  P/m_i,  P^  cor- 
respondant à  un  même  point  P  de  la  courbe  (X),  on  trouve  que 
les  triangles 

OXPi,  OPiPo,  ...,  OP,„_iP,„ 

sont  tous  directement  semblables  entre  eux.  La  même  proposi- 
tion a  évidemment  lieu  pour  le  système  plus  complet  de  courbes 
qu'on  obtient  en  adjoignant  aux  courbes  précédentes  les  antipo- 
daires  successives  de  (X)  inclinées  du  même  angle  a  et  prises  par 
rapport  ?u  même  pôle  O. 

M.  Laisant  communique  enfin  certaines  Propriétés  du  mouve- 
ment d^ une  figure  plane    qui  reste  semblable   à    elle-même. 

M.  Laisant  s'occupe  d'abord  du  cas  où  tous  les  points  de  la 
figure  mobile  décrivent  des  droites,  puis  il  donne  cette  proposi- 
tion : 

«  Si  l'on  considère  une  figure  plane  qui  se  meut  sur  un  plan 
en  restant  semblable  à  elle-même,  et  que,  pour  un  moment  quel- 
conque du  mouvement,  on  trace  les  vitesses  (ou  les  accélérations 
d'un  même  ordre  quelconque)  des  divers  points  qui  la  composent, 
les  extrémités  de  ces  vitesses  (ou  de  ces  accélérations)  formeront 
une  figure  semblable  à  la  première.  » 

M.  Stephanos  ajoute  quelques  remarques  sur  le  même  sujet. 

M.  TcHEBYCHEF  fait  une  Communication  Sur  le  choix  du  rayon 
dans  les  intégrales  définies  prises  le  long  d'un  cercle  par  les- 
quelles on  exprime  les  probabilités  d'après  leurs  fonctions  gé- 
nératrices. M.  Tcbebjchef  montre  comment  on  doit  choisir  la 
valeur  du  rayon  dans  les  intégrales  qui  donnent  la  valeur  des 
probabilités  d'après  leurs  fonctions  génératrices,  pour  faciliter  la 
détermination  de  leurs  valeurs  limites  dans  le  cas  où  le  nombre 
des  épreuves  est  infiniment  grand. 

M.  Emile  Lemoiwe,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  com- 
munique plusieurs  Théorèmes  de  Géométrie.  Ces  théorèmes  se 
l'apportent,  les  uns  à  certains  points  remarquables  du  plan  d'un 
Iriangle,  les  autres  à  certains  lieux  définis  par  des  propriétés  des 
droites  menées  parallèlement  aux  côtés  d'un  triangle  par  un  poinl 
de  son  plan. 
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M.  CoLi.iG]\ON  expose  ses  recherclies  sur  cerlnins  Prohlrmcs  de 
7Ï/c^'c<x/i/^/<(^'.  Dans  celle  Coiniminicallon,  M.  T'olli^non  hiiiic  d'a- 
bord le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  coide  de  \.\  s|)lière 
terrestre.  Tl  su|)pose  pour  cela  rpie  la  densité  du  j^lohe  soit  paitout 
la  môme,  (ît  cpie,  par  conséquent,  la  pesanteur  varie  à  rintéii.'ur 
proportionnellement  à  la  distance  au  centre.  11  sup[)ose,  en  outre, 
que  le  glissement  du  point  développe  un  frottement  propoitionnel 
à  la  [)ression  normale  exercée  par  ce  point  sur  la  (li'oil<;  directrice 
et  que  le  coefficient /de  ce  frottement  soit  connu. 

Le  point  qui  se  meut,  sous  ces  conditions,  sur  une  corde  terrestre 
AB,  en  partant  de  l'extrémité  k.  de  cette  corde,  doit  s'arrêter  à  une 
certaine  distance  de  l'autre  bout  B  de  cette  corde.  11  est  bien  remar- 
quable que  la  durée  de  ce  trajet  serait  égale  à  7:4  /_>  R  étant  le 

rayon  de  la  Terre  et  g  l'accélération,  due  à  la  pesanteur,  à  la  sur- 
face du  globe.  Cette  durée  est  donc  indépendante  de  la  direction 
de  la  corde  AB  et  ne  dépend  pas  davantage  du  coefficient/.  S'il  n'v 
avait  point  de  frottement,  le  mobile  irait  jusqu'à  B  et  atteindrait 
ce  point  après  le  même  laps  de  temps.  Si  l'on  voulait  appliquer  ce 
mode  de  locomotion  souterrain,  dont  la  pesanteur  ferait  à  peu  près 
tous  les  frais,  on  pourrait  aller  d'un  point  quelconque  du  globe  à 
un  autre  en  4^  minutes  11  secondes.  Cependant,  en  debors  de 
différentes  causes  qui  rendent  ce  sj'stème  impraticable,  M.  Col- 
lignon  remarque  que  les  pressions  énormes  que  l'air  atmosphé- 
rique devrait  exercer  aux  profondeurs  qu'on  serait  obligé  d'at- 
teindre pour  des  parcours  d'une  certaine  étendue  seraient  un 
obstacle  absolu. 

M.  Collignon  passe  ensuite  à  la  considération  du  mouvement 
d'un  point  M  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une  courbe 
fixe  et  attiré  vers  un  centre  O  par  une  force  proportionnelle  à  la 
distance  OM.  11  examine  en  particulier  cette  question  :  «  Quelles 
sont  les  courbes  pour  lesquelles  ce  mouvement  est  pendulaire^ 
c'est-à-dire  identique,  quant  à  la  relation  qui  existe  entre  les  arcs 
parcourus  et  le  temps,  au  mouvement  d'un  point  sur  une  droite 
fixe  quand  il  est  attiré  par  un  point  fixe  de  la  droite  [)roportion- 
nellement  à  la  distance  à  ce  point?  »  Les  courbes  ayant  cette  pro- 
priété, et  que  M.  Collignon  appelle  pendulaires,  sont  (elles  que 
le    ravon    vecteur   /'    et   l'arc   .<?   soni    liés    par   une   rehilion    de    la 
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forme 

/'2  =  as-  -h  bs  H-  c, 

r/,  ^,  c  étant  des  constantes.  Si,  par  une  ligne  AB  pendulaire  par 
rapport  à  un  point  O,  l'on  fait  passer  un  cône  avant  son  sommet 
en  O,  on  aura  encore  les  courbes  pendulaires  par  rapport  au  même 
pointen  déroulant  ou  en  enroulant,  comme  on  voudra,  cette  surface 
conique.  La  recherche  des  courbes  pendulaires  dans  l'espace  se  ra- 
mène donc  à  la  même  recherche  dans  le  plan.  M.  Collignon  donne 
en  finissant  l'équation  générale  en  termes  finis  des  courbes  pendu- 
laires planes. 

La  section  procède  ensuite  à  l'élection  de  son  Président  et  de 
ses  délégués  pour  l'année  prochaine.  M.  Collignon  est  élu  prési- 
dent à  l'unanimité.  M.  Mannheim,  délégué  sortant,  est  élu  de  nou- 
veau. 

Séance  de  l'après-midi. 

M.  Gasaloivga  fait  une  Communication  Sur  la  transformation 
da  la  chaleur  en  travail  jnécanirjue  et  réciproquement. 

M.  le  D''  GuÉBHATiD  expose  un  Procédé  expérimental  pour  la 
résolution  du  problème  des  isothermes  dans  le  plan.  M.  Guéb- 
hard  a  été  conduit,  par  ses  expériences,  à  ce  résultat  que  lors- 
qu'on place  à  une  petite  distance  d'une  feuille  horizontale  de  mé- 
tal, exactement  limitée  aux  parois  perpendiculaires  d'une  auge 
électrique,  un  système  cvlindrique  quelconque  d'électrodes  verti- 
cales, les  anneaux  colorés  (de  Nobili)  qui  prennent  naissance 
figurent  avec  une  très  grande  approximation  le  système  théorique 
des  lignes  équipotentielles  que  donnerait  l'application  directe  de 
ces  mêmes  électrodes  sui-  un  plan  conducteur  du  même  contour 
que  la  feuille.  Cela  permet  de  réaliser  divers  systèmes  de  lignes 
équipotentielles  ou  isothermes  de  ce  plan. 

MM.  Collignon,  Heknessy  et  Stephanos  présentent  des  obser- 
vations sur  le  sujet  de  cette  Communication. 

M.  Baehr  parle  Sur  une  (/uestion  d' optique.  Le  problème 
traité  par  M.  Baehr  est  le  suivant  :  «  Pétant  donné  un  cvlindre 
circulaire  sur  la  surface  duquel  se  réfléchissent  des  ravons  lumi- 
neux   issus  d'un  point,   lrou\er  sui'   le   cvlindre  des  courbes  telles 
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(|ne  les  ravons  rc'lh'chis  siii\;ml  les  [xtiiils  de   lo  ((tinhc,  rmiiicrit 
des  suilac-cs  d(''V(;l()|)j)al)l(;s. 

M.  IIkjsinkssy,  inernhi'odo  la  Société  rovalo  de  I.oiidrr.'s,  profes- 
seur à  l)id)lin,  fait  une  Cojiimiinication  Sr//-  iinr  qiiPstion  de 
Gi^odésie.  J\J.  llennessy  parle  de  la  inélliode  à  sinmc  pour  rl/lcrini- 
iier  la  valeur  la  plus  proha!)le  d<;  la  lon^^innir  de  Taxe  polaire  dr 
la  Terre  en  partant  des  mesures  faites  de  divcMS  méridiens  t<'r- 
restres. 

M,  TciiKBYCHEF  fait  cpielcpies  remarques  à  pro[)()S  de  e(!LI(;  Com- 
munication. 

M.  le  Président  présente  ensuite  à  la  section  Jes  travaux,  manu- 
scrits suivants  : 

hJssai  sur  une  génération  géométrique  des  raies  de  Fraun- 
hofer,  par  M.  Escaky,  professeur  au  Prvtanée  militaire; 

Note  sur  un  des  principes  de  la  Géométrie^  par  M.  Laquièue, 
ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique; 

Sur  les  sphères  assujetties  à  rester  tangentes  à  deux  sur- 
fa  e es  données^  p a r  M .  P k l l k t  ; 

Sur  les  équations  résols'antes,  par  le  même. 

Mémoire  sur  Vintégration  d'une  classe  d'équations  au.r 
déri^^ées  partielles  du  second  ordre  à  deux  vaj'iahles  indépen- 
dantes, par  M.  TuiiQUAN,  docteur  es  Sciences. 

Séance  du  30  août. 

M.  TcHFBVCHEF  fait  une  Communication  Sur  les  fonctioiïs  dont 
la  dérivée  d' un  certain  ordre  s'éloigne  le  moins  possible  de 
zéro.  —  M.  Tchebychef  montre  le  rôle  que  jouent  ces  fonctions 
dans  la  question  d'interpolation  et  dans  le  problème  de  raccorde- 
ment, fait  voir  comment  on  peut  les  déterminer  dans  le  cas  le  plus 
simple,  et  indique  enfin  un  théorème  d'Anal vse  qui  en  résulle. 

M.  Bouquet  dk  la  Guyk,  ingénieur  livdrographe  de  la  mariiie, 
parle  Sur  V intensité  de  la  pesanteur. 

M.  Coii]vu,  membre  de  l'Institut,  ajoute  queh[ues  observations 
sur  le  sujet  de  cette  Communication. 

M.  Cyparissos  Sïephanos  fait  une  Communication  Sui'  les  inva- 
riants des  formes  du  cinquième  cl   du  si.riè/uc  ordre.  M.    Sh'- 
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plianos  indique  les  principaux  résultats  auxquels  on  arrive  dans  la 
théorie  des  invariants  d'une  forme  binaire  du  sixième  ordre,  lors- 
que l'on  considère  cette  forme  comme  la  jacobienne  d'un  faisceau 
de  formes  binaires  du  quatrième  ordre.  11  fait  ensuite  l'application 
de  ces  résultats  à  la  théorie  des  invariants  de  la  forme  du  cinquième 
ordre.  Une  forme  binaire  /du  sixième  ordre  admet,  comme  on 
sait,  cinq  invariants,  A,  B,  G,  D,  R,  qui  sont  respectivement  des 
degrés  2,  4>  ^1  10,  i  5,  par  rapport  aux  coefficients  de  cette  forme. 
D'un  autre  côté,  un  faisceau  de  formes  biquadratiques  ayant  f 
pour  jacobienne  admet  comme  invariants,  à  côté  de  A,  B,  G,  deux 
autres  invariants,  plus  simples  que  D  et  R,  dont  l'un,  Dq,  est  du 
second  degré,  et  l'autre,  E,  du  neuvième  degré,  par  rapport  aux 
coefficients  des  covariants  élénieutaires  f  et  ^  =  8j^  du  faisceau. 
Par  suite  de  cela,  les  invariants  D  et  R  peuvent  être  exprimés  e;i 
fonction  entière  de  A,  De,  B,  G  et  E.  Ainsi,  l'invariant  D  est  égal 
à  une  fonction  de  A,  Dq,  B  et  G.  Gependant  R  se  décompose  en 
deux  facteurs,  dont  l'un  coïncide  avec  E,  tandis  que  l'autre  peut 
être  exprimé  en  fonction  de  A,  Do,  B,  G.  En  dehors  de  cet  inva- 
riant R,  il  J  a  aussi  d'autres  combinaisons  entières   des  invariants 

A,  B,  G,  D  qui  se  décoinposent  en  deux  facteurs,  fonctions  des 
invariants  A,  Dq,  R,  G.  Tel  est  le  discriminant  de  la  forme/.  Il  en 
est  de  même  pour  l'invariant  de /dont  l'évanouissement  exprime  la 
condition  pour  que,  parmi  les  cinq  faisceaux  de  formes  biquadrati- 
ques a^yant/ pour  jacobienne,  il  y  en  ait  deux  qui  coïncident.  Dans 
le  cas  où  la  forme  /coïncide  avec  la  hessienne  d'une  forme  z>  du 
cinquième  ordre,  et  que,  de  plus,  le  faisceau  considéré,  ayant /pour 
jacobienne,  est  formé  par  les  premières  polaires  de  cp,  la  seule  par- 
ticularité qui  s'introduit  dans  le  système  des  cinq  invariants  A,  Do, 

B,  G,  E  consiste  en  ce  que  Dq  devient  égal  à  un  multiple  numé- 
rique de  A.  Les  quatre  invariants  de  la  forme  z»  du  cinquième  ordre 
coïncident  alors  avec  les  quatre  invariants  A,  B,  G,  E  du  faisceau 
dont  il  s'agit. 

M.  le  colonel  pERRErvO  fait  une  Communication  Sur  la  iiécessitr 
de  coordonner  les  travaux  cartographiques  et  géométriques  de 
toutes  les  administrations  de  VEtat  et  sur  l'institution,  dans 
ce  bul,  (T un  Conseil  central. 

G.  S. 
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V.  ERMAKOF.  —  L\tk(;ration  des  kquatjons  diffkhkntifti.ms  dk   i.a  Mkca- 
NiQUR.   —  Intégration   dks  équations  du   prk.miku  ordri:  aux  dérivkes 

PARTIELLES. 

PRKIACK. 

Dans  cet  Ouvrage,  je  me  propose  j)rincipalein(.'iiL  de  parler  des 
jnétliodes  d'intégration  des  écpiations  qu'on  nomme  vanoniciues. 
Il  n'existe,  à  ma  connaissance,  aucun  Traité  complet  où  cette 
question  soit  traitée  conformément  aux  exigences  de  la  Science 
moderne;  c'est  ce  qui  m'a  engagé  à  faire  paraître  cet  Ouvrage. 

En  outre,  selon  mon  avis,  les  géomètres  qui  ont  traité  la  ques- 
tion d'intégration  des  équations  canoniques  ont  suivi  une  méthode 
d'exposition  incommode,  simple  au  début,  mais  qui  présente  de 
grandes  difficultés  dans  la  suite.  Au  lieu  de  commencer  directe- 
ment par  traiter  Tintégration  des  équations  canoniques,  Jacobi, 
Bour,  Serret,  Bertrand  et  d'autres  géomètres  se  sont  occupés  ex- 
clusivement de  l'intégration  des  équations  dinérentielles  du  pre- 
mier ordre  aux  dérivées  partielles;  car  l'intégration  des  équations 
canoniques  peut  être  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  difié- 
rentielle  aux  dérivées  partielles. 

Il  m'a  semblé  qu'il  valait  mieux  commencer  par  l'exposition  de 
la  théorie  complète  de  l'intégration  des  équations  canoniques;  on 
peut  alors,  en  quelques  mots,  montrer  de  quelle  manière  on  peut 
déduire  d'un  système  d'intégrales  des  équations  canoniques  une 
intégrale  d'une  équation  du  premier  ordre  aux  dérivées  partielles; 
c'est  cette  méthode  que  j'emploie  dans  cet  Ouvrage.  Jacobi  et 
Bour,  qui  ont  choisi  une  voie  commode,  n'ont  pu  donner  une 
théorie  complète  de  l'intégration  des  équations  simultanées  du 
premier  ordre  aux  dérivées  partielles.  Et  il  n'y  a  pas  longtemps 
que  Lie  et  Majer,  avec  une  difficulté  assez  grande,  ont  démontré 
que  l'intégration  de  m  équations  simultanées  du  premier  ordre 
aux  dérivées  partielles  peut  être  ramenée  à  l'intégration  d'une 
seule  équation  différentielle  avec  un  nombre  des  variables  dillérant 
du  premier  de   m — i.  Le  théorème  de  Lie  et  ^Layer  est    d'une 
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grande  importance  pour  les  équations  canoniques;  en  voici  Je 
motif.  Jacobi  a  démontré  que  l'intégration  des  équations  canoni- 
ques avec  2/1+1  variables  peut  être  ramenée  à  l'intégration  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  avec  /?  -|-  i  variables,  et  récipro- 
quement. 

De  plus,  Jacobi  a  démontré  que,  ayant  obtenu  pour  les  équa- 
tions canoniques  m  intégrales  qui  satisfont  à  certaines  conditions, 
on  peut  ramener  l'intégration  des  équations  canoniques  à  l'inté- 
gration de  m-\-\  équations  aux  dérivées  partielles  avec  /^ -+- i 
variables.  Jacobi  s'arrêta  à  ce  théorème  et  n'en  tira  pas  d'autres 
conclusions.  De  cette  manière,  Jacobi  avait  augmenté  les  difficul- 
tés du  problème;  car,  au  lieu  d'une  équation  avec  ii -\- \  varia- 
Ides,  nous  avons  à  intégrer  m  -h  i  équations  aux  dérivées  partielles 
avant  le  même  nombre  de  variables.  Lie  et  Mayer  ont  fait  dispa- 
raître ce  malentendu,  car  ils  ont  démontré  que  l'intégration  de 
//i  H-  I  équations  auK  dérivées  partielles  avec  n  +  i  variables  peut 
être  ramenée  à  l'intégration  d'une  seule  équation  avec  n  —  7?z  -f-  i 
variables.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  Jacobi  donne  une  méthode 
pour  ramener  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
avec  n  —  /?i  +  i  variables  à  l'intégration  des  équations  canoniques 
avec  '2  11  —  2  m  -+-  i  variables. 

En  employant  une  voie  assez  longue,  nous  parvenons  au  résul- 
tat suivant  : 

Si  nous  avons  m  intégrales  qui  satisfont  à  certaines  conditions, 
alors  le  nombre  des  variables  dans  les  équations  canoniques  peut 
être  diminué  de  un.  Ce  théorème  est  démontré  dans  ce  Mémoire 
sans  employer  les  équations  aux  dérivées  partielles. 

On  sait  que  Gauchv  a  posé  et  résolu  le  problème  suivant  : 

Intégrer  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  de  telle  manière  que  la  fonction  cherchée  pour  une 
valeur  particulière  d^une  variable  soit  éf^alr  à  u!ïe  fonction 
donnée  des  autres  variables. 

Pour  résoudre  ce  problème,  Gauchy  a  donné  une  méthode  diflV'- 
rcnle  de  la  méthode  de  Jacobi. 

Jusqu'à  présent,  personne  n'est  parvenu  à  perfectionner  la  mé- 
thode de  Jacobi  de  manière  à  l'appliquer  directement  à  la  résolu- 
tion  du    pioblème  de   Cauchy.    Dans  ce    Mémoire,    je   démontre 
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qu'en  employant  ni.i  mclhode,  qui  n'est  autre  chose  que  Ja  mé- 
thode (le  Jacohi  appliquée  exclusivement  aux  équations  canoni- 
ques, le  problème  de  Cancliy  se  ramène  à  l'élimination  des  varia- 
bles entre  certaines  équations.  Le  problème  de  Cauchv  est  surtout 
simplifié  dans  ma  méthode  par  l'introductior»  d'une  nouvelle 
notion  :  ((  l'intégrale  principale  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  »  Je  montre  de  quelle  manière  on  peut 
obtenir  cette  intégrale.  On  peut  aussi  obtenir  sans  difficulté'  l'in- 
tégrale principale  des  équations  aux  dérivées  partielles,  si  le 
système  complet  des  intégrales  des  équations  canoniques  -est 
connu. 

Ainsi  ce  Mémoire  présente  une  théorie  complète  et  systéma- 
tique de  l'intégration  des  équations  canoniques  et  des  équations 
aux  dérivées  partielles  de  premier  ordre. 

Je  donne  ensuite  une  théorie  abrégée  de  l'intégration  des  sys- 
tèmes des  équations  canoniques  simultanées.  Je  me  sers  des  sys- 
tèmes simultanés  comme  un  moyen  de  démontrer  quelques  théo- 
rèmes qui  se  rapportent  à  l'intégration  d'un  système  d'équations 
canoniques. 

On  sait  que  la  plupart  des  équations  de  la  Mécanique  ont  quel- 
ques intégrales  qui  ne  dépendent  pas  des  forces;  ces  intégrales 
sont  les  équations  des  aires  et  les  équations  du  mouvement  du 
centre  de  gravité. 

On  sait,  en  outre,  que  ces  équations  ne  dépendent  pas  de  la 
position  des  axes  de  coordonnées,  c'est-à-dire  qu'ils  conservent 
leurs  formes  si  nous  les  rapportons  à  des  axes  des  coordonnées 
arbitraires. 

Ceci  donne  naturellement  naissance  à  la  question  suivante  :  Ces 
deux  propriétés  des  équations  de  la  TMécanique  ne  sont-elles  pas 
liées  l'une  à  l'autre  étroitement? 

Je  réponds  à  cette  question  affirmativement,  et  je  démontre, 
dans  le  §  38,  un  théorème  plus  général  :  «  Si  une  équation  cano- 
nique peut  être  transformée  dans  une  autre  forme  aussi  canonique, 
si  les  formules  de  transformation  contiennent  m  constantes  arbi- 
traires qui  n'entrent  explicitement  ni  dans  les  équations  données, 
ni  dans  les  transformées,  alors,  en  se  servant  des  quadratures,  on 
peut  obtenir  ju  intégrales  des  équations  données.  »  Ces  intégrales 
s'obtiennent   par  des  formules   de  transformation  ;  ainsi   elles   se- 


icjG  PREMIÈRE   PARTIE. 

ront  des  intégrales  communes  pour  toutes  les  équations  canoni- 
ques, lesquelles,  étant  transformées  à  l'aide  des  mêmes  formules, 
ne  contiennent  de  constantes  arbitraires  ni  dans  la  forme  initiale, 
ni  dans  la  forme  transformée.  En  exposant  une  méthode  tout  à  fait 
nouvelle  pour  l'intégration  des  équations  canoniques,  je  suis  loin 
de  penser  que  mon  exposition  sera  à  l'abri  de  toute  objection. 
J'espère  que  mes  lecteurs  me  pardonneront  s'ils  trouvent  dans 
mon  travail  quelques  parties  un  peu  obscures.  J'ai  tâché  d'exposer 
d'une  manière  brève  et  concise  les  théorèmes  connus. 

En  exposant  les  méthodes  pour  trouver  l'intégrale  singulière  et 
l'intégrale  générale  de  l'intégrale  complète,  j'évite  d'employer  le 
déterminant  fonctionnel,  ce  qui  rend  mon  exposition  plus  brève 
et  plus  claire. 

Voici  le  sommaire  de  cet  Ouvrage  : 

Dans  les  §  1  à  7,  j'expose  les  méthodes  d'intégration  des  équa- 
tions différentielles  simultanées  simples  et  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles.  Les  théorèmes  démontrés  dans  ces  para- 
graphes servent  d'introduction  à  l'intégration  des  équations  cano- 
niques. 

Dans  le  §  8,  je  donne  la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  l'in- 
tégrale des  équations  canoniques,  et  j'introduis  le  symbole  de 
Poisson.  ' 

Dans  le  §  9,  je  démontre  une  identité  donnée  pour  la  première 
fois  par  Donkin. 

Dans  le  §  iO,  je  démontre  le  théorème  de  Poisson,  lequel  donne 
le  moyen,  à  l'aide  de  deux  intégrales,  d'obtenir  la  troisième. 

Dans  les  §  H  à  11,  je  donne  les  formules  les  plus  générales 
pour  la  transformation  des  équations  canoniques,  d'une  telle  ma- 
nière que  les  équations  transformées  conservent  aussi  la  forme 
canonique. 

Dans  le  §  l^?  je  démonlrc;  que  l'intégration  des  équations  cano- 
niques peut  être  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre. 

Dans  les  §  16  et  17,  on  trouve  quelques  conséquences  des  for- 
mules de  transformation  des  équations  canoniques. 

IJans  le  §  18,  je  démonirc  une  propriété  ])arliculière  des  Inté- 
grales des  équations  canon i([ucs. 
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Dans  1«^  sj  11),  je  démonli'e  cjiic  de  la  rnoilit'  du  Fioiid)!*-  des 
intéj^rales  qui  satisfont  à  certaines  conditions,  on  pciiL  ol)l(iiii-  l(;s 
antres  intégrales  des  équations  canoniques,  de  rnénH,'  (|iio  l  inté- 
grale de  l'équation  différentiel  le  aux  dérivées  partielles. 

Dans  le  f^  !£0,  je  démontre  une  particularité  d'un  système  des 
intégrales  canoniques. 

Dans  le  §  ^1,  je  prouve  l'existence  d'une  infinité  des  intégrales 
canoniques. 

Dans  le  §  22,  je  donne  les  conditions  de  l'existence  simultanée 
de  quelques  systèmes  d'équations  canoniques. 

Dans  le  §  23,  on  trouve,  pour  les  systèmes  des  équations  cano- 
niques simultanées,  un  théorème  analogue  à  ce  qui  est  donné 
dans  le  §  13  pour  un  seul  système. 

Dans  le  §  24,  je  prouve  que  l'intégration  de  m  svslèmes  simul- 
tanés des  équations  canoniques  avec  2 /i -|- m  variables  peut  être 
ramenée  à  l'intégration  d'un  système  des  équations  canoniques 
avec  3/?  +  I  variables. 

Dans  le  §  2o,  on  démontre  une  particularité  des  intégrales  des 
équations  canoniques. 

Dans  les  §  26,  27  et  28,  on  expose  la  méthode  de  Jacobi  pour 
obtenir  des  intégrales  de  telle  sorte  que  les  parenthèses  de  Pois- 
son, formées  avec  elles,  deviennent  identiquement  égales  à  zéro. 
Dans  le  §  29,  on  démontre  que,  ayant  m  intégrales  satisfaisant 
à  quelques  conditions,  le  nombre  des  variables  dans  les  équations 
canoniques  peut  être  diminué  de  ini. 

Dans  les  §  30  et  31,  on  donne  une  autre  méthode,  un  peu  difie- 
rente  de  la  précédente,  pour  diminuer  le  nombre  des  variables. 

Dans  les  §  32  et  33,  nous  analysons  quelques  cas  particidiers 
des  équations  canoniques. 

Dans  le  §  34,  se  trouve  exposée  la  mélhode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires  dans  l'intégration  des  équations  de  la  j)er- 
turbation. 

Dans  le  §  35,  je  démontre  que,  si  les  formules  de  transformation 
des  équations  canoniques  contiennent  jn  constantes  arbitraires, 
lesquelles  n'entrent  ni  dans  les  équations  données  ni  dans  les 
équations  obtenues,  alors,  à  l'aide  des  quadratures,  on  peut  trouver 
m  intégrales  indépendantes  des  formes  des  équations  données. 
Dans  les  autres  paragraphes,   je  démontre   de   cpielle   manière. 
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d'un  système  complet  d'intégrales  des  équations  canoniques,  on 
peut  obtenir  les  différentes  intégrales  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre. 

Dans  le  §  36  sont  données  les  formules  générales  de  la  transfor- 
mation des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Dans  le  §  37,  je  démontre  que  chaque  équation  aux  dérivées 
partielles  peut  être  transformée  de  telle  manière  que  l'équation 
transformée  ne  contiendra  pas  la  fonction  cherchée,  mais  seule- 
ment ses  dérivées  partielles. 

Dans  le  §  38,  nous  exposons  la  méthode  pour  obtenir  l'intégrale 
complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles. 

Dans  le  §  39,  nous  exposons  les  conditions  de  l'existence  si- 
multanée de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles  avec  une 
seule  fonction  cherchée. 

Dans  le  §  10,  nous  donnons  la  méthode  pour  obtenir  une  inté- 
grale complète  de  quelques  équations  aux  dérivées  partielles. 

Dans  les  §  41  et  4!2,  je  montre  de  quelle  manière  on  peut  dé- 
duire, de  l'intégrale  complète,  l'intégrale  singulière  et  générale. 

Dans  le  §  43,  je  montre  que  l'intégrale  complète  peut  être 
représentée  sous  différentes  formes,et  je  donne  une  méthode  pour 
obtenir  l'intégrale  principale. 

Dans  le  §  44,  j'expose  la  méthode  pour  résoudre  le  problème 
de  Cauchv. 


MELANGES. 


ACHÈVEMENT  DE  LA  DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  ÉLÉMENTAIRE 
DONNÉE  PAR  STEINER  POUR  CE  THÉORÈME  :  «  LE  CERCLE  POSSÈDE 
LA  PLUS  GRANDE  PARMI  TOUTES  LES  FIGURES  PLANES  ISOPÉRI- 
MÈTRES ;  » 

Par  î\1.  II.  EDLER,  de  Halle. 

(  Prôsenlé  à  la  Société  royale  de  GôLtingue  par  H. -A.  Schwarz.) 
Traduction  par  M.  1  abbé  Panto.nnier. 

Une  grande  partie  des  recherches  que  Steiner  a  publiées  dans 
(b'ux  Mémoires  insérés  dans  le  XXIV^  volume  du  Journal  de  Crellc 

sous  ce  titre  :  u  Sur  le  maximum  ri  le  minimum  des  figures  dans  le 
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j)lan,  siii'  la  sj)liri<*  cldaiis  l'espace  en  j^éïKMal  «>,  repose  sur  ce  théo- 
rème que  de  IouUîs  les  fij^qres  planes  (]r  uiènie  péiiiiièlre  le*  cercle 
a  la  j)lus  grande  surface. 

On  a  élevé  contre  les  démonstrations  gcoinétrlques  élémentaires 
indirectes  que  Steiner  a  données  de  ce  théorème  fondamental  Toh- 
jection  formelle  qu'elles  reposent  toutes  sans  exception  sur  unf; 
hypothèse  non  démontrée.  En  cfTet,  chacune  de  ces  démonstrations 
repose  sur  l'une  ou  l'autre  des  hypothèses  suivantes  : 

1"  De  tontes  les  figures  planes  de  même  périmètre  il  y  en  a  une 
dont  la  surface  est  maximum  ; 

2°  De  toutes  les  figures  planes  de  même  surface  il  y  en  a  une 
dont  le  périmètre  est  minimum. 

Ces  hjpothèses  restent  sans  démonstration.  De  plus  les  démon- 
strations de  Steiner  restent  sujettes  à  la  même  critique  que  Steiner 
a  dirigée  contre  la  démonstration  donnée  par  Lhuilier  pour  le 
théorème  que,  de  tous  les  triangles  de  même  périmètre,  le  triangle 
équilatéral  a  la  plus  grande  surface. 

Pour  ce  dernier  théorème,  en  montrant  directement  qu'un 
triangle  équilatéral  a  une  plus  grande  surface  que  tout  autre 
triangle  de  même  périmètre,  Steiner  en  a  donné  une  démonstration 
remarquahle  de  rigueur  et  de  simplicité,  mais  il  a  fait  aussi  désirer 
pour  le  théorème  fondamental  se  rapportant  au  cercle  énoncé  plus 
haut  une  démonstration  géométrique  élémentaire  directe  d'une 
simplicité  analogue  et  d'une  égale  rigueur. 

Par  une  démonstration  publiée  dans  le  X*'  Volume  du  Journal 
pour  renseignement  des  Sciences  niathénia tiques  et  naturelles 
(1879,  p.  245),  j'ai  essayé  de  satisfaire  aux  conditions  de  rigueur 
imposées  à  une  telle  démonstration. 

Cette  démonstration  repose  essentiellement  sur  ceci  :  qu'il  est 
toujours  possible  de  transformer  par  des  constructions  géométri- 
ques un  polygone  irrégulier  terminé  par  2"  côtés  rectilignes  en  un 
polygone  régulier  d'un  même  nombre  de  côtés,  et  de  même  péri- 
mètre, mais  comprenant  une  plus  grande  surface.  La  surface  du 
polygone  régulier  est  alors  coniparée  à  celle  du  cercle  de  même  pé- 
rimètre au  moyen  de  considérations  géométriques  simples. 

En  continuant  à  m'occuper  de  ce  sujet,  j'ai  trouvé  que  la  démon- 
stration était  susceptible  d'être  notablement  sinq)liliée  lout  en  ("on- 
servant  l'idée  fondamentale,  de  sorte  qu'après  celle  simplilicallon 
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elle  entre  complètement  dans  l'ordre  des  idées  qui  jouent  un  rôle 
fondamental  dans  les  reclierches  de  Steiner  et  qu'elle  peut  être 
considérée  comme  une  continuation,  un  complément  des  consi- 
dérations se  rapportant  au  cinquième  mode  de  démonstration  de 
Steiner. 

C'est  cette  démonstration  simplifiée  que  je  vais  me  permettre 
d'exposer. 

i.  Etant  donné  un  polvgone  irrégulier  quelconque  terminé  par 
n  côtés  rectilignes,  on  peut  construire  un  polygone  régulier  de 
2'^"'  côtes  au  plus  de  moindre  périmètre  et  dont  la  surface  soit 
supérieure  ou  au  moins  égale  à  celle  du  polygone  proposé. 

Démonstration.  —  Qu'on  imagine,  menées  par  les  n  sommets 
du  polygone  donné  Po,  n  droites  parallèles  entre  elles  par  les- 
quelles la  surface  du  polygone  est  divisée  en  [n  —  i)  trapèzes  pa- 
rallèles dont  deux  sont  remplacés  par  des  triangles.  Si  l'on  trans- 
ibrine  ces  trapèzes  parallèles  d'après  la  méthode  de  Steiner  dans 
le  cinquième  mode  de  démonstration  i^OEuvres  de  Steiner, 
t.  II,  p.  264)7  ^i^  conservant  la  longueur  des  côtés  parallèles,  leur 
distance,  par  un  simple  glissement  le  long  des  parallèles  sur  les- 
quelles ils  se  trouvent  de  manière  à  obtenir  des  trapèzes  parallèles 
ayant  un  axe  de  symétrie,  de  tous  ces  trapèzes  symétriques  on 
forme  un  nouveau  polygone  P)  {fig-   i). 

rig.  1. 


I^<'  polygone  P,  ala  même  surface  quePo,  mais  un  périmètre  moin- 
dic  :  Il  a  o.(  /;  —  i)  côtés  et  est  divisé  par  son  axe  de  symétrie  en 
(l(Mi\  m(»ih('s  s\  métriques,  les  segments  do  poJvgonc  S|  et  S',. 


\ 
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De  la  liiciiic  inaiiiùrc  qu  on  a  laiL  driisri-  le  pulN^otic  l',  «lu  po- 
lyj^one  Pq?  faisons  dériver  du  polygone  1*,  un  [)olyj^ono  P^,  ca\  me- 
nant par  les  sommets  de  P|  des  parallèles  à  l'axe  de  SNmétrie. 

Le  polygone  P2  a  même  surface  que  Pq,  mais  un  [x  rimètre 
moindre,  il  a  au  [)lus  4('i  —  2)  côtés,  et  est  séparé  par  ses  deux 


Fig.  2. 


axes    de    symétrie    en    quatre    parties    symétriques    deux   à   deux 

Chacune  de  ces  parties  a  au  plus  {n  —  :>.)  côtés  communs  avec 
le  périmètre  de  Po.  Considérons-en  une   seulement  {Jig-  3).   Par 

Fig.  3. 


une  diagonale  passant  par  les  deux  sommets  se  Irouvant  sur  les 
axes  de  symétrie  on  sépare  la  surface  de  ce  segment  de  polygone 

*en  deux  parties,  à  savoir  un  triangle  rectangle  Do  et  ini  segment 
polygonal  So.  On  peut,  en  conservant  son  hypoténuse,  changer  le 
triangle  rectangle  D2  en  un  autre  triangle  rectangle  isoscèle  Ao  qui 

,  aura  une  surface  plus  grande  que  Do,  ou  égale  dans  le  cas  où  Do 
lui-même  était  isoscèle. 


y.o2  PHEMIEUE  PARTIE. 

Changeons  le  segment  polygonal  en  ciioisissant  rhypôténiise 
du  triangle  D^  pour  base  en  menant  par  les  sommets  de  So  des 
parallèles  à  cette  hypoténuse,  de  manière  à  avoir  un  segment  po- 
lygonal S,  de  même  surface,  de  même  base,  possédant  un  axe  de 
symétrie  perpendiculaire  à  cette  base.  Ce  segment  polygonal  en 
defiorsde  la  base  a  au  plus  'i{n  —  3)  côtés,  et  son  périmètre  n'est 
pas  en  tout  cas  plus  grand  que  celui  de  82-  Si  maintenant  de  Ao 
et  de  So  on  forme  le  quart  d'un  polygone  P;j,  comme  Do  et  S2  for- 
ment le  quart  du  polygone  P2,  on  obtient  un  polygone  P3  de 
'.\^{n  —  3)  côtés  au  plus  qui,  ayant  un  périmètre  moindre  que  Py, 
a  une  plus  grande  surface  ou  au  moins  une  surface  égale. 

Le  polygone  P3  a  quatre  axes  de  symétrie,  dont  deux  consécu- 
tifs, forment  l'angle  ^t:;  il  est  divisé  par  ces  quatre  axes  en  huit 
parties  symétriques.  Divisons  ensuite  une  de  ces  huit  parties 
du  polygone  par  une  diagonale  en  un  triangle  D3  a^ant  cette  dia- 
gonale pour  base  et  un  angle  au  sommet  égal  à  j  et  en  un  seg- 
ment polygonal  S3  qui,  outre  sa  base  commune  avec  le  triangle  D3, 
a  au  plus  (n  —  3)  côtés.  Transformons  le  triangle  D3  en  conser- 
vant sa  base  et  l'angle  au  sommet  en  un  triangle  isoscèle  A3. 
Transformons  de  même  le  segment  polvgonal  S 3  en  un  segment 
polygonal  S3  de  même  base,  de  même  surface  que  S 3  et  d'un  pé- 
rimètre moindre  ou  au  plus  égal,  possédant  un  axe  de  symétrie 
perpendiculaire  sur  sa  base,  et  ayant,  outre  cette  base,  au  plus 
'i{ii  —  4)  côtés. 

De  S3  et  de  A3  formons  la  huitième  partie  d'un  nouveau  poly- 
gone P/,  qui,  avec  un  périmètre  moindre  que  Pq,  a  une  surface  plus 
grande  ou  au  moins  égale,  qui  possède  huit  axes  de  svmétrie  dont 
deux  consécutifs  font  entre  eux  un  angle  égal  à  -J  7:.  Le  nombre 
des  côtés  de  ce  polygone  est  au  plus  i'\ii  —  4)- 

On  peut  continuer  de  cette  manière.  ]-,e  succès  (étonnant)  de 
celte  construction  consiste  en  ceci  que  l'opération,  dans  un  cer- 
tain sens,  se  termine  nécessairement.  A  chaque  opération,  en  effet, 
dans  l'expression  donnant  le  nombre  des  côtés  du  polygone,  l'un 
des  facteurs  est  doublé,  l'autre  diminuant  d'une  unité  au  moins  et 
ne  pouvant  devenir  plus  petit  que  i. 

Après  n  opérations  au  phis  la  (onslruction  indiquée  conduit  donc 
Il    un    polygone    l'éguller   V  a\anl  au    phis    l>"    '    côlés  ([ul  a\(M-  un 
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moindie  périmèlre  a  uiio  surlace  supérieure  ou  au   moins  égale  à 
celle  du  polygone  donné  Pq. 

Le  théorème  énoncé  est  par  suite  démontré. 

2.  Tout  polygone  régulier  a  une  surface  moindre  qu(;  le  eeiclr 
(le  même  périmètre. 

Démonstration.  —  Soit  un  polygone  régulier  P  de  périmètr(^ 
U,  soit  R  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  ce  polygone. 

Soit  un  cercle  K  dont  le  rayon  sera  R'  qui  ait  le  périmètre  U  et 
soit  U'  le  périmètre  du  y)ol}'gone  régulier  P',  circonscrit  au  cercle 
K  et  du  même  nombre  de  côtés  que  P. 

De  la  similitude  des  polygones  P  et  P'  il  résulte 

il  -  5. 
Ir  ~  R'  ' 

Désignons  par  P,  K,  P'  les  surfaces  de  ces  trois  figures,  on  a 

■A  -1  2 

On  a  d'ailleurs  P'  >  A',  puisque  la  surface  A  est  une  [)artle  de  la 
surface  P'.  Par  suite,  on  a  ainsi  U'  >>  U,  d'où  aussi  IV  >>  R,  dt)nc 
K>P. 

3.  Des  deux  théorèmes  1  et  II  réunis,  il  résulte  que  tout 
polygone  plan  P„,  limité  par  des  côtés  rectilignes,  a  une  surface 
moindre  que  le  cercle  de  même  périmètre. 

Si  l'on  veutétablir  un  théorème  analogue  pour  une  ligure  plane 
quelconque,  limitée  en  tout  ou  en  partie  par  des  lignes  courbes, 
on  peut  continuer  comme  il  suit. 

Changeons,  d'après  une  des  méthodes  données  par  Steiner,  la 
figure  F,  qui  d'après  l'hypothèse  n'est  pas  un  cercle,  en  une  autre 
figure  F'  de  même  périmètre,  mais  de  plus  grande  surface  que 
la  figure  F.  Construisons  ensuite  un  polygone  rectiligne  Pq  doiil  les 
sommets  soient  sur  le  périmètre  de  la  figure  F'  dont  les  côtés  soient 
par  suite  des  cordes  de  la  ligne  limitant  F',  et  dont  la  surface  dif- 
fère de  la  surface  de  F'  de  moins  de  l'excès  de  la  sui*face  F'  sur  la 
surface  F.  Le  polygone  Po  a  alors  sous  un  moindre  périnu'trc  uiu' 
plus  grande   surface  que   F.   Par   suite  c\\\  théorème  précédent,   le 
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polygone  Po  a  une  surface  inférieure  à  celle  du  cercle  de  même 
périmètre,  et  à  plus  forte  raison  une  surface  inférieure  à  celle  du 
cercle  de  même  périmètre  que  la  figure  F.  Par  suite,  la  figure  F 
dont  la  surface  est  inférieure  à  celle  du  polygone  Po  a  une  moindre 
surface  que  le  cercle  de  même  périmètre. 

Dès  lors  le  théorème  énoncé  au  commencement  est  ainsi  direc- 
tement démontré.  A..   P. 


SUR  LA  DÉFINITION  GÉOMÉTRIQUE  DES  POINTS  IMAGINAIRES; 
Par    m.  Cyparissos  STEPHANOS. 

On  sait  que  les  éléments  imaginaires  ont  été  introduits  en  Géo- 
métrie, par  Poncelet  et  Chasles,  pour  les  mêmes  raisons  que  l'in- 
troduction des  cjuantités  imaginaires  s'est  imposée  à  l'analyse.  Ces 
illustres  géomètres  se  sont  contentés  toutefois  d'examiner  celles  des 
])ropriétés  de  deux  éléments  imaginaires  conjugués  qui  se  rap- 
portent d'une  manière  symétrique  à  ces  deux  éléments.  De  cette 
manière  la  question  de  la  séparation  de  deux  éléments  imagi- 
naires conjugués,  question  qui  consiste  à  caractériser  ces  deux 
éléments  par  des  propriétés  réelles  distinctes,  restait  intacte  jus- 
c[u'à  ce  que  von  Staudt  en  eût  fait  connaître  la  solution  dans 
ses  Beitrâge  ziir  Géométrie  cler  Lage  ('). 

Depuis,  plusieurs  travaux  remarquables  ont  été  consacrés  à  la 
théorie  de  Staudt  (-).  Il  est  pourtant  fort  à  regretter  que  cette 
théorie  ne  soit  pas  encore  suffisamment  connue. 

11  semble  que,  pour  présenter  cette  théorie  d'une  manière  appro- 
j)riée  aux  habitudes  les  plus  communes  parmi  ceux  qui  s'intéressent 
à  la  Géométrie,  on  ne  saurait  mieux  faire  que  de  l'établir  en  s'ai- 
dant  de  considérations  analytiques.  C'est  ce  que  nous  avons  taché 
défaire  dans  ce  qui  suit  pour  donner  la  définition  géométrique  des 
poMits  imaginaires. 

Je   partirai  de  la  définition   analytique   d'un   point  imaginaire, 


(')  Niirnhcrg,  i8.j6,  1857,  1860  (en  trois  livraisons). 

(-')  Noiiuiimcnt  relui  de  M.  Liirolli  :  Dos  Imagindre  in  der  Gconiclric  and  das 
ficcluwn  mil  Wiiifcn  {Math.  Annalcn.  l.  \III,  p.  i'|.')-:m /j  ). 
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coniinc  liii  |)()iiil  (iclifdoiil  les  ('oordoiméfîs  soiil  iiii;i^iii;iii  «-n.  Je 
supposerai,  rialiiiollemfMil,  que  les  fornujl(;s  relatives  au  (  liari«;e- 
ment  des  coordonnées,  valables  pour  les  points  réels^  le  sont  aussi 
j)()ur  les  points  imaginaires.  Gela  étant,  je  chercherai  les  propiié- 
tés  réelles  (jui  se  rattachent  à  un  point  imaginaire  et  cpii  peuvent 
servir  à  le  caractériser  complètement. 

Mais,  avant  d'aborder  cette  question  même,  je  vais  passer  en 
revue  certains  faits  qui  rendront  notre  tâche  plus  aisée. 

T. 

1.  Une  droite  doit  être  considérée,  indépendamment  de  toute 
notion  métrique,  comme  une  ligne  fermée  pouvant  être  parcourue 
en  entier  par  un  point  suivant  deux  sens  différents. 

On  peut  aller  d'un  point  d'une  droite  à  un  autre  point  en  sui- 
vant deux  chemins  continus  différents,  en  se  mouvant  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  et  décrivant  ainsi  l'une  ou  l'autre  des  deu\ 
portions  de  la  droite  aboutissant  à  ces  deux  points.  Ainsi  l'on  ne 
peut  définir  un  sens  sur  une  droite  qu'en  donnant  trois  points  A, 
B,  G,  qui  indiquent  trois  positions  successives  d'un  point  qui  se 
mouvrait  toujours  dans  le  même  sens  et  parcourrait  celle  des 
deux  portions  de  la  droite  aboutissant  aux  points  A  et  G  dans  la- 
quelle se  trouve  le  point  B. 

i2.  Dans  tout  système  réel  de  coordonnées  établies  sur  une  droite 
et  servant  à  attribuer  d'une  manière  uniforme  les  diverses  valeurs 
d'un  paramètre  \  aux  divers  points  de  cette  droite,  il  y  a  à  distin- 
guer trois  points  réels  Po,Pi,P^  correspondant  respectivement 
aux  valeurs  o,  i,oc  du  paramètre  \,  points  qui  jouent  un  rôle 
principal. 

J^e  paramètre  ).  correspondant  ainsi  à  un  point  réel  P  de 
cette  droite  est,  comme  on  sait,  égal  au  rapport  anhannonique 
(P^PqPiP).  Ge  paramètre  est  positif  ou  négatif  suivant  que  h* 
sens  PftPP     coïncide  avec  le  sens  PoPiP     ou  bien  avec  le  sens 

On  voit  ainsi  qu'étant  donné  un  système  de  coordonnées  sur 
une  droite,  ayant  pour  points  principaux  Pq,  P|,  P^,  on  peut  appe- 
ler sens  positif  de  la  droite  le  sens  Po  Pi  P^  et  sens  négatif  le  sens 
contraire  P^  P,  P^.  En  d'autres  termes,  on  peut  désigner  par  -|-  et  — 
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les  deux  sens  PoPiP.^  et  P^PiPo  respectivement.  Réciproque- 
ment on  peut  attacher  aux  deux  signes  +  et  —  les  deux  direc- 
tions PqPiP  el'  P^PiPo  respectivement.  Ce  dernier  principe  est 
d'une  grande  importance  pour  l'interprétation  géométrique  des 
imadnaires,  comme  nous  le  verrons  bientôt. 

3.  Étant  données  sur  une  même  droite  deux  séries  homogra- 
phiques  de  points,  on  sait  que,  lorsqu'un  point  de  la  première  se 
meut  dans  un  sens  déterminé  5,,  le  point  correspondant  de  la  se- 
conde se  meut  aussi  dans  un  sens  déterminé  ^2,  qui  peut  coïncider 
avec  le  sens  -f-  S\  ou  bien  avec  le  sens  —  s^ .  Pourtant,  dans  le  cas 
oli  la  correspondance  homographique  entre  les  deux  séries  est  sin- 
gulière, il  n'en  est  plus  ainsi.  Dans  ce  cas,  intermédiaire  entre  les 
deux  précédents,  à  un  point  arbitraire  de  la  première  série  corres- 
pond un  point  lixe  de  la  seconde,  tandis  qu'à  un  certain  point 
de  la  première  correspond  un  point  arbitraire  de  la  seconde.  De 
cette  manière  il  n'y  a  plus  moyen  de  lier  entre  eux  par  l'homogra- 
phie considérée  deux  sens  5,  et^o  attachés  respectivement  aux  deux 
séries. 

La  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées  p  eX  q  àe  deux 
points  correspondants  dans  deux  séries  homographiques  est  de  la 
forme 


^  = 


Ao/?  -T-  1-2 


Pour  que  cette  correspondance  homographique  soit  singulière  il 
faut  que  le  déterminant 

A   :=:    A"  j  /o  rL-2  l  \ 

de  la  substitution  précédente  soit  nul. 

On  voit  par  là  que,  dans  le  cas  oii  la  correspondance  homogra- 
phique n'est  point  singulière,  les  deux  sens  s^  et  ^2  attachés  par 
l'homographie  sur  les  deux  séries  correspondantes  doivent  être 
identiques  ou  opposés  suivant  le  signe  de  A.  11  est  du  reste  aisé  de 
voir,  en  ayant  égard  au  cas  où  la  substitution  précédente  se  réduit 
à  q  z=  p^  que  c'est  le  premier  ou  le  second  cas  qui  a  lieu  suivant 
que  A  est  positif  ou  négatif. 

Ainsi  donc  : 

*S'/  Ion  (I  SI//'  i///e  droite  i///e  i\o//io<^raphie  réelle  e/jt/e  (leu.r 
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points  p  cl  <y,  (Irjliiir.  pnr  la  relation 

les  deux  sens  .ç,  et  s^  de  celte  droite  qui  se  correspjondent,  par 
cette  homographie j  seront  identiques  ou  opposés  suivant  que  le 
déterminant 

est  positif  ou  négatif. 

4.  Lorsqu'on  a  sur  une  droite  deux  systèmes  différents  de  coor- 
données, il  convient  de  savoir  comparer  entre  eux  les  sens  positifs 
attachés  à  ces  deux  systèmes.  La  proposition  précédente  permet 
de  trancher  cette  question  lorsqu'on  connaît  la  substitution 

/n  )  -  '''  '"•  ^  ^' 

A-2  |J-  +  l-i 

par  laquelle  on  passe  du  premier  système  de  coordonnées  (a)  nu 
second  ([a). 

Soient  Po,Pi,P^  les  points  principaux  du  premier  système  de 
coordonnées;  Qo,  Q»,  Q^  ceux  du  second. 

11  est  aisé  de  voir  que  : 

Le  sens  positif  ^qV^V^,  attaché  au  premier  système  de  coor- 
données, coïncide  avec  le  se/is positif  Ç^oQ^i  Q^,  ou  bien  avec  le 
sens  négatif  Q^Q^i  Qo,  attaché  au  second  système  de  coordon- 
nées, suivant  que  le  déterminant 

de  la  substitution  [\) par  laquelle  on  passe  de  V un  à  Vautre  de 
ces  deux  systèmes,  est  positif  ou  négatif. 

Considérons  en  effet  la  correspondance  homographique  qui 
existe  entre  deux  points  P  et  Q  liés  entre  eux  par  l'égalité  des  rap- 
ports anharmoniques 

(Q.QoQiQ)  =  (P.nPiP). 

On  voit  que  dans  cette  homographie  aux  points  Po,  Pi,  P^  cories- 
pondent  respectivement  les  points  Qo^QoQ,,-  Si  maintenant  p 
et  q  sont  les  paramèlres  a  de  deux  points   correspondants  P  et  Q, 


y.os  i»ui':.Mir-:in<:  rAirriF.. 

on  auiM 

/>  =  (Q.QoQiP), 
^y-(Q.QoQiQ)  =  (P.PoPiP). 

De  là  on  voit  que  q  est  égal  au  paramètre  A  du  point  P  dont  le  pa- 
ramètre ;ji  est  égal  à  p.  La  correspondance  entre  P  et  Q  sera  donc 
définie  dans  le  second  système  de  coordonnées  (a),  par  la  relation 

Maintenant  on  peut  remarquer  que,  d'après  le  numéro  précé- 
dent, le  sens  PoP<P^  attaché  à  la  première  série  est  identique  ou 
opposé  au  sens  QoQi  Q^  attaché  à  la  seconde,  suivant  que  Je  dé- 
terminant 

A  =  Al  h  —  ki  II 

est  positif  ou  négatif  C'est  hien  cela  qu'il  nous  fallait  démon- 
trer ('). 

II. 

5.  Deux  points  imaginaires  conjugués  sont  toujours  situés  sur 
une  droite  réelle  sur  laquelle  ils  définissent  une  involution  qua- 
dratique ayant  ces  deux  points  pour  points  doubles.  Cette  involu- 
tion suffit  évidemment  pour  déterminer  le  couple  des  points  ima- 
ginaires conjugués  dont  il  est  ainsi  le  représentant  géométrique 
réel. 

Si 

ao^^  H- 2  «1  ir -I- «2  =  o 

est  l'équation  qui  fournit  les  paramètres  œ  des  deux  points  imagi- 
naires conjugués  (pris  par  rapport  à  un  système  de  coordonnées 
léelles  établi  sur  la  droite  réelle  qui  porte  ces  points),  la  corres- 
pondance involutlve  dont  il  s'agit  sera 

cioxy  -}-  <2i^  H-  aiy  -j-  «,  =  f>. 


(')  Aux  propositions  précédentes  (n°'  3  et  4)  se  trouve  intimement  lié  ce  tait 
connu  :  (ju'étant  donnés  trois  points  A,  B,  C  d'une  droite,  correspondant  aux  va- 
leurs a,  0,  c  du  paramètre  X,  le  sens  ABC  est  identique  ou  oppose  au  sens  P^P,  P» 
siiivaiil  (|M('  la  quanlit('' 

{b  —  a)  {c  —  a)  {c  —  b) 

v>[   posit  i\  <•  iiii  ni'pal  i  ve. 
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Une  parelllo  involiilioii  a  coAUt  propricUé  caractéristiqiK;  (|uc  si 
l'on  considère  deux  points  .r  et  j^  qui  se  correspondent  dans  cett«* 
involution,  lorsque  le  point  œ  se  meut  dans  un  sens  déterminé,  le 
point  jK  se  meut  aussi  dans  le  même  sens. 

C'est  précisément  ce  fait  qui  a  été  utilisé  par  Staudt  ]^onr  la  sé- 
paration des  deux  points  doubles  d'une  pareille  involution,  puis- 
qu'il a  défini  un  point  imaginaire  comme  lepr/'senté  par  une 
involution  quadratique  {entre  les  points  d'une  droite  réelle) 
sans  points  doubles  réels,  involution  supposée  décrite  dans  un 
sens  déterminé. 

Gela  revient  à  dire  que,  étant  donnés  deux  points  imaginaires  con- 
jugués, représentés  par  une  involution  quadratique  sans  points 
doubles  réels,  on  peut  séparer  ces  deux  points  entre  eux  en  leui- 
attachant  respectivement,  et  cela  d'une  manière  bien  tranchée,  les 
deux  sens  différents  suivant  lesquels  la  droite  réelle  qui  les  porte 
peut  être  décrite. 

C'est  à  la  démonstration  de  ce  que,  de  cette  manière,  on  arrive  à 
séparer  entre  eux  deux  points  imaginaires  conjugués  que  je  passe 
maintenant.  Mais,  à  côté  de  cette  démonstration,  nous  aurons  à 
observer  certains  faits  qui  permettent  de  constater  la  liaison  intime 
qui  existe  entre  le  fait  de  la  concordance  de  deux  sens  qui  se  cor- 
respondent dans  une  involution  quadratique  à  points  doubles  ima- 
ginaires et  de  ce  que  l'adjonction  de  sens  différents  à  deux  points 
imaginaires  conjugués  répond  bien  à  une  propriété  effective  de 
ces  points,  liaison  qui  justifie  l'énoncé  sous  lequel  Staudt  a  pré- 
senté la  définition  des  points  imaginaires. 

6.  Soient  deux  points  imaginaires  conjugués  P'  et  V" ^  et  sup- 
posons que  ces  points  aient,  dans  un  système  de  coordonnées 
(Po,  Pi,  P^)  établi  sur  la  droite  réelle  qui  joint  ces  points,  pour 
paramètres  \  : 

V  =  a -{- bi     et     X"=a  —  hi. 

Je  dis  que,  si  b  est  positif,  on  peut  distinguer  entre  eux  les 
points  V  et  P"  en  attachant  au  premier  point  le  sens  Py  l*,  P^  et 
au  second  le  sens  opposé  P^P,P(),  et  cela  par  la  considération 
de  ce  que  le  coefficient  de  i  dans  le  paramètre  A  du  premier  point 
est  positif,  tandis  qu'il  est  négatif  dans  le  paramètre  du  second 
point  (conformément  au  principe  du  n"  !2). 

Bull,  des  Sciences  mnthém..  9."  si'ric,  l.  \  II.  (Iiiillcl   i883.)  lô 
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Pour  prouver  que  cette  manière  d'attacher  des  sens  différents  à 
deux  points  imaginaires  conjugués  n'est  point  arbitraire,  mais  cor- 
respond à  une  propriété  efî'ective  de  ces  points,  je  vais  montrer 
que  les  sens  ainsi  attachés  à  deux  points  imaginaires  conju- 
gués sont  indépendants  du  choix  des  coordonnées. 

Soit 

tp  =  aQx\  -+-  laiXiX^  -h  a^xl  =  o 

l'équation  ayant  pour  valeurs   les  deux  paramètres  )/=  ^r'^  1^2  et     i 
)/'=  x".  \  ^2*  L^  premier  membre  de  cette  équation  doit  naturelle-     | 
ment  conserver  un    même    signe    pour    tout    système    de   valeurs 
réelles  de  x^  et  X2\  ce  signe  sera  celui  des  coefficients  ciq  et  a,-  Je 
désignerai  par  z  l'unité  réelle  précédée  par  ce  signe. 

En  supposant  maintenant  qu'au  point  P'  correspond,  d'après  ce 
qui  précède,  le  sens  positif  Po Pi  P„  et  au  point  P"  le  sens  opposé, 
on  devra  avoir 

X"=  ^  =-^-1  — y/D, 

X^  «0  <^0 


ou 


D    =   «(,«2  ^15 


pour  que  le  coefficient  de  i  dans  la  valeur  de  )/  soit  positif. 

Rapportons  maintenant  les  deux  points  P'  et  P"  à  un  second  sys- 
tème de  coordonnées  (  u.  =  —  )•  Soit 


J2 

X 


/ti  |x  -^  Il 


ou  bien 

(    -^2  =  A-27i  +  ^272, 

la  substitution  qui  permet  de  passer  du  premier  système  de  coor- 
données au  second.  Le  déterminant  de  cette  substitution  sera 

A  =  A'j  fo  —  "^2  M* 

L'équation  quadratique  cp  =:  o,  transformée  par  cette  substitu- 
tion, deviendra 

«l>  =  Aoj?  -'  '2 Ajjij»-.  -■-  A2rl  =  o, 
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("Iniil  posé 

Ao  =  «0^1  -H  '^«1  /'i  /'2    -  ^^ll^} 

Al   =   «0  ^1  h  +  <^*fl  ^1  ^2  -l-  <^l  ^'2  ^1   ^-  ''^2  /'2  ^2» 

A2  =  «o^ï  -i-  '^(^\  h  h  -\-  ail\. 

Quant  aux  deux  racines  )/  et  )/'  de  l'équalion  '^  =  o,  elles  sont 
transformées  respectivement  par  la  même  substitution  en 

1  y. y  -^0  -^0 

V  J'2  ^*^o  'Vo 

Gomme  maintenant  -^  est  toujours  positif,  on  voit  que  ce  n'est 

que  lorsque  A  devient  négatif  qu'il  arrive  que  les  signes  des  coeffi- 
cients de  i  dans  ces  valeurs  de  [Ji'et  jji'^ne  soient  pas  les  mêmes  que 
les  signes  des  coefficients  correspondants  dans  les  valeurs  de  )/,  V . 
Or,  en  ayant  égard  au  résultat  du  n°  4,  d'après  lequel  c'est  seule- 
ment lorsque  A  devient  négatif  que  le  sens  positif  .QoQi  Q^,  relatif 
au  système  de  coordonnées  [x,  cesse  d'être  le  même  que  le  sens  po- 
sitif PoPjP^,  relatif  au  système  ).,  pour  devenir  identique  avec 
l'opposé  de  celui-ci,  on  voit  que  les  sens  que  nous  avons  attachés 
respectivement  à  deux  points  imaginaires  d'une  droite,  quoique 
définis  nécessairement  par  une  propriété  de  leurs  coordonnées, 
restent  les  mêmes  de  quelque  manière  que  l'on  change  le  système 
de  coordonnées.  Ainsi  se  trouve  démontrée  la  proposition  très  im- 
portante énoncée  au  commencement  du  présent  numéro. 

7.  On  peut  aussi  interpréter  d'une  autre  manière  les  formules 
du  numéro  précédent,  relatives  à  la  transformation  par  une  substi- 
tution linéaire  des  paramètres  de  deux  points  imaginaires  conju- 
gués. On  peut  en  effet  supposer  que  cette  substitution  représente, 
non  plus  un  changement  de  coordonnées,  mais  une  correspon- 
dance homographique  entre  deux  points  dont  les  paramètres 
(dans  un  même  système  ou  dans  des  systèmes  difi'érents  de  coor- 
données) sont  \  et  {A.  On  arrive  ainsi  au  résultat  important  sui- 
vant : 

Si  Von  considère  deux  séries  howo graphiques  de  points 
{pouvant  être  situés  sur  deux  droites  différentes)  et  que  Von 


212  PREMIÈRE  PARTIE. 

envisage  le  sens  So  dans  lequel  la  seconde  série  est  décrite 
lorsque  la  première  série  est  décrite  dans  un  sens  déterminé  s  ^^ 
à  tout  point  imaginaire  de  la  première  série  attaché  au 
sens  -\-s^  {ou  au  sens  — 5,)  correspondra  dans  la  seconde  un 
point  imaginaire  attaché  au  sens  +  5o  [ou  au  sens  — 50). 

La  proposition  précédente  ne  saurait  évidemment  avoir  une  si- 
gnification bien  précise,  sans  la  démonstration  préalable  de  l'indé- 
pendance des  sens  attachés,  d'après  ce  qui  précède,  à  deux  points 
imaginaires  conjugués  du  choix  particulier  du  système  de  coor- 
données. Il  est  pourtant  à  remarquer  que  cette  indépendance  ne 
saurait  non  plus  exister  sans  que  la  proposition  dont  il  s'agit  eût 
lieu  en  même  temps,  puisqu'on  a  là  deux  faits  qui  ne  consti- 
tuent que  deux  interprétations  différentes  d'un  même  fait  ana- 
lytique. 

A  la  proposition  précédente  on  peut  rattacher  ce  fait,  que  lors- 
qu'on a  sur  une  droite  deux  séries  homo graphiques  dont  les 
deux  points  communs  sont  imaginaires,  les  deux  sens  s ^  et  Sy 
correspondants  de  ces  deux  séries  coïncident.  Dans  le  sens  où 
les  deux  séries  sont  en  situation  involutive,  on  obtient  précisément 
la  propriété  utilisée  par  Staudt  dans  sa  définition  des  points  ima- 
ginaires (n°  5). 

8.  Etant  données  deux  séries  homographiques  de  points,  consi- 
dérons un  couple  de  points  imaginaires  conjugués  de  la  première 
et  le  couple  des  points  correspondants  de  la  seconde.  Il  est  clair 
que  l'involution  ayant  pour  points  doubles  les  points  du  second 
couple  sera  la  transformée,  par  l'homographie  considérée,  de  l'in- 
volution déterminée  par  le  premier  couple,  c'est-à-dire  que  deux 
points  associés  de  cette  seconde  involution  seront  les  transformés 
(les  correspondants),  par  l'homographie,  de  deux  points  associés 
de  la  première  involution. 

D'après  cela,  étant  donnée  une  homographie  réelle  à  points  fon- 
damentaux (points  se  correspondant  à  eux-mêmes)  imaginaires, 
chercher  ces  points  fondamentaux,  c'est  chercher  les  involutions  à 
points  doubles  imaginaires,  qui  sont  échangeables  avec  cette  ho- 
mographie, qui,  en  d'autres  termes,  sont  transformées  en  elles- 
mêmes  par  cette  homographie.  11  n'y  a  naturellement  qu'une  seule 
in\()luli()n    avanl    v\\\[v.    propriété,    c'est   l'involution    avant    poui- 
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points   (loul)lcs  les  points   fondamentaux   (J<;  l'homograpliie   pro- 
posée (  <  ). 

9.  11  [)eut  paraître  arbitraire  de  vouloir  emplov(*r,  pour  la  repré- 
sentation géométrique  de  deux  points  imaginaires  conjugués,  l'in- 
volution  quadratique  ayant  ces  points  pour  points  doubles,  plutôt 
que  toute  autre  homographie  ayant  ces  mêmes  points  pour  points 
fondamentaux.  Un  tel  procédé  de  représentation,  en  dehors  d'autres 
inconvénients,  présenterait  encore  celui-ci,  que  l'homographie 
ayant  deux  points  imaginaires  conjugués  pour  points  fondamen- 
taux serait  transformée  en  son  inverse  par  toute  involution  qui 
échange  entre  eux  ces  deux  points  imaginaires.  Cependant,  si  cette 
homographie  était  cyclique,  c'est-à-dire  si,  répétée  un  certain 
nombre  k  de  fois  (/r  >  2),  elle  donnait  l'homographie  identique, 
qui  fait  correspondre  chaque  point  à  soi-même,  on  pourrait  définir 
le  couple  des  points  imaginaires  non  plus  par  cette  homographie, 
mais  par  un  quelconque  des  groupes  de  k  points  obtenus  par  l'ap- 
plication répétée  de  cette  homographie  à  un  même  point  réel.  En 
prenant  les  points  successifs  d'un  pareil  groupe  dans  un  sens  ou 
dans  l'autre,  on  aurait  la  représentation  de  l'un  ou  de  l'autre  des 
deux  points  imaginaires  conjugués.  Ce  procédé  a  été  indiqué  par 
M.  F.  Klein  [Gottinger  Nachrichten,  18-"^,  p.  S^?)),  et  exposé 
géométriquement  par  M.  Lûroth  [MatJi.  Aîinalen,  vol.  XI,  1877, 
p.  84-1 10)  (2). 


(')  On  sait  que  clans  le  cas  où  une  homographie  est  involutive,  en  dehors  de 
l'involution  ayant  pour  points  doubles  les  points  fondamentaux  de  l'homographie, 
il  y  a  encore  une  infinité  d'autres  involutions  réelles  qui  lui  sont  échangeables. 
Toutefois,  ces  involutions  ont  leurs  points  doubles  réels  et  constituent  des  points 
associés  dans  l'homographie  involutive  proposée. 

('^)  En  dehors  des  travaux  déjà  cités,  on  pourra  aussi  consulter,  au  sujet  de  la 
définition  géométrique  des  éléments  imaginaires,  le  Mémoire  de  AI.  Stolz  :  Die 
geometrische  Bedeutung  der  complexen  Elemente  in  der  analytische  Géométrie 
{Math.  Annalen,  Vol.  IV,  1871),  ainsi  que  le  travail  de  M.  August  :  Untersu- 
chungen  iiber  das  Imaginàre  in  der  Géométrie  {Prograrnm  der  Friedriclis- 
Healschule  in  Berlin,  1872). 
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SUR  LE  TERME  COMPLÉMENTAIRE  DE  LA  FORMULE  DE  M.  TCHEBYCHEF 
DONNANT  L'EXPRESSION  APPROCHÉE  D'UNE  INTÉ&RALE  DÉFINIE  PAR 
D  AUTRES  PRISES   ENTRE  LES   MEMES  LIMITES; 

Par   m.  C.  POSSÉ, 
Professeur  à  l'Université  de  Saint-Pétersbourg. 

Dans  les  Communications  de  la  Société  matliématique  de 
Kharkof  (ianYier  i883),  M.  Tcliebychef  adonné  une  formule 
pour  exprimer  l'intégrale 


.( 


b 


Il  et  (^  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  continues  entre  les 
limites  d'intégration,  ô  une  fonction  de  x  restant  positive  entre 
les  mêmes  limites,  sous  forme  de  série,  dont  le  terme  général  est 

b 


Jf       W^/fii^dx     I       V'\ifn^  dx 


/ 


b 

^m^  dx 


d/,„  désignant  le  dénominateur  de  la  réduite  du  rang  (m  -|-  i),  ol)- 
tenue  par  le  développement  en  fraction  continue  de  l'intégrale 

(,)  r'Hz)dz 

Arrêtant  la  série  au  terme 

b 


JU'\)n-l^  dx     I       Ç<\i,i-i^dx 
n  '-a 


£ 


b 

'\>l-i  6  dx 


et  dénotant  par  R„  le  terme  complémentaire,  M.  Tchcbyclief  donne 
sans  démonstration  les  deux  propriétés  qui  suivent  de  R,;. 
r*  La  valeur  absolue  de  R„  ne  surpasse  jamais  la  quantité 

f      &dx 

— : — î — ; — ^T~  AB, 

/d»%\-^ 

dx" 
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A,  B  étant  les  plus  grandes  valeurs  absolues  des  dérivées  d'ordre  //. 

-, —  )  -, — -,  entre  les  limites  d  inteo:ration  : 
dx'^     dx"  ^  ' 

2"^  Si  les  dérivées  d'ordre  /i  des   ionetions   //  et  r  nr   changent 

pas  de  signe  entre  les  limites   d'intégration,   le  signe  de  R„  est 

celui  du  produit 

d'^u  d"i> 
dx'^  dx'^ 

Dans  le  cas  particulier  de  /?==  i ,  0  =  i,  la  seconde  propriété 
se  réduit  au  théorème  de  M.  Tcliebvchef,  démontré  par  M.  Ror- 
kine  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
Sciences,  t.  XGVI,  n"  5;  l'expression  exacte  du  terme  complé- 
mentaire pour  ce  même  cas  particulier  a  été  donnée  par  M.  An- 
dréief  dans  les  Coînmunications  de  la  Société  mathématique  de 
KJ lar kof  [md^vs  i883),  et  se  déduit  aussi  simplement  de  Tidentité 
donnée  par  M.  Rorkine  [loc.  cit.). 

Dans  la  Note  suivante,  nous  donnerons  la  valeur  exacte  du 
terme  complémentaire  R/^  pour  le  cas  le  plus  général,  cl  la  démon- 
stration des  propriétés  mentionnées  plus  haut. 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  désignerons  toujours  par  fx,  cij?, 
tl>^,  ...  les  diverses  fonctions  de  x,  que  nous  aurons  à  considé- 
rer, en  omettant  les  parenthèses;  en  outre,  comme  toutes  les  inté- 
grales dans  les  formules  suivantes  seront  prises  entre  les  mêmes 
limites  a  et  ^,  nous  omettrons  la  désignation  de  ces  limites  en 
écrivant 

/fxdx     au  lieu  de       /     fxdx. 
du 

Soient  j^i,  X21  ...,  x,ij^\  des  quantités  indépendantes  quelcon- 
ques, comprises  entre  les  limites  a  et  h  et/jr,  ^x  deux  fonctions 
continues  entre  les  mêmes  limites.  Introduisons  les  notations  sui- 
vantes : 


('-*) 


^«-1 


(/) 


«l^l^l 

'];,x. 

I 

I 

/■^•l 

fx. 

\ 
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^\X,  t!>2^,  . .  • ,  '^in-\X  étant  les  fonctions  entières,  définies  comme 
il  a  été  dit  plus  haut. 

A,j_,(cp)  est  le  déterminant  obtenu  de   A„_,(/),   si  l'on  y  rem- 
place la  l'onction /j?  par  cpjc, 


(3) 


^ii-\  — 


V«— 1  ^n 


( 4 )  TT  6 Xi  dxi  =  6 .Ti  6 a^2 :  •  •  •  ?  ^^n  d^ï  dx^ ,  . . .,  dx,i , 

i 

hx  étant  une  fonction  restant  positive  entre  les  limites  a  et  b; 

(5)  J,v-i(/,  o)=  I  A„_,(/)  A,,_,(cp)  JJ  8^,-  r/a:-/, 


(rt-f-i) 


/^l"  -r- 1  ) 

le    signe    /  désignant    l'intégrale    multiple    d'ordre   (/?  -f- 1), 

toutes  les  intégrations  étant  effectuées  entre  les  limites  a  et  h, 


(^) 


i/i~i 


f  ^n 


6.r/  dx'i. 


Nous  allons  déduire  une  formule  de  réduction  de  l'intégrale 
l/t-i  {fi  '^),  formule  qui  nous  conduira  immédiatement  à  la  formule 
de  M.  ïcliebyclief  avec  le  terme  complémentaire.  Pour  cela,  dé- 
composons les  déterminants  A//_,(/),  A,/_,  (c^)  d'après  les  éléments 
de  la  première  ligne;  nous  aurons 


A/,  B/  étant  les  déterminants  mineurs,  indépendants  de  Xi. 
Eflectuant  le  produit  de 

A,,_i(/)A„,_i(c|>), 
on  aura 

(7)  A„  _,(/)  A«_,(cp)  =  ^  <];J^i  ^,- A/B/  +  y]  ^„-i.r,-  4/,,_,x/,A,B;r.. 

(j)  (/,  A-) 

La  première  somme  contient  (/?  -h  1)  termes,  dont  chacun  s'ob- 


I 
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lient  du  premier  par  un  échange  des  lettres  jc,,  jTj,  ...,  x,i\  la  se- 
conde s'étend  sur  toutes  les  combinaisons  des  valeurs  i,  2,  ..., 
(/i  +  i)de  /  et  A",  inégales  entre  elles,  et  contient  évidemment 
n(/i  -f-  i)'termes  dont  chacun  s'obtient  du  premier  par  un  échange 
des  lettres  x^,  X21  •  •  •,  x,i. 

Multipliant  les  deux  membres  de  l'égalité  (7)  par  TT  hxidxi  et 

1 
intégrant  (/i  -\-  i)  fois  entre  les  limites  a  et  b,  nous  aurons,  d'après 

ce  qui  a  été  dit,  la  formule  qui  suit  : 


«4-1 


(8) 


1  r        o  XT 

I  ri 


n-f-l 


Nous   allons  maintenant  transformer  le  second  membre   de  la 
formule  (8).  En  mettant  pour  A,,  B,,  Bo  leurs  valeurs,  savoir  : 

']>«-2^2         ^/j-2^3         •••         '^n-'L^n+X 


Ai  = 


B,  = 


I  I 

A2         As 

^.7- 3  •2^2         J>,7-3^3 


Bo  =  — 


I  I 

OXy  OX-i 

<l^,7-2"Pl  4^«-2^3 


fx 


ii-^\ 


^ 

l-i^ii-\-\ 

^ 

i—Z^n-^\ 

I 

OXn+i 

7«-2^//-(-l 
Y^-S-^^/^  +  l 


I  I 

OXi  çp^3  ...  OXn+x 

on  voit  immédiatement  que  le  premier  terme  du  second  membre 
de  la  formule  (8)  se  réduit  à 

n 

1 
=  ( /i  +  I )  1  Yn-i^^^dx  [,1-2 {/,  cp ), 

conformément  aux  notations  (2)  et  (5). 
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Pour  réduire  le  second  terme  du  second  membre  de  (8),  rap- 
pelons d'abord  que,  d'après  la  propriété  fondamentale   des  fonc- 


tions '^m^')  on  a 


(9) 


/   '^niX  (jiX^X  clx  =  O, 


lùx  désignant  une  fonction  entière  quelconque  de  degré  égal  ou 
inférieur  à  m  —  i.  Cela  posé,  remarquant  que  A,  est  indépendant 
de  x^^  et  Bo  de  .To,  écrivons  le  second  terme  de  la  formule  (8)  de 
la  manière  suivante  : 


Mi  —  \\ 


«  +  1 


(lo)  n{n-^i)  (^    I  ^n-i^^2^^idxi  j  ^n-i^i^i^^if^-^ijYï^^idxi. 

3 

Or, 


Ai=      i—ir+'fx. 


B2  =  — (— i)«+icpa:-, 


I  I 

^n-2^3         '^«-2 -2^4 


px.2, 


(JXi. 


ûx  et  ^x  étant  des  fonctions  entières  de  x  de  degré  {ii  —  2), 
on  voit,  en  vertu  de  Féquation  (9),  que  la  quantité  (10)  se  ré- 
duit à 


(rt  — 1) 


M—  l 


/i(n-^i)  j  fx'^>n-ior^x  dx.  j  ox  ^/,-^iX%x  dx.  j  Af^_2.  TT  6^,  f/j:-/ 

1 
=  /i(/i  4- i)  J«-2.    I  fx  <\)n-i^^^  dx.   I  ox^„-ix()x  dx. 

Par  conséquent,  la  formule  (8)  nous  donne 

i    ^n-iif,  ?)  =(/i4-l)  1  ^l^^X^xdxAn-^if,  'f) 

—  /i  (  /i-i-  I  )  I,/-  2   /  f-^  '^n-i  ^  ■?'  dx.  j  G  X  4^„_i  .r  0  ./•  dx . 


(•i) 


l'^n  laisanl  ici  une  b\p()lhèse  |)ai"ticiilici'e  sur  les   fonctions  y c/', 
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c^.r,  savoir 

on  aura,  remarfjiiant  que  dans  en  cas  1,^    i  (/,  'f)  se  réduit  à  zéro, 
tît  lii^'iU'i  'f  )  à  1//-17  la  lorniule 

en  vertu  de  laquelle  la  formule  (i  i)  se  réduit  à  la  forme 

j       //  ,,x  r       //•      ,  I  fx'^a-'^x^xdx  I  ox^n-ioo^xdx 


(12) 


(/i+ljl„_l  /ll„. 


/  '\»l^^x^x  dx 


Posant  suecessivement  ;i  =  2,  3,  . . . ,  /z,  ajoutant  les  résultats  et 
remarquant  que 


Io(/,  ?)  _ 


/     /   (/^2  /•27i)(cp^2  Ç>  ;r  1  )  6  ^1  0  07.2  <5?a7i  <f^2 


2    /    0  ^  C^^ 


=  j  fxo 


f< 

I  fx  0  ^  i/a;   /  çp . 


^  37  0 ^  dx   I  oxOx  dx 
x^x  dx  — 


I  Ox  dx 
on  obtient 

fx ox^x  dx 

(l3)         <  n  =  n    I  fx^,i^xX  Ox  dx  I   C^X  <\)n-iXOx  dx  . 


) 


convenant  de  poser  ^^^x  =■  i . 

C'est  précisément  la  formule  de  M.  Tchebychef  avec  le  terme 
complémentaire 

O4;  ti„  =  - — ^ — -j 

(/i-t-i)j„-i 

Avant  d'aller  plus  loin,   nous  allons   simplifier  rexpression  de 
R,/.  Considérant  les  déterminants  A,,,,,  (/'),  A,,    ,  (cp),  et  remarquant 


2'20 
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que  la  fonction  entière  '\i,i_\^  peut  se  mettre  sous  la  l'orme 


a, 


Cn-i ,  «0?  <^^i  •  •  •  <^n-2  étant  des  constantes.  Nous  pouvons  remplacer 
les  premières  lignes  de  ces  déterminants  par 

en  vertu  des  propriétés  connues  des  déterminants;  en  général,  la 
ligne 

pourra  être  remplacée  par 

G,„  étant  le  coefficient  de  ^"^  dans  'Im^'  En  faisant  la  même  ré- 
duction des  éléments  dans  le  déterminant  A„_,  et  divisant  les 
deux  membres  de  la  fraction  (i4)  par  (C/,_,.  C,i_2  .-•  Ci)^, 
on    aura 

n-hl 

R„  =  — ^ 


(i5) 


ou 


/(  "  )  ----- 

D«-i  II 


0  j-/  clxi 


D«-i(/)  = 


I 

I 

^1 

Xi 

9 

x\ 

x\ 

X 


n—  1  11—  1 

X.. 


Al  /^2 


D«-,  = 


Xi 


1 

'2 


X 


n-l         .,.«-  1 


2 
X/i+i 

I 

..«-1 


=  (Jf2  — a-i).  .  .(r«  — ^i)(r;,  —./-a).  .  .{X„—Xn-i 
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Passant  à  la  démonstration  dos  propriétés  de  U,,,  nous  allons 
d'abord  établir  à  l'égard  des  déterminants  de  la  forme  \},i_^(f)  la 
proposition  très  simple  qui  suit  : 

Si  .r,,^o,...,  ^«4.1  désignent  des  quantités  indépendantes  dfx 
une  fonction  quelconque,  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  .r, 
comprises  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  quantités 
jc  \  y  JC 2y  •  '  •  5  "^ u-\-\  1  011  a  ura 


!       (16)      D„_,(/) 


Xx 


^2 


X: 


X 


«-1       ^n-\ 

\  K*^  et 


/^l  f^'l 


X 


/l+l 


X 


X 


«+1 


ij  ^n 


+-1 


[X^^—Xx).  .  .{Xn+x  —  3:-i)(a?3  —  x^) ,  .  .{x  n-^^—  0C\)  f''^  {\) 

\  .1  ...  Il 


ou 


D«-i(/)  = 


D«-/"HO 


1 .1 


n 


f^'^^x  étant  la  dérivée  /^'""'^  àe  fx^  et  ?  un  nombre  mo\en  entre  îa 
plus  grande  et  la  plus  petite  des  quantités 


•^1?  '^2?  •  •  •  j  Xfi+1' 


Cette  proposition  est  évidente  pour  /i  =  1 ,  car 


Do(/);= 


/^l      /^2 


=.M  —Al  =  (^2  —  ^1  )/'  ç. 


Donc,  pour  nous  assurer  de  l'exactitude  de  la  proposition 
énoncée,  il  suffit  de  prouver  que,  étant  supposée  vraie  pour  une 
certaine  valeur  de  n,  elle  le  sera  aussi  pour  la  valeur  de  n  immé- 
diatement supérieure.  Suivant  cette  voie,  transformons  D,i_i(/) 
comme  il  suit  : 


D«-i(/)  = 


1 

Xi 

9 
x: 


.X 


n-l 


I 

X2 

x:. 


x'I' 


J'^\       f^t 


X 


11+ \ 


X 


11+ \ 


X 


«  +  1 


f-rn 


4-1 
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.To  —  OTi 
2  2 


•^3 

2 


a-i 


x\ 


^n-hl  —  ^1 


:r; 


ce. 


n-i. 


X 


n-\ 


2         —    ^j  •*'3  -^1  ••• 


a" 


«-1 
«+1 


X 


n-i 


f^n+l  — f^i 


X 


X2  -+-  OCi 


n-i 


xÂj  \     %Â^  sy 


.X, 


X 


«4-1 


X,i-^l  -T-  Xi 


X 


«-2 


fX2  fcTi 


fx 


rt-l-1 


-Al 


x^ 


X  \ 


^«+1  —  «^l 


ou,  retranchant  des  éléments  de  chaque  ligne  les  éléments  corres- 
pondants des  lignes  précédentes,  multipliés  par  les  mêmes  fac- 
teurs, et  désignant  par  F^  la  fonction 

A  —Al 


X Xx 


nous  aurons 


D„_i(/)  =  (^X^_—Xy),..{Xn-^v  —  ^l) 


I 

^2 


I 

^3 


I 


X 


«+1 

Yx 


«+i 


X 


/;+«• 


Supposant  la  proposition   énoncée  vraie  pour  le  déterminant 
d'ordre  n  qui  figure  dans  la  formule  précédente,  on  aura 

,      .^        ,  ,.         (3^2  — -^i).. -f-^/z+i  — ^i)(a-3  — ^-^2)..  •(^//+i  — ^«)F("-i'ri 
(17)    D„_i(/)   =    ■ : J 

7j  étant  un  nombre  moyen  entre  les  quantités  .To,  ^3,  . . 

D'ailleurs , 

Y  X  =  (yfx  — fxi){x  —  oTiYK 

Donc,  appliquant  la  formule  de  Leibnitz,  on  aura 

Y^n-\)  x  =  {x  —  Xx)-^f^'i-^^X 

—  in  —  ])(x  —  Xi)-^f^'^-'^^x 

-+-{n  —  l)(/l  —  2)(^  —  ^1  y^f^n-Z)x  .  .  . 

+  (— iy^-^1.2  .  .  .{îl  —  \){x  —  Xi)-"(fx—fXi) 

=  T  ?    .(/? _i)Ai— A~(-^i~-^)'^.^~---~<^^i~^^"~A~'-^ 

I  .  2  .  .  .  /i 

î^  étani  nu  n(>inl)r('  rno\en  mire  .r,  c!   .r. 


(Xi  — X)"' 


\ 


I 
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Par  conséquent,  désignant  par  ç  un   nombn;  intormédialrc  entre 
T,  et  .r,,  on  aura 

I  .  '2  .  .  .  (  Ai  I  )  \  .')....  Il 

et  la  formule  (17)  donnera 

(.r2  —  ^,)  .  .  .  {Xn+\  —  T^){T:^—x^_)  .  .  .(.r,,^,  — .r,  )/(«)  5 


D.-i (/)  = 


i  .2 
> 

I  .  5t  .  .  .  /l 


ce  qui  démontre  la  formule  (16). 

Cette  formule  nous  permet  de  mettre  l'expression  de  R,;,  donnée 
par  la  formule  (i5),  sous  la  forme 


/ 


(«  +  11 


(18)  R„=  *— 


Dj_i  TT  0^,-  dxi 
i 

^,  ^,  étant  des  nombres  variables,  restant  entre  les  limites  d'inté- 
gration. La  seconde  des  deux  propriétés  de  R„,  mentionnées  au 
commencement  de  la  note,  est  évidente  d'après  la  forme  même 
sous  laquelle  se  présente  R„  dans  la  formule  (18). 

Pour  avoir  la  première,  remarquons  que,  d'après  la  formule  (18), 
on  voit  que  la  valeur  absolue  de  R,^  ne  surpasse  jamais  la  quan- 
tité 

D;,  JJ  ^Ti  dxi 
(19)  Q2AB=  '- -^ AB. 


/ 


(  n  +  1 


A,  B  étant  les  plus  grandes  valeurs  absolues  àe  f^'^^  x^  (^("^x  entre 
les  limites  d'intégration.  D'un  autre  côté,  si  l'on  pose  dans  la 
formule  Çi3)  fx  =:  'fx  =  ^n^,  tous  les  termes  du  second  membre, 
à  l'exception  de  R,^,  se  réduisent  à  zéro  ^  d'après  la  propriété  fon- 
damentale des  fonctions  «i^^jc,  Un  se  réduit  à 


Q20,  •,..., /C,,)-2 
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à  cause  de 

f^n) X  =  o^n) X  ^  =  ^'^X  —  1.2...  ?lC,i, 

et  la  formule  (i3)  donnera 

f^lx^xdx^  Q2(i.2.../i.C„)-; 
par  conséquent,  la  quantité  (19)  prend  la  forme 
/  '^\x^x  dx  I  t];,^  x^xdx 


\       dx'^       I 
ce  qui  démontre  la  première  propriété  de  R//. 
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COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 


IIOSSFELD  (G.).   —  Construction  df:s  Kit.klscfimtts  als  funf  zlm  Teil 
IMAGINAREN  CuRVENELEMENTEN.    Indugiirdl-DisscrtdtioN ,   'i.-]  p.  in-i".  Icna, 

1882. 

L'auteur  résout,  par  des  considérations  appartenant  à  la  Géo- 
métrie synthétique  et  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de  von  Staudt, 
les  problèmes  relatifs  à  la  construction  d'une  conique  connaissant 
cinq  éléments;  ces  éléments  sont  ou  des  points  ou  des  tangentes; 
deux  éléments  de  même  nature  peuvent  d'ailleurs  être  imaginaires 
conjugués;  l'auteur  suppose  alors  ces  éléments  donnés,  s'il  s'agit 
de  points,  par  une  suite  de  points  en  involution  à  points  doubles 
imaginaires^  et,  s'il  s'agit  de  tangentes,  par  un  faisceau  de  droites 
en  involution  à  rayons  doubles  imaginaires. 


LÉON  RODET.  —  Les  prétendus  problèmes  d'Algèbre,  ou  Manuel 
DU  Calculateur  égyptien.  Paris,  in-8",  122  p.;  1882. 

Ce  travail  a  été  suggéré  à  l'auteur  par  les  Vorlesungen  zar 
Geschichte  der  Mathematlk  de  M.  Cantor.  Résumons  donc, 
d'après  ce  Livre,  l'état  de  la  Science  égyptienne  autant  qu'elle  est 
connue  aujourd'hui. 

Le  manuel  d'Aahmes  est  l'unique  document  mathématique  que 
nous  possédons  de  cette  époque;  il  est  connu  sous  le  nom  de 
Papyrus  Ilhi/id(cesl  le  nom  du  premier  éditeur)  ou  de  Pajnri/s 
Eisejilohr  (c'est  le  nom  du  traducteur).  D'après  M.  Cantor,  ce 
serait  un  Ouvrage  essentiellement  pratique,  composé  pour  les  mar- 
chands, sous  le  règne  de  Ra-a-us,  l' Apophis  des  Grecs,  appartenant 
à  la  dvnastie  des  Hi-Ksos,  c'est-à-dire  entre  2000  et  1700  avant 
J.-C.  On  y  verrait  une  arithmétique  des  fractions  assez  singulière. 
Les  Egyptiens  calculeraient  seulement  avec  les  fractions  de  l'unité 
(il  faut  excepter  j).  Etant  incapables  d'en  écrire  d'autres,  ils  se- 
raient forcés  de  réduire  toutes  les  fractions  à  numérateurs  ([uel- 
liull.  des  Sciences  mathéni.,  i*  série,  t.  N'II.  (AoiU  1880.)  i(i 
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conques  en  sommes  de  fractions  d'unité,  et  c'est  pour  faciliter  cette 
opération,  évidemment  la  plus  importante  de  leur  arithmétique  des 
fractions,  que  l'on  avait  dressé  le  tableau  par  lequel  commence  le 
papyrus.  Mais,  malgré  de  si  grandes  difficultés,  les  Egyptiens  au- 
raient su  exécuter  avec  leurs  fractions  un  grand  nombre  d'opérations; 
ils  les  ajoutaient,  par  exemple,  en  les  réduisant  à  un  dénomina- 
teur commun.  Ils  auraient  de  même  connu  les  équations  du  pre- 
mier degré,  et  l'on  trouverait  quelques  questions  impliquant  la 
connaissance  des  progressions  arithmétique  et  géométrique.  Les 
calculs  simples  auraient  été  faits  à  l'aide  des  doigts;  pour  les  cas 
compliqués,  à  l'aide  d'un  instrument  quelconque.  En  Géomé- 
trie et  en  Stéréométrie,  ils  auraient  cherché  à  transformer  le  cercle 
en  carré  ^  leur  quadrature  conduit  à  la  valeur?:  =  3,i6o4.  Us  au- 
raient connu  aussi  la  mesure   du  rectangle;  quant  au  triangle,  ils 

calculaient  son  aire  d'après  la  formule  A  =  a-?  formule  qui,  dans 
certains  cas,  ne  présente  pas  un  très  grand  écart  de  A=  ~i/^^ y' 

Ils  auraient  enfin  appliqué  la  théorie  des  proportions  à  la  section 
de  la  pyramide  droite  :  ce  seraient  les  premières  traces  de  la  Tri- 
gonométrie. 

Tel  est,  en  résumé,  le  contenu  du  papyrus  Aahmes,  d'après 
M.  Cantor.  Les  études  que  nous  allons  analyser  ne  s'attachent 
([u'à  la  partie  arithmétique  et  particulièrement  aux  problèmes  qui, 
d'après  MM.  Gantor  et  Eisenlohr,  sont  déjà  de  l'Algèbre. 

L'idée  maîtresse  qui  a  guidé  M.  Rodet  dans  ses  recherches  est 
celle  de  la  persistance  des  procédés  mathématiques.  Il  retrouve  les 
traces  de  la  manière  du  scribe  égyptien  dans  les  manuels  grecs, 
arabes,  hindous,  persans,  hébreux,  jusque  dans  Léonard  de  Pise, 
et  ces  écrits,  en  général  plus  explicites,  lui  servent  à  élucider  les 
|)oints  obscurs  du  livre  de  Aahmes. 

C'est  sur  les  problèmes  Seghom  (M.  Gantor  écrit  Seqem)  que 
les  investigations  de  M.  Rodet  se  portent  en  premier  lieu.  Dans 
ces  problèmes,  le  scribe  égyptien  se  servait,  d'après  les  savants 
allemands  cités,  de  l'opération  que  nous  nommons  aujourd'hui  ré- 
(liiclioii  au  même  cléiiomiiKiteiir.  Or,  d'après  M.  Rodet,  il  n'en  est 
rien.  Tout  comme  Mahmoud,  de  Ilérat,  et  Aben  Ezra,  dont  l'au- 
leiir  cite  de  nombreux  exemples,  Aahmes  a  d'abord  cherché  un 
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nomljic  assez  <^rari(l  [)()iir  (ju'il  put  en  tirer  sr:s  (mêlions  eonirne 
nombres  cnliers  on  à  peu  piès  entiers  ;  ee  nombre  (///o/y' en  bé- 
l)ren  et  tnohiiiaj  en  arabe),  l'anleur  \q.  nomme  hloc  cxlrnrtif.  Le 
nombre  trouvé,  on  substituait  aux  fractions  des  nombres  enliers 
et  Ton  procédait  en  sommant  ces  derniers.  J^a  somme  obte- 
nue ainsi  était  divisée  par  le  bloc  exlractif  et  donnait  Je  résultat 
vrai.  Pour  faire  mieux  ressortir  la  dilTércnce  qui  existe  entre  ce 
procédé  et  celui  que  nous  employons  maintenant,  l'auteur  cite 
Bhaskâra,  contemporain  de  Aben  Ezra,  dont  les  procédés  élégants 
se  rapprocbent  beaucoup  des  nôtres.  Mais  son  argument  princi- 
])al  consiste  en  ce  que  les  nombres  substitués  aux  fractions  n'é- 
taient souvent  qu'à  peu  près  entiers,  tandis  que  des  fractions  avec 
un  numérateur  fractionnaire  étaient  parfaitement  inconnues  dans 
l'antiquité. 

Il  Ti^  a  pas  moins  de  divergence  entre  MM.  Cantor  et  Rodet 
quant  à  la  nature  même  de  ces  problèmes.  Le  n''  23  essavait, 
d'après  M.  Canlor ,  de  compléter  par  addition  les  fractions 
7-,  T^   -tV»   -h^i  T-  à  \\    Aahmes  aurait  fait  l'addition  des  fractions 

f'      »'      10'      30'      4.)  i  ' 

/  23  .1-  1  1  \ 

données,  aurait  retranché  leur  somme!   —7-^)  du  chiffre  indiqué 

(I)  et  décomposé  le  reste  (  7I  )   *^n  deux  fractions  (|-,  -r^).  D'après 

M.  Rodet,  au  contraire,  Aahmes  a  choisi  un  bloc  extractif  (4^)» 
substitué  aux  iVactions  des  nombres  enliers  (i  i  j,  5|  -i-,  /(t,  i4,  i t,  i), 
pris  leur  somme  (^^m)  et,  pour  produire  le  «  manquant  »  (6|), 
fait  croître  le  bloc  extractif  jusqu'à  ce  qu'il  eût  obtenu  le  chifire 
demandé,  ce  qui  lui  a  donné  également  pour  résultat  \-^.  Le 
doute  est  possible  dans  ce  problème,  parce  que  le  calcul  v  est 
fort  peu  explicite,  par  suite  d'un  manque  de  place,  d'après  M.  Ro- 
det; mais  il.nous  montre,  par  l'analyse  des  problèmes  n"'^  21  et  22, 
que  ces  procédés  étaient  bien  ceux  du  scribe  égyptien. 

Viennent  ensuite  les  douze  premiers  calculs  du  même  Chapitre 
qui,  d'après  M.  Cantor,  enseigneraient  la  complétation  par 
multiplication.  Ils  servent,  nous  dit  au  contraire  M.  Rodet,  à  dé- 
montrer empiriquement  le  lemme  :  <(  Lorsqu'on  fait  subir  une 
même  opération  à  diverses  quantités,  les  résultais  obtenus  varient 
dans  le  même  rapport  que  les  quantités  d'où  l'on  pari.  y>  On  fait 
subir  aux   quantités  multiples  ou  sous-mullij)les  l'une  de  l'autre 
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deux  opérations  :  l'une  conslsle  à  y  ajouter  sa  moitié  et  son  quart, 
tandis  que  dans  Tautre  on  y  ajoute  ses  deux  tiers  et  puis  son 
tiers;  au  moins  c'est  ainsi  que  cette  dernière  opération  se  pré- 
sente sur  le  papyrus  ;  mais  M.  Rodet  présume  que  son  sens 
primitif  consistait  à  ajouter  les  deux  tiers  et  à  retrancher  le  tiers, 
ce  qui  a  été  changé  par  le  copiste. 

Nous  abordons  enfin  ces  problèmes  Ilau  ou  de  la  quantité, 
auxquels  les  précédents  servent  simplement  d'introduction.  C'est 
ici  que  M.  Cantor  a  cru  trouver  des  procédés  algébriques  :  les 
calculs  sont,  d'après  lui,  des  équations  du  premier  degré  à  une  in- 
connue, exécutées  à  peu  près  comme  nous  le  faisons  aujourd'hui, 
c'est-à-dire  qu'on   sommait  les  coefficients    de  l'inconnue    pour 

ramener  l'équation  à  la  forme  j  x  =  e,  el  Ton   divisait  par   celte 

somme  des  coefficients  le  nombre  connu  (l'inconnue  se  trouvant 
naturellement  dégagée  dans  tous  ces  problèmes).  Ces  procédés  algé- 
briques, M.  Rodet  les  a  vainement  cherchés  dans  les  calculs  en  ques- 
tion ;  il  n'a  trouvé  que  l'application  du  procédé  purement  arithmé- 
tique de  la  «  fausse  position».  On  substituait,  d'après  lui,  à  l'incon- 
nue un  nombre  quelconque  (en  choisissant  habilement  le  mokhraj 
pour  en  pouvoir  tirer  les  fractions  comme  nombres  entiers),  on 
iaisait  subir  à  ce  résultat  faux  toutes  les  opérations  demandées  et 
le  nombre  sortant  servait  à  corriger  le  faux  résultat;  d'après  le 
lemme  démontré,  il  y  avait  entre  lui  et  le  nombre  connu  du  pro- 
blème la  même  relation  qu'entre  le  faux  et  le  vrai  résultat.  De 
cette  manière,  le  principe  de  la  proportionnalité  se  trouvait  seul 
invoqué  et,  comme  le  dit  M.  Rodet^  cette  sorte  de  formule,, 
avant  que  les  algébristes  de  nos  jours  aient  eu  l'idée  de  l'écrire 

-  =  -f  auVieii  de  a  :  b  ',',  c  :  x,  avait  toujours  passé  pour  tout  autre 

chose  qu'une  équation. 

Cette  manière  d'envisager  les  procédés  que  nous  venons  d'ex- 
pliquer, M.  Rodet  l'appuie  par  des  citations  des  mathématiciens 
de  tous  les  peuples;  l'auteur  du  Lilâvâli,  que  nous  avons  vu  plus 
haut  s'approcher  tant  des  procédés  modernes,  fait  ses  calculs  de 
cette  manière. 

Aahmes  a  cependant  encon^  une  autre  manière  de  procéder, 
légèrement  dilférente  :  c'est  celle  où   la  (ausse  position  n'est  plus 
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le  niokliraj,  mais  l'unité.  Alors  la  corrcclion  fjiii  ressort  au  cours 
du  calcul,  n'ayant  à  multiplier  que  l'unité,  constitue  elle-même 
le  résultat,  et  ce  sont  surtout  ces  procédés  (pii  donnent  aux  j)ro- 
blèmes  l'apparence  de  solutions  algébriques. 

Le  travail  de  M.  Rodet  ne  se  borne  pas  à  des  questions  pure- 
ment mathématiques.  C'est  ainsi  qu'il  attribue  le  sens  «  Chapitre» 
au  mot  que  M.  Eisenlohr  a  traduit  par  «  précepte  »  (Vorschri/t); 
quant  au  mot  seglioni  ou  seqem^  il  ne  peut  pas,  d'après  M.  Ro- 
det, avoir  le  sens  «  d'une  addition  de  fractions  qu'on  ramène  au 
dénominateur  commun  »;  mais,  à  cet  endroit,  ainsi  que  M.  Eisen- 
lohr Ta  indiqué  ailleurs,  il  sig^nifîe  «  complément»  (^Ergânzung)\ 
de  même,  M.  Rodet  rétablit  pour  le  mot  nâh  la  signification 
«  croître  »,  au  lieu  de  «  multiplier  »  [vervielfàltigen). 

L'Appendice  contient  une  heureuse  découverte.  Il  y  a,  dans  le 
papyrus  Rhind,  un  petit  tableau  des  puissances  du  nombre  7  et, 
vis-à-vis  de  chacune  d'elles,  est  un  mot  qu'on  croyait  être  le 
nombre  de  cette  puissance  ;  ces  noms  étaient  fort  étranges  (l'écrit, 
le  chat,  la  souris,  l'orge,  le  boisseau).  Or  l'auteur  nous  montre, 
grâce  à  un  passage  de  Léonard  de  Pise,  que  ces  noms  provenaient 
probablement  d'un  problème  dont  les  nombres  indiqués  consti- 
tuaient la  solution.  Cette  découverte  est  intéressante,  surtout  au 
point  de  vue  de  M.  Rodet  :  elle  semble  établir  un  vrai  lien  entre 
Aahmes  et  le  grand  mathématicien  du  moyen  âge. 

Le  travail  de  M.  Rodet  a  été  vivement  critiqué  par  MM.  Revil- 
lout,  dans  une  Revue  consacrée  spécialement  à  l'égyptologie.  Les 
critiques  se  sont  placés  à  un  point  de  vue  entièrement  différent  de 
celui  de  M.  Rodet;  d'après  eux,  aucune  analogie  n'existe  entre  les 
sciences  mathématiques  de  l'ancienne  Egypte  et  les  procédés  de 
Léonard  de  Pise.  Pour  M.  Rodet,  les  savants  allemands  attribuent 
aux  Égyptiens  des  procédés  trop  modernes;  les  nouveaux  critiques 
supposent,  au  contraire,  l'état  de  la  Science  chez  les  Egyptiens 
encore  bien  plus  avancé.  D'après  eux,  les  procédés,  bien  plus  élé- 
gants en  réalité,  ont  été  artificiellement  alourdis  pour  être  ap- 
propriés à  l'entendement  du  mauvais  écolier  auquel  avait  servi  ce 
cahier. 

Car  c'est  bien  d'un  cahier  d'écolier  qu'il  s'agit  d'après  MM.  Re- 
villout,  et  non,  comme  l'avaient  supposé  MM.  Canlor,  Eisenlolii- 
et  Rodet,  d'un  livre  d'enseignement.   Quant  à  celle  circonstance. 
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que  le  manuserJt  a  été  copié  par  un  scribe  (honneur  dont  les 
épreuves  d'écolier  ne  jouissent  pas  toujours),  MM.  Revilloul  sup- 
posent que  l'original  avait  été  retrouvé  parmi  d'antres  écrits  par 
un  littérateur  qui  n'y  entendait  pas  beaucoup,  et  copié  pour  un 
cultivateur  qui  y  entendait  encore  moins.  Ce  dernier  a  été  évidem- 
ment trompé;  les  vrais  mathématiciens  de  TEgvpte  avaient  ri  de 
lui  et  peut-être  le  malhonnête  scribe  aurait-il  même  été  puni 
pour  sa  fourberie.  Ce  qui  prouve  la  réalité  de  cette  supposition, 
d'après  MM.  Revillout,ce  sont  les  calculs  faux,  exécutés  par  l'élève, 
qui  suivent  en  général  dans  le  papyrus  un  calcul  juste,  donné 
pour  modèle  par  le  maître.  Ces  erreurs,  notées  en  marge  par  le 
maître,  ont  amené  ainsi  une  répétition  des  mêmes  procédés,  jus- 
qu'à ce  que  l'élève  eût  compris  le  calcul.  Souvent  aussi  le  maître 
fournissait,  pour  ainsi  dire  en  passant,  à  l'élève  des  solutions  qu'il 
avait  dû  chercher  préalaljlement  par  un  procédé  bien  plus  com- 
j)liqué. 

C'est  surtout  ce  dernier  point  qui  pourra  nous  servir  à  préciser 
les  vues  des  critiques  de  la  Revue  égyptologique. 

Dans  le  n"  40,  par  exemple,  on  demande  de  diviser  le  nombre 
joo,  en  telle  sorte,  que  les  cinq  parties  soient  en  progression  dé- 
croissante par  différences  et  que  les  deux  dernières  réunies  égalent 
le  septième  des  trois  premières.  Ce  problème  est  résolu  par  la 
substitution  d'une  fausse  position  (5|).  Or,  d'après  MM.  Revil- 
lout,  le  maître,  avant  de  fournir  ce  nombre,  aurait  exécuté  un 
calcul  qui  pourrait  se  traduire  ainsi  dans  le  langage  moderne  : 

<2-4-a-i-<i  =  Y(a-l-2<f-!-a-^3<:/-i-a-^4  d)^ 
1 4  <^  -!-  7  <^  =  3  a  H-  9  <i,     \\a  -\-'j  cl  —  ç^d^     \ia  =^  id  : 

donc  5|a  =  d^  et  c'est  ce  nombre  qu'il  a  dicté  à  l'élève. 

On  conçoit  que  dès  lors  les  résultats  auxquels  arrivent  MM.  Re- 
villout  doivent  être  tout  à  fait  différents  de  ceux  que  nous  avons 
vus  développés  par  M.  Rodet;  presque  partout  les  critiques  de  la 
Revue  égyptologique  recourent  aux  hypothèses  de  MM.  Cantor 
et  Eisenlohr. 

Ainsi  la  manière  dont  les  savants  allemands  ont  envisagé  l'ad- 
dition des  fractions  leur  paraît  parfaitement  justifiée;  c'est  bien 
par  réduction  au  dénominateur  commun  que  l'Egyptien  procédait. 
S'il  n'écrivait  pas  le  dénominateur,  c'est  qu'il  ne  lui  était  guère 
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j)OSsiblc  (r(';criro  des  fractions  avec  mi  initin  râleur  aulic  (|tic 
l'unité;  mais,  clans  sa  pensée,  ces  nombres  soi-disant  entiers  qu'il 
substituait  étaient  l)i(!ti  de  \  raies  fractions. 

IjCS  critiques  passent,rapidement  le  chapitre  de  Serjem.  LMiypo- 
tbèse  d'un  Jemme,  étant  en  désaccord  avec  le  litre,  leur  paraît 
avoir  très  peu  de  chance  d'être  admise. 

Quant  au  Chapitre  de  llau,  auquel  le  travail  de  M.  Kodet  doit 
son  nom,  c'est  là  un  point  que  ses  critiques  ont  examiné  avec  le 
plus  de  soin  et,  ici  encore,  ils  sont  arrivés  à  des  conclusions 
diamétralement  opposées  à  celles  de  M.  Pvodet. 

Il  y  a  bien,  dans  tout  cela  encore,  une  difTérence  de  principes. 
Pour  M.  Rodet,  la  «  fausse  position  »,  comme  procédé  purement 
arithmétique,  est,  pour  ainsi  dire,  plus  naturelle,  plus  conforme 
à  la  manière  de  penser  des  nations  moins  civilisées;  donc  il  incline 
à  la  supposer  antérieure  à  l'Algèbre,  et  c'est  aussi  notre  sentiment. 
Pour  MM.  Pievillout,  au  contraire,  la  fausse  position  est  une  forme 
de  la  décadence;  elle  s'est  développée  au  moven  âge  des  procédés 
algébriques,  et  elle  a  même  partout  été  précédée  par  ces  derniers. 
Donc,  si  nous  trouvions  dans  Aahmes  la  fausse  position,  nous  se- 
rions forcés  de  supposer  une  Algèbre  encore  antérieure.  Mais,  en 
vérité,  le  procédé  de  l'Egyptien  ne  ressemblerait  que  fort  superfi- 
ciellement à  la  fausse  position;  il  serait,  au  contraire,  tout  à  fait 
conforme  à  l'Algèbre  et  surtout  presque  identique  à  celui  de  Dio- 
phante.  D'ailleurs  cette  ressemblance  des  calculs,  tant  d'Aahmes 
que  de  Diophante,  à  celui  de  la  fausse  position  ne  serait  point  for- 
tuite, puisque  c'est  justement  des  procédés  du  mathématicien 
d'Alexandrie  que  la  fausse  position  se  serait  développée. 

Les  hypothèses  linguistiques  de  M.  Rodet  ne  trouvent  pas  non 
plus  l'approbation  de  ses  critiques  qui,  ici  encore,  préfèrent  les 
traductions  données  par  MM.  Eisenlohr  et  Cantor. 

Nous  avons  désiré  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur  le  pour  et  le 
contre,  notre  incompétence  en  égyptologie  ne  nous  permettant 
pas  de  prendre  parti.  Toutefois^  ces  recherches  ont  porté  déjà  des 
fruits  :  le  travail  de  M.  CantoT  a  inspiré  à  JM.  Sylvester  [American 
Journal  of  Matliematics,  vol.  III,  n*^  i,  p.  33p.,  déc.  1880)  un 
important  développement  qu'on  ne  nous  saura  pas  mauvais  gré, 
croyons-nous,  de  produire  en  français  : 

a    L'inversion    d'un    nombre   entier   s'appellera    une  fraction 
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simple;  toute  autre  fraction,  rationnelle  ou  irrationnelle,  peut 
être  appelée  complexe  ;  mais  il  doit  être  bien  entendu  cpj'il 
ne  sera  question,  dans  ce  qui  suit,  que  de  fractions  proprement 
dites  de  l'une  ou  l'autre  sorte,  à  savoir,  de  fractions  plus  grandes 
que  G  et  moindres  que  i. 

»  Supposons  que  Q  représente  une  fraction  quelt:onque;  siQest 

compris  entre et  — ,  nous  pouvons  poser  0  = ^  -j-  O', 

expression  dans  laquelle  Oq  est  ou  o  ou  un  nombre  entier  po- 
sitif, et  Q' continuera  à  former  une  fraction  proprement  dite,  la- 
quelle pourra  de  même  être  résolue  en  0'=  ^ — h  0",  et  ainsi 

de  suite  indéfiniment. 

»  Mais,  si  nous  faisons  ûq?  ^n  •  •  •  égaux  chacun  à  o,  le  mode 
de  développement  devient  déterminé.  J'appellerai  toute  repré- 
sentation déterminée  de  ce  genre  d'une  quantité  fraction- 
naire un  sorite.  Il  va  de  soi  qu'en  développant  une  fraction 
donnée  sous  forme  d'un  sorile,  les  dénominateurs  successifs, 
que  j'appellerai  ses  éléments,  peuvent  être  obtenus  par  un  pro- 
cédé de  division;  si  la  fraction  à  développer  est  rationnelle,  le 
diviseur  réel  sera  un  entier  continuellement  décroissant  et,  par 
conséquent,  toute  fraction  complexe  rationnelle  peut  être  dé- 
veloppée (et  seulement  d'une  manière)  sous  la  forme  d'un  sorite 
limité. 

»  Les  éléments  d'un  sorite  sont  analogues  aux  quotients  par- 
tiels d'une  fraction  continue  régulière;  mais  il  existe  entre  les 
deux  cas  cette  différence  que,  tandis  que  les  dernières  quantités 
sont  parfaitement  arbitraires,  les  éléments  en  question  seront  sou- 
mis à  certaines  lois  que  je  vais  présentement  examiner. 

»   Soient  /^,  />,</,...,/•,  5,  ... ,  t,  u  les  éléments  d'un  sorite. 

11  est  clair  que  le  dernier  reste  étant  l'inverse  de,  -  -\ —  ,   nous  dc- 
^  tu 

vons  avoir  -  +  -  <  — ^,  c'est-à-dire  u'^  t-  —  t.  u  z  t- —  t  -\-  i . 
tut  —  I  '  ^  ^ 

En  outre,  si  nous  considérons  le  reste  qui  donne  naissance  à  l'élé- 
ment /•,  il  doit  être  de  la  forme ,  où  s  est  une  fraction  quel- 

concpu',  et  nous  devons  avoir  alors 

I  î  I  _ 

— h  <  o»i     s  —  r  ^  /•■-  —  /', 

/•         s  —  £         r  —  1  -^ 
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d'où 

en  sorlc  que  la  relation  qui  existe  entre  deux  éléments  consécu- 
tifs est  la  même,  qu'ils  soient  ou  non  à  la  lin  du  développement; 
et  si  u^  UxJfK  sont  deux  entiers  consécutifs  dans  une  série,  la  seule 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  possibilité  de  l'existence 
d'un  sorite  dont  ces  nombres  seraient  les  éléments  est  que  nous 
ayons,  pour  toutes  valeurs  de  x,  Uxj^x  >  u^  —  u^-^-i. 

»   Si  Uxj^x  est  toujours  égal  à  u\.  —  /^^  -H  i ,  nous  obtiendrons 
une  série  qu'on  peut  appeler  un  sorite  limite . 

))   Il  est  évident  que  toute  fraction  simple  peut  être  déve- 

^  ^      wo  —  I  ' 

loppée  sous  la  forme  d'un  sorite  infini  dont  les  éléments  seront 
Uq,  Ml,  Wo, ...,  soumis  aux  relations  ci-dessus.  Un  sorite  infini  dans 
le  cas  limitant  est,  par  conséquent,  exprimable  sous  la  forme 
d'une  fraction  finie,  et  la  même  chose  sera  vraie  pour  un  sorite 
dont  la  branche  de  droite,  commençant  à  un  terme  quelconque  w/, 
savoir  : 

I  I  I 


forme  un  sorile  limite. 

»  Mais,  dans  tout  autre  cas,  un  sorite  ne  peut  être  égal  à  une 
fraction  finie;  car  une  pareille  fraction  ne  peut  être  développée 
que  d'une  manière  sous  forme  d'un  sorite,  et  un  pareil  sorite  est 
nécessairement  limité  quant  au  nombre  de  ses  termes. 

»  D'où  il  est  impossible  que  la  somme  des  inverses  d'une  série 
ascendante  d'entiers  positifs,  tels  que  le  carré  de  la  différence 
entre  chacun  d'eux  et  celui  qui  le  précède  immédiatement  est 
plus  grand  que  la  différence  entre  ce  précédent  et  l'unité,  puisse 
représenter  une  quantité  rationnelle;  car,  s'il  en  était  ainsi,  nous 
aurions  w^^+i  —  Ux  >  (  ifx-\  —  1  )"'  c'est-à-dire  w^_^.,  >  ii\  —  Ux  4-  i , 
et  la  série  formerait  un  sorite  qui  n'appartiendrait  pas  au  cas  li- 
mite. 

»  Je  vais  maintenant  examiner  quelques-unes  des  propriétés 
de  la  série  de  termes  définis  par  la  condition  Ux^k  =  ^'J  —  fLv  H-  i  • 

»  Tout  d'abord,  je  remarquerai  que  chaque  terme  ^.1^-/  pe"t 
être  exprimé  sous  la  forme  P//^-|-i  ;  car  supposons  la  propriété 
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vraie  pour  une  certaine  valeur  de  /;  alors,  puisque 

la  chose  est  évidemment  vraie  pour  celui  qui  suit  immédiate- 
ment; or,  la  proposition  étant  vraie  pour  jf=  i,  elle  est  également 
vraie  en  général. 

))  Il  résulte  de  là  que  chaque  élément  d'un  sorite  limite  est 
premier  avec  tous  ceux  qui  le  suivent  et,  conséquemment,  que 
deux  termes  quelconques  du  sorite  sont  premiers  entre  eux. 

»  Main  tenant,  pour  plu  s  de  simplicité,  servons-nous  de  Po><^o<^'2,  ••• 
pour  représenter  [uq  —  i),  {u^  —  i),  [ii-,  —  i),  ...  ;  nous  aurons 
alors 

t^l  —  <^0  =  ^'  0  »       t^2  —  ^1   =  ^  ?  ,       ^3  —  ^'■2  =  ^'  2  .       

»  Par  suite  c,  —  Tq,  t'o  —  ^o?  ^'3  —  ^'o?  •  •  •  ?  ^ x  —  ^'0  (ainsi  qu'il 
résulte  immédiatement  de  l'addition  des  équations  ci-dessus) 
seront  tous  de  la  forme  Vv'l,  ou  P  est  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  i'o,  et  Çjc  sera  de  la  forme  Pr^  -I-  Vq.  Cette  conclusion 
amène  à  une  représentation  de  la  somme  d'un  nombre  donné  de 
termes  d'un  sorite  finissant  par  une  fraction  de  son  terme  infé- 
rieur; car 

J ^  _  Vx-^l  —  Vx  _        v%       _        ^x  I       _  _i_ 

^x  Vx+\  ^x^x-^l  ^x^x-\-i  ^x-T-^x  ^x-\-l  Ux 

d'où 

1,1,  ,1  II  Vx-^\ ^0  (l':r+l— t^O^t^o 


Wo  U\  Ux  Vç^  Vx-Y\.  ^0  ^x^-\  ^x-^\  '-i  ^0 

P 

qui  est  de  la  forme  =i ?  et  est,  par  conséquent,  une  fraction  de 

son  terme  inférieur. 

))   Maintenant,   si    nous   représentons   le   produit   des   éléments 
//o)  ^'«7  u-ii  .  .  •,  Ux  par  Il^'jt   <^^t  la  somme  de  leurs  combinaisons 

X  —  I   à  ^  —  I  par  n'?/^.,  le  rapport  ^ — -  sera  aussi  la  même  frac- 
tion de  son  terme  inférieur,  puisque  (comme  on  l'a  fait  voir)  tous 
les  éléments  du  sorite  sont  premiers  entre  eux. 
De  là  nous  pouvons  déduire  les  équations 


» 


Ux^x  =  Wo  -^  (  f<o  —  I  )■-  n'wj-, 
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donl  la  iicconde  servira  à  donner  une  lirnlu.'  inférieure  du   d('<^ré 
de  eonverg^erjee  d'un  sorite  (juele()n(|ue. 

»   En  eilet,  dans  le  eas  d'un  sorite  limite,  nous  avons 

W3  >(Mo  —  l)UolliU2  >{lil  —  Wo)*, 

et  de  même,  en  général, 

UxXul  —  Uo)--''^, 
parce  que  la  solution  de  l'équation 

e,-  =  e/_i  -^  0/_2  -H  . . .  +  Oo   est   0/  =  2'+i  0,). 

»  Dans  tout  autre  sorite,  dans  lequel  l'élément  initial  est  tou- 
jours Uq,  la  valeur  de  l'élément  distant  de  x  rangs  doit  être  a  for- 
tiori plus  grande  que  la  valeur  (^u\  —  ?<o)"^~^  qui  vient  d'être  ob- 
tenue pour  le  cas  limite. 

»  Les  considérations  qui  précèdent  m'ont  été  suggérées  par  le 
(chapitre  de  la  Gcschichte  der  Mathematik  de  IM.  Cantor,  qui 
traite  de  la  singulière  méthode  en  usage  chez  les  anciens  Egyp- 
tiens pour  opérer  avec  les  fractions.  Ils  avaient  la  curieuse  habi- 
tude de  résoudre  toute  fraction  en  une  somme  de  fractions  sim- 
ples, en  suivant  pour  cela  une  certaine  méthode  traditionnelle, 
qui  ne  conduirait  pas,  je  me  hâte  de  le  dire,  excepté  dans  un  petit 
nombre  de  cas  très  simples,  au  développement  sous  la  forme  spé- 
ciale à  laquelle,  dans  ce  qui  précède,  j'ai  donné  le  nom  de  sorite 
fractionnel. 

))  J'ajoute  quelques  exemples  du  développement  d'une  fraction 
rationnelle  sous  forme  de  sorite. 


4%) 
'3  20 


»  Soit  ^~^  la  fraction  à  développer.  L'opération  peut  être  dis- 


posée comme  suil  : 


(2). 

(8). 

(Go). 

(3G6o). 

\^m 

2078 

1984 

1920 

7820 

14640 

1 i 7 1 20 

7027^400 

939« 

16624 

IT9040 

7027200 

(2)  est  le  nombre  supérieur  d'une  unité  à  E  y^ — ; 

9)98  =  3  X  4699;   2078  r-  9398  —  7320;   l  16  ÎO  —  •!  >:   7820. 
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»    Un  élément  (2)  est  maintenant  déterminé  et  il  reste  à  déve- 

1  1     p        •        2078 

lopper  la  Iraction       ',  » 
■  ^  14640 

))   (8)  est  un  nombre  supérieur  d'une  unité  à  E  -^^_  ; 
^    /  ^  2078 

16624  =  8x2078;    1984  =  16624 — 14640;    117120  =  8x14640. 

»   Un  second  élément,  (8)  est  maintenant  trouvé,  et  il  reste 
'^  L  à  développer.  En  continuant  de  cette  manière  et  avec  des 


117120 

numérateurs  4699,  20^8,  1984,  1920,  qui  diminuent  nécessaire- 
ment à  chaque  opération,  nous  arrivons  enfin  à  l'élément  366o 
avec  un  reste  o.  Le  sorite  demandé  est  donc 

111  1 

2    '    8        60        366o 

335 
))  Gomme  second  exemple,  prenons  la  fraction  ô^'. 

»   L'opération  peut  être  disposée  d'une  façon  analogue  à  celle 
de  l'exemple  précédent,  savoir  : 


2. 

3. 

/  • 

48. 

335 

334 

33o 

29  î 

336 

672 

2016 

1 4 1 1 2 

670 

1002 

23lO 

14112 

et,  par  suite,  on  trouvera  que 

335  _  I        I        I         I 

336~-4'^3~^7"^48'" 

C'est  là   un  intéressant   exemple  de  l'utilité   de  Thistoire  des 
Mathématiques. 

Ch.  Henry  et  Em.  Meyerson. 
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MELANGES, 

SERENUS  D'ANTISSA; 
Par     m.    Pall    TANNKHY. 

Serenus  d'An  lissa  est  l'a  u  leur  de  deux  petits  Traités  (^De  la 
Section  du  cylindre  et  De  la  Section  du  cône)^  qui  suivent  d'or- 
dinaire, dans  les  manuscrits  grecs,  les  quatre  premiers  Livres  des 
Coniques  à^ \\)o\\on\\\s,  et  que  Halley  a  publiés  dans  son  édition  du 
géomètre  de  Perge  (  *  ). 

«  Nous  ne  savons  rien  de  Serenus  »,  dit  d'ailleurs  Halley  dans 
sa  préface,  «  si  ce  n'est  qu'il  était  né  à  Anlissa,  ville  de  l'île  de 
Lesbos,  qu'outre  ses  deux  Traités  il  avait  écrit  des  Commentaires 
sur  Apollonius,  et  qu'il  vivait  avant  Marinus,  disciple  de  Proclus, 
comme  il  résulte  de  la  citation  qu'en  fait  Marinus  dans  sa  préface 
aux  Données  d'Euclide.  » 

Cependant,  en  énumérant  les  commentateurs  d'Apollonius  dans 
l'ordre  suivant  :  Pappus,  Hypatia,  Serenus,  Eutocius,  Halley 
semble  disposé  à  faire  vivre  Serenus  après  Hypatia,  par  conséquent 
au  v*^  siècle  après  J.-C. 

Monlucla  a  considéré  l'époque  où  vivait  Serenus  comme  indé- 
terminée dans  les  quatre  premiers  siècles  de  l'ère  chrétienne  ;  il 
n'a  pas  précisé  les  raisons  qui  lui  faisaient  restreindre  l'intervalle 
de  près  de  sept  siècles  entre  Apollonius  et  Marinus. 

Dans  son  édition  de  V Astronomie  de  Théon  de  Smyrne  (Pa- 
ris, 1849),  ^-  Tlî.-H.  Martin  a  publié  un  fragment  qui  suivait 
dans  le  manuscrit  le  texte  de  Tliéon,  et  portait  l'intitulé  :  Extraits 
des  Lemmes  de  Serenus  le  philosophe. 

On  ne  peut  douter  de  l'identité  de  cet  auteur  de  Lemmes  ;  car 
Serenus  d'Antissa  est  précisément  qualifié  àe philosophe  dans  les 


(')  Apollonii  Pergœi  Conicorum  libri  octo,  et  Sereni  Antissensis  de  Sectione 
Cylindri  et  Coni  libri  duo.  Oxoni;c,  e  iheatro  Slieldoiuano,  an.  Doni.  ^VIDCCX. 
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titres  des  deux  Traités  publiés  par  Halley.  Mais  on  ne  peut  rien 
conclure  de  làsur  Tépoque  où  vivait  ce  mathématicien  ;  car,  comme 
le  remarquent  M.  Th. -H.  Martin  et  M.  Cantor,  l'extrait  se  borne 
à  l'emprunt  d'un  énoncé  purement  géométrique  dont  un  scoliaste 
anonyme  fait  une  application  astronomique. 

Bretschneider  (*),  qui  d'ailleurs  sur  ce  dernier  point  n'a  pas  re- 
connu la  vérité,  a  prétendu  faire  remonter  l'époque  de  Serenus 
à  220-180  avant  J.-C,  c'est-à-dire  à  la  génération  qui  suit  immé- 
diatement celle  d'Apollonius.  Son  principal  motif  est  qu'Antissa 
a  été  complètement  détruite  par  Jes  Romains  en  i6y  avant  J.-C. 
D'ailleurs  les  travaux  de  Serenus  lui  paraissent  de  l'ordre  de  ceux 
que  dut  provoquer  la  publication  des  Coniques. 

M.  Cantor  (")a  objecté  avec  grande  raison,  après  F.  Blass,  que 
le  nom  latin  de  Serenus  indique  une  date  postérieure,  et  qu'il 
faut  redescendre  au  moins  après  le  commencement  de  l'ère  chré- 
tienne, époque  à  laquelle  une  nouvelle  Antissa  se  trouvait  d'ail- 
leurs rebâtie.  Le  judicieux  historien,  en  parlant  de  Serenus, 
lorsqu'il  arrive  à  cette  date  du  commencement  de  l'ère  chré- 
tienne, fait  toutes  réserves  en  ce  qui  concerne  l'époque  de  sa  vie; 
il  se  contente  de  remarquer  que,  en  raison  du  caractère  de  ses 
écrits,  il  ne  convient  point  de  trop  le  rapprocher  de  Marinus  de 
Neapolis,  lequel  est  mort  avant  les  dernières  années  du  v^  siècle 
après  J.-C. 

Je  vais  essayer  d'établir  que  Serenus  doit  être  placé  chronologi- 
quement entre  Pappus  et  Hypatia,  par  conséquent  au  iv^  siècle  de 
notre  ère. 

2.  L'opinion  de  Bretschneider  doit,  en  premier  lieu,  être  abso- 
lument écartée.  Serenus  dit  dans  sa  préface  de  la  Section  du  Cy- 
lindre : 

«  Ceux  des  anciens  (01  xwv  Tca^aicîjv)  qui  ont  traité  des  coniques 
ne  se  sont  pas  contentés  du  concept  ordinaire  du  cône  formé  par 
la  révolution  d'un  triangle  rectangle,  ils  ont  voulu  plus  de  généra- 
lité et  plus  d'extension  dans  leurs  savantes  recherches  et  ont  con- 


(')  Die  Géométrie  und  die  GeoTneter  vor  Euldides.   Lcipzis:,  r870,  p.   iS3-i8'j. 
(-)    Vorlesungen  iiber  Geschichte  der  Matkeniatik.  Leipzig,  1880,  p.  347-349. 
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sldcri'  non  seulement  des  cônes  droits,  mais  encoïc;  des  cùiies  sca- 
lènes.    » 

Or  nous  savons  pertinemment  [)ar  Geminus,  dans  Eutocius  (éd. 
Halley,  p.  9),  que  cette  généralisation  a  été  l'œuvre  d'Apollonius. 
Serenus  en  était  donc  assez  éloigné  pour  le  considérer  coniuK.'  un 
ancien. 

Brctschneidcr  a  été  évidemment  trompé  [)ar  le  début  de  la  même 
[)réface,  où  Serenus  dit  que  <(  beaucoup  de  ceux  qui  s'occupent 
de  Géométrie  croient  que  la  section  oblique  du  cvlindre  diffère  de 
la  section  conique,  appelée  ellipse  »,  et  par  l'objet  du  Traité  qui 
est  la  réfutation  de  cette  erreur.  Mais  il  iaut  voir  là,  non  pas  l'in- 
dice d'une  époque  où  la  Science  progresse,  bien  au  contraire  la 
preuve  d'une  décadence  déjà  profonde. 

On  est  assez  loin  des  anciens  pour  que  la  tradition  soit  perdue; 
les  premiers  travaux,  qui  n'ont  pas  été  recueillis  dans  la  collection 
du  TOTToc;  àvaXuo[jL£voç,  que  détaille  Pappus  dans  son  Livre  Xll, 
n'existent  plus,  et  par  suite  des  lacunes  de  cette  collection  et  de 
la  mauvaise  direction  de  l'enseignement,  on  est  arrivé  à  mettre  en 
doute  des  points  qui  ne  faisaient  pas  question  pour  Euclide  ou 
[)our  Archimède,  ou  bien,  comme  Serenus,  à  considérer  comme 
nouvelles  des  questions  qui  avaient  du  évidemment  être  traitées 
dès  le  temps  de  Ménecbme. 

L'œuvre  même  de  Serenus  indique  elle-même  par  ses  imperfec- 
tions qu'on  est  bien  loin  de  l'âge  héroïque.  Elle  est  encore,  il  est 
vrai,  assez  satisfaisante  pour  que,  comme  le  remarque  M.  (^antor, 
il  ne  faille  pas  lui  attribuer  une  date  trop  voisine  de  Proclus  ou  de 
Mari  nu  s.  Mais,  si  l'on  compare  par  exemple  Serenus  et  Pappus,  on 
ne  peut  se  dissimuler  l'infériorité  du  premier. 

Si  l'on  prend  la  Section  du  cône,  où  Serenus  étudie  les  varia- 
lions  de  l'aire  du  triangle  obtenu  en  coupant  un  cône  droit  ou  sca- 
lène  par  un  plan  passant  par  le  sommet,  je  crois  qu'on  ne  trou- 
verait pas  ailleurs  63  propositions  accumulées  pour  des  résultats 
aussi  insignifiants;  le  problème  fondamental,  qui  d'ailleurs  est  so- 
lide, n'est  même  pas  abordé. 

Dans  la  Section  du  cylindre, ']e  remarque,  à  la  fin  de  la  préface, 
cette  assertion  singulière  :  «  que  la  section  du  cvlindre  droit  est 
seulement  identique  à  celle  du  cône  droit,  et  (pi'il  faut  supposer 
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le  cylindre  scalène  pour  en  identifier  la  section  avec  l'ellipse  en 

général  ». 

Dans  ce  Traité  d'ailleurs,  Serenus,  malgré  sa  promesse,  ne 
traite  pas  le  cas  général;  il  ne  considère  pour  les  cylindres  scalènes 
que  les  sections  faites  par  des  plans  perpendiculaires  à  celui  qui 
passe  par  l'axe  et  par  sa  projection  sur  le  plan  du  cercle  de  base; 
il  ne  paraît  pas  avoir  compris  la  distinction  établie  par  Apollo- 
nius, dont  il  essaye  cependant  de  calquer  fidèlement  les  démon- 
strations, entre  les  axes  des  sections  coniques  et  les  diamètres 
conjugués. 

Je  passe  sur  quelques  détails  techniques,  moins  importants,  qui 
dénotent  également  un  âge  relativement  récent;  mais,  pour  mieux 
édifier  sur  l'homme  et  sur  l'époque,  je  crois  devoir  traduire  un 
passage  qui  suit  la  proposition  30  : 

((  Que  ce  que  nous  avons  dit  suffise  pour  le  problème  que  nous 
nous  étions  proposé  et  sur  lequel  nous  pourrions  nous  étendre  en- 
core davantage.  Il  est  temps  de  passer  à  la  question  que  j'ai  an- 
noncée tout  à  l'heure;  l'origine  de  son  examen,  qui  n'est  pas  hors 
de  propos,  a  été  pour  moi  motivée  comme  suit.  Le  géomètre  Pei- 
thôn,  en  expliquant  dans  un  de  ses  écrits  ce  que  sont  les  paral- 
lèles, ne  s'est  pas  contenté  de  ce  qu'avait  dit  Euclide,  mais  l'a 
éclairci  par  un  exemple  ingénieux  :  les  droites  parallèles,  dit-il, 
sont  telles  que  celles  que  nous  voyons  formées  sur  les  murs  ou  sur 
le  sol  par  les  ombres  des  colonnes  àl'opposite  d'une  lampe  ou  d'un 
flambeau.  Cela  a  paru  fortement  risible  à  tout  le  monde,  mais  non 
pas  à  moi  qui  respecte  l'auteur  et  qui  suis  son  ami.  Seulement  il 
faut  examiner  la  question  mathématiquement.  )> 

Suivent  des  démonstrations  assez  complexes  de  propositions  qui 
se  trouvent  en  fait  supposées  dans  les  Optiques  d'Euclide. 

3.  11  est  clair  que  nous  ne  concluons  pas  la  date  des  écrits  de 
Serenus  de  leur  imperfection  même,  mais  de  ce  fait  qu'ils  ont  été 
conservés  malgré  cette  imperfection,  et  qu'ils  se  sont  accolés  aux 
Coniques  d'Apollonius,  comme  les  Livres  XIV  et  XV  des  Elé- 
ments à  l'œuvre  d'Euclide. 

Rien  n'empêche  évidemment  d'admettre,  par  exemple,  qu'au 
temps  qui  suivit  Euclide  il  y  avait  des  géomètres  d'assez  peu  de 
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talent  pour  produire  une  œuvre  aussi  imparfaite  que  le  Livre  XV; 
mais  Tinvraiseniblable  serait  qu'elle  eut  été  conservée  dès  lors, 
comme  un  complément  nécessaire  des  Eléments,  et  admise  même 
par  Théon  d'Alexandrie,  dans  son  édition,  sans  corrections  ni  re- 
touches. Il  est  donc  unanimement  reconnu  aujourd'hui  que  ce 
Livre  XV  est  du  vi*^  siècle  de  notre  ère.  C'est  un  raisonnement 
analogue  que  je  fais  pour  Serenus. 

J'ajouterai  que,  si  Serenus  avait  écrit  avant  Pappus,  ses  deux 
Traités  auraient  du  être  dès  lors  accolés  aux  Coniques  et  par  con- 
séquent entrer  dans  la  Collection  analytique  des  Anciens.  Tout 
au  moins  Pappus  n'eût  pas  manqué  de  signaler  ce  conq)lément  de 
l'Ouvrage,  comme  il  l'a  fait  pour  un  travail  analogue,  celui  de  Ghar- 
mandros  sur  les  Lieux  plans  d'Apollonius. 

Mais  je  crois  qu'on  peut  tirer  un  argument  encore  plus  décisif 
de  ce  fait  que  Serenus  avait  commenté  les  Coniques^  ainsi  qu'il 
nous  l'apprend  lui-même  (éd.  Hallej,  p.  16).  Le  travail  de  Pap- 
pus dans  son  Livre  VII  me  paraît  en  effet  inexplicable,  s'il  y  avait 
eu  de  son  temps  un  commentaire  sur  un  quelconque  des  Ouvrages 
de  la  Collection  analytique. 

A  proprement  parler,  du  reste,  Pappus  n'a  pas  commenté  les 
Coniques,  comme  Halley  semble  le  dire;  il  a  publié  un  certain 
nombre  de  lemmes  sur  les  Coniques^  comme  sur  la  plupart  des 
autres  Traités  analytiques.  L'opinion  générale  est  d'ailleurs  que 
Pappus  est  l'auteur  de  ces  lemmes  ;  mais  il  est  facile  de  se  rendre 
compte  qu'il  n'en  est  rien.  En  effet,  non  seulement  il  ne  dit  rien  de 
semblable  quand  il  annonce  (éd.  Hultsch,  p.  636)  qn'il  donnera 
pour  chaque  Traité  de  la  collection  les  lemmes  cherchés  (xà 
Xr'ajxaxa  toc  ^yiTou[i.£va),  mais  encore  quand  il  énumère  successive- 
ment le  nombre  des  théorèmes  de  chaque  ouvrage,  il  v  ajoute 
celui  des  lemmes,  comme  si  ceux-ci  en  faisaient  partie,  et  l'on 
croirait  certainement  qu'il  en  était  ainsi,  si  l'on  n'avait  pas  les 
Coniques. 

Il  est  donc  probable  que  jusqu'à  Pappus  on  s'était  contenté,  pour 
combler  les  lacunes  que  présentaient  ou  semblaient  présenter  les 
Iraités  d'Analjse  anciens,  de  rédiger  des  recueils  de  lemmes,  qui 
devaient  se  trouver  annexés  à  certaines  éditions  de  ces  Traités, 
manquer  dans  d'autres  ou  encore  différer  d'une  édition  à  l'autre. 
Les  auteurs  de  ces  lemmes  sont  sans  doute  des  mathématiciens 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2*  série,  t.  VII.  (AoiH  i88j.)  1- 
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comme  ceux  que    cite  Pappus,   à  savoir  Périclès  (*),    Cliarman- 
dros  (2),  Heraclite  (^). 

Le  but  de  Pappus  a  été  évidemment  de  faire  de  son  Livre  VII 
le  recueil  général  de  tous  ces  recueils  particuliers,  travail  évidem- 
ment très  intéressant  dans  notre  hypothèse,  mais,  je  le  répète, 
inexplicable  s'il  y  avait  eu  déjà  à  cette  époque  un  commentaire  sur 
les  Coniques. 

Le  fait  que  Serenus  a  lui-même  composé  ou  recueilli  des 
Leniines  {'*)^  semble  indiquer  qu'il  appartenait  à  une  époque  de 
transition,  où  le  système  des  lemmes,  tel  que  le  révèle  le  Livre  VII 
de  Pappus,  et  où  se  maintiennent  à  un  certain  degré  l'originalité 
mathématique  et  la  tendance  à  améliorer  les  travaux  des  Anciens, 
a  dû  être  abandonné  pour  celui  des  commentaires  qui  consa- 
crera définitivement  la  décadence  et  qui  est  comme  l'aveu  qu'on 
ne  peut  plus  désormais  qu'admirer  servilement  des  œuvres  inimi- 
tables  (^). 

Porphyre  et  Pappus  avaient  déjà  ouvert  cette  ère  des  commen- 
taires pour  Euclide  et  pour  Ptolémée.  Après  eux,  on  dut  naturel- 
lement aborder  les  géomètres  qui  avaient  traité  de  matières  plus 
hautes;  c'est  ce  que  commença  au  moins  Serenus  pour  Apollo- 
nius et  peut  être  pour  Archimède  {Marinus). 

Il  n'y  a  guère  à  douter  au  reste  que  les  deux  petits  Traités  de 
Serenus  n'aient  été  liés  par  lui  à  une  édition,  partielle  probable- 
ment, des  Coniques  (les  quatre  premiers  Livres?),  laquelle  com- 


(')  P.  fi3o,  1.  25. 

('■*)  p.  G64,  1.  8.  —  Peut-être  le  C harimander  cité  sur  les  comètes  par  Sénèque, 
VII,  5,  Nat.  quœst. 

(')  P.  782,  1.  5.  —  ^HpàxXsiTOç.  Peut-être  l'auteur  de  la  Vie  d' Archimède  que 
rite  Eutocins,  et  qu'il  appelle  'Hpày.).£ioç  (Halley,  p.  8)  ou  'HpaxXeîSr,;  (Torelli. 
p.  20^1  ).  La  forme  Héraclius  est  à  bon  droit  suspecte,  mais  celle  à^ Héraclide  n'est 
pas  suffisamment  garantie.  Elle  est  très  souvent  d'ailleurs  confondue  dans  les  ma- 
nuscrits avec  la  forme  Heraclite;  il  est  inutile  d'en  donner  des  exemples. 

{'')  On  peut  rappeler  également  ici  le  recueil  de  Lemmes  qui  nous  a  été  con- 
servé par  les  Arabes  sous  le  nom  d'Archimède  (Torelli.  p.  335-36i),  et  qui  a  une 
«origine  analogue. 

(*)  Gonmie  indice  de  la  décadence  de  la  langue  technique  au  temps  de  Sérénus, 
on  peut  remarquer  à  ce  sujet  qu'il  désigne  comme  ôXîya  ôà  àTxa  Xr.ixjjLaTia  (cer- 
tains petits  lemmes,  p.  iS),  les  propositions  19  à  30  de  sa  Section  du  cylindre, 
alors  que  ces  propositions  renferment  aussi  bien  des  théorèmes  que  des  problèmes, 
cl  n'ont  d'ailleurs  aucunement  le  caractère  de  lemmes. 
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prenait  ses  Commentaires,  et  qu'Eutociiis  n'ait  plus  tard  utilisé  son 
travail  en  même  temps  peut-être  aussi  que  celui  (J'IIypjiti;». 

i.  Ce  que  nous  avons  déjà  dit  pourrait  suffire  pour  écarter  I'Iin- 
pothèse  qui  ferait  Serenus  postérieur  à  la  fille  de  Théon  d'Alexan- 
dri(î  et  laisserait  à  celle-ci  l'honneur  d'avoir  la  première  essayé  de 
commenter  les  Coniques.  Mais  on  peut  donner  d'autres  raisons 
contre  cette  hypothèse. 

Si  Halley  a  réellement  été  porté  à  l'adopter,  c'est  sans  doute 
par  le  ra|)prochement  entre  les  qualifications  de  «  philosophe  » 
données  à  Serenus  d'une  part,  à  Marinus  de  l'autre,  et  qui,  pour 
nous  modernes,  semblent  quelque  peu  singulières  quand  il  s'agit 
d'auteurs  mathématiques.  Mais  dans  les  deux  cas  Tépithète  a  du 
être  ajoutée  par  les  copistes  pour  distinguer  ces  auteurs  d'autres 
homonymes  ;  en  particulier,  le  premier  pouvait  être  confondu  avec 
un  iElius  Serenus  d'Athènes  (Suidas)^  qui  paraît  avoir  vécu  en 
l'Egypte  vers  le  iv®  siècle  de  l'ère  chrétienne  [PhoiiuSy  cod.  a'-g). 
avoir  par  conséquent  été  contemporain  du  nôtre,  et  qui  était^  lui. 
désigné  comme  littérateur  (Sspr^voç  ô  Ypa[^-[xaTixoç). 

Il  faut  remarquer  du  reste  que,  depuis  Ptolémée  au  moins,  les 
mathématiciens  semblent  avoir  affecté  de  se  désigner  comme  phi- 
losophes. Par  exemple,  Pappus,  Théon  d'Alexandrie  sont  qualifiés 
comme  tels  dans  Suidas,  et  le  début  de  l'Almageste  ainsi  que  le 
langage  de  Pappus  (p,  34,  35o,  1022,  1 164)  paraissent  justifier 
l'emploi  de  cette  dénomination  ('). 

En  second  lieu,  on  a  vu  que  Serenus  vivait  dans  un  milieu  scien- 
tifique, sinon  savant;  dans  notre  opinion  sur  l'époque  de  sa  vie,  on 
ne  peut  guère  placer  ce  milieu  ailleurs  qu'en  Egypte  ;  après  Hypatia. 
il  serait  plus  plausible  de  penser  à  Athènes,  oii  Plutarque  le  platoni- 
cien essayait  de  renouer  la  «  chaîne  d'or  »  brisée  depuis  si  long- 
temps. Mais,  en  Egypte  ou  à  Athènes,  Serenus  aurait  certainement 
été  connu  de  Proclus.  Or  les  détails  biographiques  sur  ce  dernier, 
comme  en  général  sur  les  philosophes  de  son  siècle,  sont,  quoique 
assez  confus,    passablement   complets.    Gomme  aucune    trace  de 


(*)  On  sait  d'ailleurs  que,  chez  les  Romains  au  moins,  le  terme  mathematicus, 
avili  par  les  astrologues  de  bas  étage,  était  loin  d'être  honorable. 
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Serenus  n'y  apparaît,  on  peut  dès  lors  inférer  à  bon  droit  qu'il 
était  au  moins  du  siècle  antérieur. 

La  citation  de  Marinus  :  «  Après  Archimède,  Serenus  a  consi- 
déré qu'il  y  a  beaucoup  d'objets  déterminés  naturellement  »  (sans 
être  donnés  au  sens  ancien,  comme  le  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre)  n'indique  pas  enfin  que  la  date  de  l'auteur  cité  soit 
relativement  très  récente. 

Je  crois  avoir  accompli  la  tâche  que  je  m'étais  proposée  et  montré 
que  de  toutes  les  conjectures  possibles,  dans  l'incertitude  où  nous 
laissent  les  données  historiques  sur  le  compte  de  Serenus,  la  plus 
plausible  consiste  à  le  placer  dans  l'intervalle  qui  sépare  Pappus  de 
Théon  d'Alexandrie. 

.l'ajoute,  comme  détail  bibliographique,  que  Serenus  cite  : 

El'cmdk  {Sur  les  parallèles) Section  du  Cylindre,  prop.  30 

Eléments,  XTJ,  1 1 Section  du  Cône,  prop.  i^i 

Optiques. Section  du  Cylindre^  prop.  Ii2 

Apollonius  {Coniques,  Livre  I)  : 

Définitions  premières  et  secondes »  définition> 

Théorèmes  15 »  prop.  16-17 

»           21 w  prop.       1<S 

»           36 »  prop.      31 
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SCIIEFFLER.—DiE  magisciien  Figuren.  Allgcmeine  Lsoung  und  Erweiterung 
eines  ans  dem  Altcrthumc  stammendcn  Problems.  ^  i  vol.  in-S",  112  p. 
Leipzig;   1882. 

L'auteur  traite  d'une  façon  systématique  des  carrés  magiques  et 
d'autres  figures  analogues.  La  soliilion  générale  du  problème  du 
carré  magique  dans  le  cas  d'un  nombre  impair  d'éléments  est  re- 
marquablement simple  ;  concevons  un  carré  formé  au  moyen  de 
n-  éléments  et  disposé  comme  un  déterminant;  soit  Up,q  le  terme 
qui  appartient  à  la  /?  +  i''*'"^  colonne  et  à  la  q-^-V'^"^^  ligne;  soient 
de  plus  a,  a! '^  b,  b'  quatre  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs; 
supposons  enfin  que  Up,q  se  déduise  du  nombre 

l-^pa-{-qa'-+-  {pb-^qb')  ;î, 

en  remplaçant  pa-\-qa',  pb-^qU  par  leurs  plus  petits  restes 
positifs  par  rapport  à  /i  ;  si  ab'  —  a'b  est  un  nombre  premier  à  /?, 
tous  les  nombres  iipiq  seront  différents,  en  sorte  que  ces  nombres 
ne  seront  autres  que  les  nombres  i ,  2,  ...,/?-;  si  les  nombres  «,  b 
sont  premiers  à  n  ,  la  somme   des  termes  d'une  ligne  horizontale 

sera  égale  a ; ;  si  les  nombres  a   et  b    sont  premiers  a  /?, 

on  obtiendra  la  même  somme  pour  une  ligne  verticale  quel- 
conque; si  les  nomljres  a-\-a',  b-[-b'  sont  premiers  entre  eux, 
on  obtiendra  encore  la  même  somme  pour  la  diagonale  qui  part  du 
terme  Uqç^  ,  ou,  pour  deux  lignes  parallèles  à  cette  diagonale,  la 
comprenant  entre  elles  et  contenant  ensemble  n  éléments;  enfin, 
si  les  nombres  a  —  a'  et  b  —  b'  sont  premiers  à  «,  on  aura  des  pro- 
priétés analogues  relativement  à  la  seconde  diagonale.  Si  Ton  sa- 
tisfait à  la  fois  à  toutes  ces  conditions,  on  obtient  ce  que  M.  Sclielf- 
1er  appelle  un  carré  magique  complet.  On  ne  peut  évidemment 
satisfaire  à  toutes  ces  conditions  dans  le  cas  de  n  pair;  il  faut  alors 
changer  la  définition  du  carré  magique  complet;  le  problème  de- 
vient alors  plus  compliqué  et  nous  devons  renvoyer  le  k^cteur  au 
livre  de  M.  Scheffler,  de  même  que  pour  les  triangles  et  polygones 
Bull,  des  Sciences  niatliéni.,  2^  série,  t.  VU.  (Scplenihro  i883.)      18 
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magiques.  M.  Scheffler  considère  aussi  des  cul)es  magiques  qui 
sont  coupés  par  des  plans  parallèles  aux  faces  suivant  des  carrés 
magiques;  le  cube  magique  complet,  composé  d'un  nombre  impair 
d'éléments,  se  construit  par  un  procédé  tout  semblable  à  celui  que 
nous  avons  expliqué  pour  le  carré  magique. 

Enfin  ce  livre  se  termine  par  un  certain  nombre  d'applications 
qui  offrent  quelque  intérêt  théorique  ou  qui,  pour  parler  comme 
Bachet,  sont  simplement  plaisantes  et  délectables.  J.  T. 


MELANGES 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  SELIVANOF  A  M.  HERMITE. 

Pour  résoudre  l'équation  du  quatrième  degré  ('),  Ferrari  ramène 
son  premier  membre  à  la  différence  de  deux  carrés,  d'où  la  résolu- 
tion de  l'équation  proposée  est  immédiate.  La  manière  la  plus 
simple  d'y  parvenir  me  semble  la  suivante  : 

Etant  donnée  l'équation 

f(x)  ^=  ax'*  -^  \bx^  ^  (Scx-  -{-  4  dx  -h  e  =  o, 
nous  introduisons  pour  l'homogénéité  r, 

f{x,y)  =  ax'*  -h  ^bx^ y  -f-  6  ex-y^  h-  \dxy^  -h  ey'*. 

Cette  forme  biquadratique    se  transforme  en   une  forme  quadra- 
tique, en  posant 

^2  =  ^, ,     -i^xy  —  Zi,    y^  =  z-i 

et  l'on  trouve 

F(^i,  Z2,  z-i)  =  az\  -4-  26^1^2  +  (6c  -h  4  ^0-1  -3  —  ^'^1  —  ').dzi  z^  -f-  cz?^. 


(')  V(»ir  aussi   ;\    ce  sujet  le  Mémoire   de  ]M.  Darl>ou\  Sur  Véquatiou  du  (jua- 
frirmc  (fci^rc.  daiis  le  Journal  de  Lioui'i//c  .  •>"  série,  I.  WIII,  p.  1-20. 


ou,  en  rcm\)]â(}i\nl  4cZiZ:i  \)'i\i' cz-l, 

F(^l,  ^2)  -23)  -^CLZ\  =  'ibZiZi  -f-  2(C  -4-  2U)ZiZ3  ~  (  C  —  U)Zr, 

-+-  idz^z^  H-  ezl. 
D'après  la  méthode  de  Ferrari,  cette  forme  se  transforme  en 

A  (z,  +  mz^  4-  mz^Y  -f-  \^{Zi-^  pz-^)^  -4-  Czl. 

Pour  avoir  la  somme  de  deux  carrés,  il  faut  déterminer  u  de  ma- 
nière que 

ABC  =  o. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  u^  la  forme  F  (21,^2,^3)  se  transforme 
en  f{x,y)  en  passant  de  ^j,  ^2»  ^3  à  ^  et  y.  La  forme  F(5i,Z27^3)> 
contenant  la  quantité  arbitraire  u,  estidentiqueavec  la  ÏOTnïef{x,y). 

Le  produit  ABC  est  égal  au  déterminant  de  la  forme  quadra- 
tique ¥ [z^^  Z21  z-i).  Nous  avons  donc  l'équation  résolvante  de 
Ferrari  sous  cette  forme  élégante  : 

a  h  c  -î-  111 

h  c  —  u     d  =  o. 

c-^in     d  e 

Ce  résultat  est  dû  à  M.  Aronhold.  Il  est  publié  dans  le  t.  52  du 
Journal  de  Crelle,  p.  96,  mais  la  voie  par  laquelle  on  y  parvient 
n'y  est  pas  indiquée. 

Quelques  indications  de  M.  Kronecker  m'ont  donné  le  moyen 
d'éclaircir  cette  voie. 


SUR  UN  MANUSCRIT  DU  VATICAN,  DU  XIV^  SIÈCLE,  CONTENANT  UN  TRAITÉ 
DE  CALCUL  EMPRUNTÉ  A  LA  MÉTHODE  «  GOBÂRI  ». 

LETTRE  DE  M.  NARDL'CCI  A  M.  ARISTIDE  MARRE. 

Ayant  rencontré  dans  le  manuscrit  de  la  reine  de  Suède,  n'*  1285 
de  la  Bibliothèque  du  Vatican,  d'une  écriture  serrée,  de  la  seconde 
moitié  du  xiv^  siècle,  un  Traité  intitulé  :  Introductorius  liber  qui 
etpulveris  dicitur  in  matJiematicam  disciplina  m,  j'ai  cru  d'abord 
qu'il  s'agissait  d'une  traduction  latine  de  quelque  Traité  arabe  sur 
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le  GOBAR  {puhis).  (Qu'il  me  soit  permis  ici  une  hypothèse  :  le 
calcul  gobâr  serait-il  une  explication  de  l'ahacus  des  anciens  à 
l'usage  des  Orientaux,  ainsi  que  le  mot  même  le  ferait  soupçonner?) 
Mais  un  examen  attentif  du  manuscrit  en  question  m'a  convaincu 
que,  quoique  ce  Traité  ressemble  d'assez  près,  au  moins  en  partie, 
par  la  méthode,  à  la  traduction  du  regretté  Wœpcke,  publiée 
par  vous  avec  de  savantes  notes  dans  le  XIX^  tome  aies  Atti  de 
l'Académie  Pontificale  des  NuovlLincei  (^),  il  s'agit  ici  d'un  travail 
original  écrit  et  publié  en  Occident.  C'est,  à  mon  avis,  une  tran- 
sition entre  l'abacus  et  l'algorithme,  faisant  connaître  la  méthode 
gobâr  indépendamment  des  anciens  systèmes  de  l'abacus. 

Le  manuscrit  que  je  viens  de  citer  est  un  in-folio  de  i64  feuillets 
en  parchemin,  numérotés,  sauf  le  premier,  aux  rectos  i-i63.  Il 
est  relié  en  cartons  recouverts  intérieurement  de  parchemin  et  exté- 
rieurement de  peau  rouge,  avec  six  nervures  sur  le  dos,  aux 
armoiries  pontificales  et  royales.  Dans  l'intérieur  de  la  première 
couverture  se  trouve  une  ancienne  liste  des  Traités  que  ce  manu- 
scrit renfermait,  et  par  laquelle  on  voit  qu'il  y  en  avait  deux  qui 
maintenant  ont  disparu  (-). 

Ce  manuscrit  contient  les  Traités  et  pièces  suivantes  (^): 

1°  (ff.  i/'-S/'):  In  nomine  clomini  iniseratoris  et pij.  Incipit 
Uher  in  sciencia  astrolabii  quadraginta  in  se  continens  capi- 
tula. 

Commence  après  la  liste  des  chapitres  :  u  (P)rimum  capilu- 
lum  in  inventione  astrolabii  et  nominum  super  eum  cadentium. 
Primum  horum  est  armilla  super  quam  suspenditur  astrola- 
bium.  » 


(')  Atti  dellAccademia  Pontificia  de  Nuovi  Lincei,  tome  XIX,  anno  Xl\ 
(i8G5-i86G);  Rome,  18G6,  p.  36o-383,  séance  VII  du  3  juin  1866,  Introduction  au 
calcul  gobâr  et  hmrdi,  Traité  d'Arithmétique  traduit  de  l'arabe  par  François 
Wœpcke,  et  précédé  d'une  Notice  de  M.  Aristide  Marre,  sur  un  manuscrit  pos- 
sédé par  M.  Chasles,  etc.,  et  contenant  le  texte  arabe  de  ce  Traité.  Rome,  impr. 
des  Se.  math,  et  phys.,  1866,  in  f°  de  x-19  p. 

C^)  Ce  sont  .-  Liber  qui  dicitur  Jlos  florum  divi  Hermetis  de  regulis  astrolabij 
et  Liber  amforitmorum  Zaelis  in  astrologia.  Ils  précédaient  immédiatement  le 
planispliére  de  Ploléméc.  Le  Traité  qui  forme  l'objet  de  cette  lettre  y  est  appelé  : 
Liber  pulveris  est  in  arsmetrica. 

(')  Les  mots  en  il;di(|ues  sont  écrits  à  l'encre  rouge  dans  le  manuscrit. 
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Finit  :  «  Finis  liber  opeiis  aslrolabii  edicione  ahilcaciin  de 
mâcher it  qui  dicilur  almacherila.  » 

2"  (fr. -8/-1 2?;"  :  In  nomine  domini  Iliesu  incipiunt  régule 
omnium  planelarum. 

Commence  :  a  Quicumque  vult  coequare  planctas.  » 

3"  (1.  i3)  :  Tables  lunaires  et  planétaires. 

4'^  (ff.  i^r-iov)  :  Incipit  introductorius  liber  quiet  pulveris 
dicitur  in  mathematicam  disciplinam. 

Commence  :   «  Quisquis  in  quatuor  matheseos  disciplinis. 

Le  feuillet  20  v.  se  termine  par  un  petit  chapitre  sur  la  sous- 
traction, par  une  Table  des  grades,  et  par  une  Table  de  multipli- 
cation. 

5'*  (ff.  2i/-36r)  :  Incipiunt  canones  in  motibus  celestium 
corporum. 

Commence  :  «  Quoniam  cuiusque  accionis  quanti tatem.  » 
Finit  :  a  E xpliciunt  canones  in  motibus  celestibus.  » 

6°  (ff.  36^-387)  :  De  constitutione  astrolabii  liber  incipit. 
Commence   :    «  Astrologice    speculationis     exercitium    habere 
uolentibus.  » 

Finit  :  «  Explicit  liber  de  constitutione  astrolabij .  » 

7"  (ff.  38r-4i/)  :  Incipit  liber  de  opère  astrolabij . 
Commence  :  «  Nomina  instrumentorum  astrolabii  hec  sunt.  » 
Finit  :  «  Explicit  opus  astrolabij .  » 

8'^  (ff.  ^ir-^iv)  :  Ecrit  qui  commence  :  «  Cura  in  quo  mense 
anni  cuiusuis  an  possit  lîeri  eclipsis  solis  uel  lune  uolueris  inue- 
nire  »,  et  mélanges  astrologiques.  Ces  deux  vers,  qui  se  Irouvent 
au  V.  du  f.  41  j  nous  donnent  la  date  (1204?)  de  l'original  : 

«  Anni  bis  ccnluni  minus  uno  niilia  (juincjue 
»  Recessere  tue  noua  legis  tenipora  \pc  ». 

9°  (ff.  43/-io2f)  :  Hic  est  liber  in  summa  de  significatio- 
nibus  indiuiduorum  superiorum  super  accidentia,  que  efjiciun- 
tur  in  modo  generationis  et  corruptionis  de  j)resenti((  eorum 
respectu  ascendentium  inceptionum  coniunctionalium  et  alio- 
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lum.  et  siuit  .8.   tractatus  et  .263.  differentie.  éditas  a  iafar 
astrologo  qui  dictus  est  albiunasar. 

Commence,  après  la  division  de  l'Ouvrage  «  Differentia prima 
in premissione  inceptiomun  universalium  niiiltaruni  utilitatum. 
Omnia  siffnificationiim  indiuiduorum  circulariiim  sunt  effectiis 
inferiores.  » 

10"  (ff.  io3/-i387')  :  Incipit  liber  .4-  tractatuiun  Ptolomei 
alfilludhi  in  scientia  astroriun.  Et  in  primo  tractatu  sunt 
.i/\.  capitula.  Capitulum  primum  in  collectione  intellectus 
scientie  iuditiorum  astrorum. 

Commence  :  <(  Veruin  yesure  in  quibus  est  prognosticabilis 
scientie  stellarum  perfectio.  »  On  lit  en  marge  :  «  Tetraslin  grece 
latine  quadripartitus  arabice  alambra  »  (sic).  Le  quatrième  Traité 
est  intitulé  :«  Incipit  Tractatus  quartus  libri  alarba  Bartolo- 
mei  »,  c'est-à-dire  «  Quadripartiti  Ptolomaei.  » 

II*'  (f.  i38)  :  Scientia  proiectionis  radiorum. 
Commence  :  «  Cum  proiectione  radiorum. 

12"  ff.  (139/'- 102?;)  :  Incipit  introductorius  alcabici  ad 
iudicia  astroruni  interpretatus  a  iohanne yspalensi^  c'est-à-dire 
Jean  de  Séville. 

Commence  :  «  Incipit  prologus  alcabici.  Postulata  a  domino 
pro  bonitate  uite  ceyphaddala.  » 

i3"  P lanisperium  Ptolomei  hermanni  secundi  translatio. 
Commence  :    «   Quemadmodum  Ptolomeus  et  ante  eum  non- 
nuUi.  )) 

A  part  l'intérêt  que  peuvent  avoir  pour  l'Histoire  des  Sciences 
surtout  les  n"**  9,  10,  12  et  13,  je  reviens  au  n^  4  qui  forme  l'objet 
de  ma  Lettre.  En  voici  le  prologue,  à  la  col.  i  du  f.  i4'',  jusqu'à 
la  ligne  18. 

«  Incipit  introductorius  liber  ciui  et  pulveris  dicitur  in  ma- 
tJiematicam  discip lin ani . 

»  Si  quis  in  quattuor  matheseos  disciplinis  exercitandus  expe- 
dicius  ad  earum  inquisitionis  documenta  uolet  accedere,  numero- 
rum  rationibus  primum  studeat  insudare.  Tocius  enim  pliilosophic 


studmni  numeroriim  naluris  a  curiosis  reriim  naturciliiiin  invesli- 
gallonibiis  compr()])aUir  inuiti.  Ilis  naiiK[iic  solls  diucrsas  uices 
lempoium  colli^iniiis.  llis  miindanc  concordie  arnicas  [)roportiones 
cornprcli<;ndiniiis.  llis  cliam  astrorum  moins  et  multipliccs  crran- 
lium  sj'derum  uariationes  custodimus.  Prenosse  autem  niimeroruni 
rationum  inuestigalioni  inhiantem  oporlet,  qui  dicantur  digili, 
qui  articuli,  qiiique  compositi  niimeri.  Quid  sint  etiam  aggreg^a- 
liones  diminiitioncs,  quid  mulliplicationes,  diuisiones,  et  insuper 
nnmerorum  radicum  adinuentiones.  Ouilnis  singulis  diliîrenter 
ordine  et  ratione  exsecutis,  facilior  comparatur  diligentic  latioiis 
ad  ca  que  seqnnntur  intellectus  ». 

»  Suit,  jusqu'au/.  i4o.  (col.  i,Iig.  21),  une  exposition  générale 
de  la  méthode,  beaucoup  plus  étendue  que  celle  que  contient  la 
traduction  publiée  par  Wœpcke,  mais  que,  dans  sa  substance, 
on  peut  dire  identique,  comme  on  pourra  le  voir  par  l'extrait  qui 
suit  : 

)>  Numeri  principiuni  et  origo  uni  tas  inuenitur.  Est  enim  nu- 
merus  unitatum  collectio  cuius,  quia  infini  ta  est  progressio  et 
absque  finis  cognitionc  immensum  producta,  certis  lerminis  et 
quibusdam  limitibuspropositis  aphjlosopliie  ciuibus  illius  habetur 
disciplina.  Vnitatem  enim,  que  principium  est  numeri,  primum 
limitem  constituerunt,  ex  cuius  mulliplicatione  numéros  qui  sunt 
ab  ea  in  denarium  composuerunt.  Nam  eam  duplicando  l'ecerunt 
binarium,  et  triplicando  ternarium,  et  sic  in  céleris.  Rursus  uero 
denarium  secundum  limilem  posuerunt,  ex  cuius  mulliplicatione, 
duplicatione,  Iriplicalione  noueni,  illos  numéros  qui  sunt  ad  .x.  in 
centumreddiderunt,  id  est  .xx.  xxx.  xl.,  et  qui  secuntur.  Post  hec 
autem  centum  tercium  limitem  ponentes  ex  illius  similiter  mulli- 
plicatione. viiii.  alios  numéros  constituerunt,  idest.cc.  ccc.  cccc, 
et  si  qui  sunt  in  ordine.  Quartum  uero  limitem  dixerunt  mille,  et 
quintum.  x.,  et  sic  sequentefti  in  decuplalione,  precedentis  pro- 
creantem  limitem  in  infinitum  processerunl.  Quorum  quosdam 
digitos,  quosdam  articulos,  quosdam  etiam  compositos  a[)pcllare 
uoluerunl.  Si  quidem  omnes  numeri  procreati  a  primo  limite  di- 
cunturdigiti,  a  céleris  ucrolimitibusprouenientes  dicuntur  articuli. 
Qui  autem  inter  articulos  inueniuntur  uocantur  compositi.  Notan- 
dum  etiam  est  quod  singulis  limilibus  cum  a  se  procreatis  numeris 
diuersa  indierunt  (sic)  nomina,  vocantes  scilicet  primum  limilem 
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cum  suis  niinieris  difFerentiam  unitatum,  et  primam  et  secundam 
eiim  a  se  prouenientibus  numeris  differenliam  decenorum,  secun- 
dum  et  tertium  cum  suis  procreatis  numeris  difFerentiam  centeno- 
rum  etterciam,  et  sic  in  ceteris  denominationem  alimitibus  facien- 
tes,  ordinem  naturalem  eorum  observantes. 

»  Quibus  ita  subtiliter  adinuentis  mentis  in  circuitu  procedentes 
quamque  difFerentiam  (sic)  numéros  comprehenderunt.  Quam  ob 
rem,  ut  quod  mentis  exquisitione  inuenerant  uisui  exponerent, 
novem  notulas  prolixitatem  uitantes  iniienerunt,  quibus  omnem 
numerum  representare  (sic)  dispositione  exercitantes  se  in  bac 
per  tria  docuerunt.  Quarum  subscribuntur  figure  : 

I        2        3       4       5       6       7       8       9     10       (') 

))  Inventas  notas,  ita  disposiierunt,  ut  nouem  numéros  prime  dif- 
ferentie  representarent  eas  in  priori  loco  constituerunt.  Vt  autem 
numéros  secunde  difFerentie  circulum  in  dextra  parte  et  notulas  in 
sinistra  parte  circulum  ut  fièrent  in  secundo  loco  scripserunt.  Nu- 
méros vero  tercie  difFerentie  eis  significantes  duos  circulos  propo- 
nentes  in  tercio  loco  posuerunt.  similiter  in  ceteris.  Erit  igitur 
prima  notula  in  primo  loco  posita  signifîcans  unum  ;  in  secundo  .x. , 
in  tercio  centum,  in  quarto  mille,  in  quinto  decem  millia,  et  sic 
in  ordine.  Et  secunda  nota  in  primo  loco  posita  signifîcat  duo,  in 
secundo  xx.,  in  tercio  ce,  in  quarto  duo  millia,  in  quinto  uiginti 
millia,  et  sic  in  ceteris  intellige. 

»  Quod  autem  melius  intelligatur  demonstretur  exemplo.  Po- 
nitur  enim  circulus  in  prima  parte,  et  in  secundo  loco  unitas,  et 
représentât  .x.  hoc  modo  |lO|,  et  si  post  ponatur  binarius  circulo 
significabit  .xx.  ita  |20|,    et  ternarius   .xxx,    Isol,  et  quaternarius 


signifîcabit  .xl.  positus  ita  |40|,  et  sic  de  ceteris  per  ordinem.  Sin 


(')  Ces  chiffres  ont  été  ajoutés  d'une  main  l)eaucoup  plus  récente,  de  la  fin  du 
XVI"  siècle,  tandis  qu'ils  avaient  été  laissés  en  blanc  par  le  copiste.  Evidemment  le 
nombre  lo  a  été  ajouté  arbitrairement.  La  forme  des  chiffres  à  substituer,  suivant 
les  divers  exemples  numériques  du  Traité,  est  la  suivante  : 

A  la  place  du  lo,  ajouté  postérieurement,  devait  se  trouver  le  zéro,  représenté 
par  un  cercle  comme  aujourd'hui.  En  ellet,  il  est  appelé  circulus,  dans  la  suite  de 
ce  j)assaj;e,  et  est  représenté  par  un  cercle  dans  les  exemples  qui  suivent. 
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autcm  preponantur  duocirculi,  representabit  eadcm  unilas  in  tcrclo 
loco  posita  centum  hoc  modo  |10(J  ,  et  binarius  duccnta,  ita  |  -jou | ,  et 
simililcr  omncs  notule  posite  secundum  numerum  difTerentiarum 
habent  represaintarc  (sic)  earumdem  numéros.  Si  autem  diuersa- 
rum  difFercntiarum  numeri  insimul  fuerint  representandi,  ponentur 
notule  eos  représentantes  naturali  dispositione.  Que  représentât 
scilicet  numerum  prime  differentie  ponetur  in  primo  loco,  et  que 
représentât  numerum  secunde  differentie  in  secundo  loco,  et  sic 
de  tercia  et  quarta,  et  ceteris  que  secuntur.  Verbi  gratia,  volens 
representare  centum  .xi.ponet  tresunitates  in  ordine  i ta  1 1 1 1 1 ,  prima 
igitur  earum  in  primo  loco  posita,  in  dextera  scilicet  parte,  re- 
présentât unum,  et  secunda  .x.  et  tercia.  c.  Si  uero  in  disposi- 
tione cuiuslibet  numeri  interciderit  differentia  uacua,  ponetur  in 
loco  eius  circulus.  Vt  si  numerus  tercie  et  prime  differentie  esset 
significandus,  id  est  ducenta  quatuor,  esset  differentia  secunda 
uacua.  Ponetur  itaque  quaternarius  in  primo  loco,  et  circulus  in 
secundo,  et  binarius  in  tercio  loco  ita  |204l.  Hec  eadem  in  omni 
dispositione  numerorum  servanda  est  régula.  Hostenso  (sic)  qua- 
liter  per  dispositionem  novem  prepositarum  figurarum  et  decimi 
circuli  omnis  numerus  possit  significari,  qui  sint  etiam  digiti,  qui 
articuli  et  qui  compositi  numeri,  transeundum  est  ad  cetera  capi- 
tula, et  primum  dicamus  de  numerorum  aggregatione. 

Or,  voici  les  Chapitres  dont  le  Traité  se  compose  :  F.  i4  t^, 
col.  1-2  :  «  De  numerorum  aggregatione.  Aggregare  est  quos- 
libet  duos  numéros  uel  plures  in  unum  colligere  ». 

Exemple:  625 -f- 586  =  121 1. 

F.  i4  i^.,,  col.  2-f.  i5  ;-.,  col.  I  :  «  De  diminutione.  D'im'inuere 
est  quemlibet  numerum  ex  maiore  se  substrahere  ». 

Exemple  :  12025  —  3604  =  Sli\ . 

F.  10  /\,  col.  I  :  ((  De  duplatione.  Duplare  aliqucm  numerum 
est  eius  duplicati  summam  colligere  ». 

Sans  exemple. 

F.  i5  /'.;  col.  1-2  :  «  De  numej'o/'um  mediatione.  Mcdiarc  ali- 
qucm numerum  est  eum  in  duas  equales  partes  secare  ». 

§ans  exemple. 
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F.  i5  /'.,  col.  2-r.,  col.  2  :  (c  De  multipUcatione.  Multiplicare 
est  aliqiiem  numerum  in  alium  eum  secundum  unitates  illius  du- 
plicare.  Giiius  qui  voluerit  exeicitari  notitia,  necesse  est  multipli- 
cationes  digitorum  omnium  in  se  et  ad  inuicem  commendare  me- 
morie.  Multiplicationis  itaque  talis  est  doctrina  )>. 

Exemple  :  io{  x  206  =  21  î?^. 

F.  i5  V.,  col.  2-f.  17  y.,  col.  2  :  «  De  numeroriun  diuisione. 
Diuidere  est  numerum  per  alium  maiorem  secundum  quantitatem 
minoris  partiri,"uel  maioris  ad  minorem  facere  ». 

^  ,  228604         ,.c  i56     1800 

Exemples  :  „-„—  =  qdo  -—-  >  =  200. 

^  236  23b       9 

Ce  second  exemple  est  précédé  de  ces  mots  :  «  Notandum  etiam 
est  qubd  si  post  multiplicationem  supra  positi  numeri  et  eius  extrac- 
lionem  de  diuidendo  numéro  remanserunt  circuli,  post  quos  nuUus 
sit  numeruS;,  illi  sunt  preponendi  supraposito  numéro  eo  ordine 
quo  sunt.  Verbi  gratia  :  Diuidendus  estnumerus,  id  est  mille  octin- 

genti  per  nouem,  quorum  liée  est  figura 

F.  l'jv.,  col.  1-2  :  «  De  numeroriun  fractionihus .  Et  si  cuiusque 
numeri  denominatio  parlium  possit  fieri  infinitis  modis  secundum 
infinitos  numéros,  placuit  tamen  egiptiis  denominationem  suarum 
fractionum  facere  a.  .Ix.  diuiserunt  gradum  unum  in  .Ix.  partes 
quas  vocauerunt  minuta.  Item  unumquodque  minutorum  dlui- 
dentes  in  .Ix.  partes  alias  appellauerunt  eas  secunda,  eo  quod  essent 
partes  partium  in  secundo  loco,  deinde  partientes  quodque  secun- 
dum in  .Ix.  partes,  dixerunt  eas  lercia,  et  simililer  diuiserunt  sin- 
gula  tercia  in  .Ix.  partes  quas  uocauerunt  quarta,  eo  quod  essent 
in  quarto  loco  a  primis  fractionihus,  id  est  a  minutiis,  et  ita  des- 
cendentes  inuenerunt  quinla  et  sexta  et  septima,  et  hoc  usque  in 
infinitum  ». 

F.   17  r.,  col.  1-v.,  col.  2  :  «  De  multipUcatione  fractionum.  » 

F.  i^  r.,  col.  2-f.  18  r.,  col.  1:  «  De  fractionum  numerorum 
diuisione  ». 

F.  18  r.,  col.  1-2  :  «  De  positione  integrorum  numerorum  et 
fractionum.  » 

.lus(]u  l(!i  les  exemples  sont  appliqués   aux  diverses  espèces  do 
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grades,  dont  il  est  parlé  ci-dcssiis.  Les  deux  Cha[)itres  suivants  se 
rapportent  à  d'autres  exemples  numérifjues,  savoir  : 

F.   i8  r.,  eol.  7-v.,  eol.  i  :  «  Item  de  diuersis  fractioiiibus.  » 


Exemples  :  3  +  J  X  8  -•-  jy  =  ^^  +  14" 

i  ^  V  ^^  ÏT 

F.  i8  f .;,  col.    1-2  :  «  De  diuisione  diuersarani  fiactionum.  n 

Exemple:  ^t>  -f-  -jt  ^  3  ^ 

3  +  J- 

F.  18  v.y  col.  2-f.  19  /'..  col.  I  :  ((  De  radicum  (sic)  numerorum. 
Post  traditam  multiplicandi  et  diuidendi  plenam  doctrinam,  restât 
de  radicibus  numerorum  dicendum.  Quarum  scientia  non  solum 
iialet  ad  geometriam  et  astronomiam,  uerum  etiam  ad  totam  qua- 
driuii  disciplinam  iialde  est  necessaria,  quod  leviter  patet  studenli 
in  mathematica  scientia.  Videndum  itaque  est  quid  sit  numerorum 
radix.  Radix  numeri  est  alter  numerus  in  se  niultiplicatus  reddens 
ipsum.  Binarius  enim  radix  dicitiir  quaternarii,  quia  in  se  ductus 
reddit  quaternarium.  » 

F.   19  /'._,  col.  1-2  :  ((  De  inuentione  radicis  integri  numeri.  » 
F.  19  /•.,  col.  2-(\,  col.  I  :  «  De  exemple  inueniende  radicis. 
Proponitur  numerus  (5625)  cuius  radix  inuenienda  est.  » 
F.  19  V.,  col.  1-2  :  «  De  radicibus  fractionum.  » 
F.  19  V.,  col.  2-f.  20  r.y  col.  I  :  «  E xemplum  de fractionibus  : 
cum  autem  radicem  duorum  et  tercie  atque  décime  unius  uolueris 
inuenire.  )> 

F.  20  r.,  col.  1-2  :  ))  Item  de  inuentione  radicum  alio  modo.  » 
F.  20  r.,  col.  2-('.,  col.   I  :  ((  Item  de  inuentione  radicis  nu- 
meri integri  cum  fractionibus.  » 

Le  Traité  se  termine  (f.  20  v.,  col.  1-2)  par  deux  Chapitres  sans 
titre.  Je  rapporte  le  premier,  comme  preuve  évidente  que  lorsque 
ce  Traité  fut  composé,  le  système  de  l'abacus,  dont  les  divers 
Traités  qui  nous  restent  se  terminent  par  une  section  spéciale  re- 
lative aux  minutiœ,  n'avait  pas  encore  été  entièrement  abandonné  : 
((  Scire  autem  oportet  quod  monas  in  .xii.  diuiditur  uncîas.  Vn- 
cia  vero  in  .xxiiii.  scripulos.  Scripulus  uero  ex  sex  constat  siliquis. 
Obulus  autem  ex  tribus  siliquis.  Gérâtes   uero  continet  unani  et 
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semis  siliquam.  Siliqua  autem  unum  continet  calcum  et  terciam 
eiiis.  Calcus  autem  ex  tribus  granis  suam  efficit  quantitatem. 
Constat  igitur  calcum  subsesquitertium  esse  ad  sib"quam,  sili- 
quam autem  subsexquialteram  esse  ad  ceratem.  Gérâtes  uero 
subduplaest  ad  obolum.  Obolus  autem  medietas  est  scripuli.  Scri-  f 
pulus  uero  subtriplus  est  adragmam  (sic),  dragma  autem  quarta 
pars  est  semuntie  et  octaua  uncie,  et  uncia  duodecima  pars  unitatis. 
Unitas  uero  est  quo  unaqueque  res  dicitur  una.  Hac  commoda  iu- 
troductione  de  multipllcatione  et  diuisioiie  ceterisque  premissis  ad 
quadriuii  tocius  disciplinam  dicta  suffîciant.  Si  quid  autem  ad  ea 
que  sequuntur  necessarium  pretermissum  est,  diligens  lector  per 
premissa  leuiter  poterit  inuenire.  » 

Par  l'analyse  détaillée  de  ce  Traité,  qui  ne  me  paraît  pas  dépourvu 
d'intérêt  pour  l'histoire  des  Sciences,  j'en  reviens  au  point  même 
d'où  j'étais  parti  dès  le  commencement  de  cette  lettre,  c'est-à-dire, 
en  d'autres  termes,  que  ce  Traité  paraît  pouvoir  clore  les  savantes 
recherches  de  Michel  ChasleS;,  insérées  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences  (^),  et  être  classé  parmi  les  points  de 
départ  de  celles  de  Woepcke  :  Sur  U introduction  de  V arithmé- 
tique indienne  en  Occident  {'-). 


Veuillez  agréer,  etc. 

Rome,  le  26  juillet  i883. 


Hejnui  Nardlcci. 


(•)  Explication  del'abacus  de  Boèce  (IV,  96).  —  Sur  V origine  de  notre  sys- 
tème de  numération  (VIII,  72).  —  Explication  des  Traités  de  l'abacus,  et  parti- 
culièrement du  Traité  de  Gerbert  (XVI,  i56).  —  Règles  de  Vabacus  (XVI,  48).  — 
Analyse  et  explication  du  Traité  de  Gerbert  (XVI,  281).  — Développements  et 
détails  historiques  sur  divers  points  du  système  de  Vabacus  (XVI,  iSgS).  — 
Recherche  des  traces  du  système  de  Vabacus,  etc.  (XVII,  1^3  ). 

('■')  Rome,  imprim.  des  Se.  math,  et  phys.,  iSSg,  in-4°  de  72  p.  Voyez  aussi  du 
même  auteur  :  Mémoire  sur  la  propagation  des  chiffres  indiens^  dans  le  Journal 
asiatique,  6"  série,  tome  I,  Paris,  i863,  p.  27-79,  234-290,  442-J29.  Une  savante  ré- 
cension  de  ces  deux  écrits  de  Woepcke,  par  M.  J.  de  Goeje,  se  trouve  dans  les 
pp.  457-4G6  du  volume  intitulé  :  <(.  De  Gids.  Acht  en  tanntigste  jaargang.  Derdc 
série.  Tweede  j'aargan g.  Amslerdàm,  1864.  » 
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DÉTERMINATION  D'UNE  CLASSE  PARTICULIÈRE    DE    SURFACES  A  LIGNES 
DE  COURBURE  PLANES  DANS  UN  SYSTÈME  ET  ISOTHERMES; 

Par  m.  g.  DAHBOUX. 

Dans  un  travail  déjà  ancien,  inséré  en  1868  aux  NachricJiten 
de  Gœtlingue,  M.  Ennepcr  a  déterminé  toutes  les  surfaces  dont 
la  courbure  totale  est  constante  et  pour  lesquelles  les  li<^nes  de 
courl)ure  de  l'un  des  systèmes  sont  planes  ou  sphériques.  Le 
résultat  obtenu  par  cet  habile  géomètre  est  particulièrement  inté- 
ressant :  les  surfaces  déterminées  par  les  conditions  que  nous 
venons  d'énoncer  ont  leurs  lignes  de  courbure  planes  dans  un 
système  et  sphériques  dans  l'autre.  De  plus  les  plans  des  lignes  de 
courbure  du  premier  système  passent  par  une  même  droite  et,  par 
conséquent,  les  sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  courbure  du 
second  système  ont  toutes  leur  centre  sur  cette  droite.  Les  surfaces 
de  M.  Enneper  ont  du  reste  été  étudiées  d'une  manière  détaillée  par 
différents  géomètres  allemands;  les  équations  qui  les  déterminent 
contiennent  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module  est  absolu- 
ment quelconque. 

D'après  une  remarque  faite  par  M.  O.  Bonnet,  on  peut  déduire, 
de  chaque  surface  dont  la  courbure  totale  est  constante,  deux 
surfaces  dont  la  courbure  moyenne  est  constante  et  qui  sont  paral- 
lèles à  la  première.  On  voit  donc  qu'aux  surfaces  à  courbure  totale 
constante  découvertes  par  M.  Enneper  correspondent  des  surfaces 
à  courbure  moyenne  constante  qui  auront,  elles  aussi,  leurs  lignes 
de  courbure  planes  dans  un  système  et  sphériques  dans  l'autre. 
Ces  dernières  surfaces  ont  été  l'objet  d'une  étude  récente  de 
M.  Max  Voretzsch  ('). 

Or,  d'après  un  résultat  que  l'on  doit  encore  à  M.  O.  Bonnet,  les 
surfaces  dont  la  courbure  moyenne  est  constante  peuvent  être 
divisées  en  carrés  infiniment  petits  par  leurs  lignes  de  courbure 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  lignes  de  courbure  de  chaque 
système  constituent  une  famille  de  courbes  isothermes. 

('  )  lAI.vx  Vouinzscii.  UntersucJiuug  einer  speciellen  Flache  constantcr  tnittlerer 
Krûinniung  bel  welcher  die  eine  der  beiden  Schaaren  der  Kriunmungslinien 
von  ebenen  Curven  gebildet  ist.  Gbttingen^  i883. 
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11  résulte  donc  de  la  recherche  faite  par  M.  Enneper  qu'il  existe 
des  surfaces  satisfaisant  à  cette  double  condition  que  leurs  lignes 
de  courbure  soient  planes  dans  un  système  et  en  outre  que  la  sur- 
face puisse  être  divisée  en  carrés  infiniment  petits  par  ses  lignes 
de  courbure.  J'ai  été  ainsi  conduit  à  chercher  toutes  les  surfaces, 
autres  que  les  surfaces  de  révolution,  jouissant  de  cette  double 
propriété.  La  solution  de  ce  problème  fait  l'objet  du  présent  travail. 

Le  résultat  que  j'ai  obtenu  me  parait  remarquable:  bien  que  les 
surfaces  cherchées  doivent  satisfaire  à  la  fois  à  deux  équations  aux 
dérivées  partielles,  on  trouve  qu'elles  contiennent  dans  leur  équa- 
tion deux  constantes  et  une  fonction  arbitraire.  On  a  donc,  dune 
part,  une  famille  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un 
système,  jouissant  d'une  propriété  géométrique  à  laquelle  les  géo- 
mètres attachent  quelque  intérêt;  et,  à  un  autre  point  de  vue,  on 
ajoute  aux  surfaces  en  très  petit  nombre  dont  les  lignes  de  cour- 
bure forment  un  système  isotherme  toute  une  famille  de  surfaces 
qui,  par  cette  propriété,  viennent  se  placer  à  côté  des  surfaces  de 
révolution  et  des  surfaces  minima. 

Malgré  le  degré  de  généralité  de  la  solution,  on  peut  obtenir 
une  construction  géométrique  simple  de  toutes  les  surfaces  qui  cor- 
respondent à  des  formes  différentes  de  la  fonction  arbitraire.  D'ail- 
leurs les  calculs  que  l'on  doit  développer  pour  obtenir  les  expres- 
sions des  coordonnées  d'un  point  delà  surface  cherchée  en  fonction 
de  deux  variables  indépendantes  offrent  une  intéressante  applica- 
tion de  la  belle  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce  qui  est  due  à  M.  Hermite.  A  tous  ces  points  de  vue, 
j'ai  pensé  qu'il  y  aurait  quelque  utilité  à  faire  connaître  dans  ses 
points  essentiels  la  méthode  que  j'ai  suivie. 

L 

Je  rappellerai  d'abord  les  formules  de  la  théorie  des  surfaces  dont 
j'aurai  à  faire  usage. 
Soit 

l'expression  de  Vêlement  linéaire  de  la  surface.  Les  six  quantités 
/^  7>  '%  P\t  Vu  f'ït  identiques  au  signe  près  à  celles  qui  ont  été 
considérées  par  M.  Codazzl  et  M.  Bonnet,  doiv(Mil  satisfaire  aux 


rchil  ions 


(  •>.  ) 


mi^:lan(;i:s. 

(h 

Or, 

Xi*^ 


(3)  kqx-^-Cp^o,     r  =  — -— ,      ,■,=  -. 

(j    ()v  A  '>w 

Désignons  par  a,  «',  a''  les  cosinus  direcleurs  de  la  tangente  à  la 
courbe  v  =  const.  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  la  tangente 
à  Tare  Adu]  par  b,  h' ^  ^"  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  la 
courbe  u  =  const.  ou  à  l'arc  ddv ,  et  enfm  par  c,  c\  c"  les  cosi- 
nus directeurs  de  la  normale  à  fa  surface.  On  devra  avoir 

,    ôa        j  ()a        , 

]  db  ôb 

(  :)  )  *    —  =1  en  —  ar  -,      -—  —  cpi  —  «/-i, 

\    ou  (){' 

I    ()C  j  <)c  . 

\    -^   ^aq—bp,      —   =aqx—  bp^^ 

\   ()u  Ov 

et  les  équations  analogues  pour  a',  b' ,  c' \  d\  b'\  c" .  Les  équa- 
tions (5)  feront  connaître  les  neuf  cosinus;  puis  on  obtiendra  les 
coordonnées  rectangulaires  X,  Y,  Z  d'un  point  de  la  surface  ex- 
primées en  u,  V  par  les  quadratures 

/  f/X  =  A  a  du  H-  G  Z>  dv  ^ 

(6)  \  dY  =  Xa'  du-\-Cb'dv, 

dZ  ^  \a"du^Cb"dv. 

Remarquons  enfin  que^  si  l'on  emploie  la  représentation  sphé- 
rique  de  Gauss,  c'est-à-dire  si,  par  le  centre  d'une  sphère  de  rayon 
I ,  on  mène  une  parallèle  à  la  normale,  prolongée  jusqu'à  son  inter- 
section avec  la  sphère,  le  point  de  la  sphère  correspondant  au 
point  (X,  Y,  Z)  de  la  surface  aura  pour  coordonnées  c,  c',  c" . 
L'élément  linéaire  de  la  sphère  sera,  donc  déterminé  par  la  formule 

( 7 )  ds'^-  =  I.dc^=  (p du-\-pid\>y^-^{q  du  -^q^dv yK 
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IL 

Après  avoir  rappelé  les  formules  précédentes,  nous  allons  les  ap- 
pliquer au  problème  proposé;  nous  supposerons  les  surfaces  cher- 
chées rapportées  àleurs  lignes  de  courbure.  Gela  s'exprimera,  comme 
on  sait  et  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier,  par  les  deux  équations 

(8)  7?  =  o,     qx=o. 

De  plus,  comme  les  lignes  de  courbure  doivent  être  isothermes,  on 
pourra  poser 

(9)  A  =  G  =  e/s 

h  désignant  une  nouvelle  variable,  substituée  à  la  valeur  commune 
de  A  et  de  G 

Ija  formule  (7)  se  réduit,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  à  la  sui- 
vante : 

On  voit  que  les  lignes  de  la  sphère  qui  correspondent  aux  lignes 
de  courbure  de  la  surface  forment  un  système  orthogonal.  Pour 
exprimer  que  les  lignes  de  courbure  de  l'un  des  systèmes,  par 
exemple  les  lignes  v  =  const. ,  sont  planes,  il  suffira  d'exprimer  que 
les  lignes  qui  leur  correspondent  sur  la  sphère  sont  des  cercles, 
c'est-à-dire  que  leur  courbure  géodésique  est  constante  :  cela  con- 
duit à  l'équation 

(10)  qpi=~Y'^, 

ov 

où  V  désigne  une  fonction  de  r. 

Les  équations  (8),  (g),  (10)  sont  l'expression  complète  des  con- 
ditions géométriques  auxquelles  doit  satisfaire  la  surface  cherchée. 
Si  on  les  joint  aux  équations  (2)  et  (3),  on  en  déduira  les  valeurs 
suivantes  des  six  quantités/?,  q,  ...  : 


(••) 


P  =  07 

p\  =— 

,,  à/l 

qi  =  0, 

dit 

0/1 

V 
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V  désignant  la  dérivée  de  V;  en  outre,  Ja  fbnction  h  devra  satis- 
faire aux  deux  équations  aux  dérivées  partielles 

au  dv    \  _  dh  ôji 
ùh       j  ^  ôuôç' 

.         ,r„x  f^'^h       ,,,„  dh        ô^h 

i3)  I  +  V2)— ^  4-VV'—  -f-— -  ==0. 

"      L'intégration  simultanée  de  ces  équations  est  donc  la  première 
recherche  que  nous  ayons  à  entreprendre. 

L'équation  (12)  est  du  troisième  ordre,  mais  il  est  aisé  de  l'in- 
tégrer complètement.  En  effet,  si  nous  multiplions  ses  deux  termes 

par  — jT—7  ils  deviennent  1  un  et  J  autre  des  dérivées  exactes  par 

rapport  à  ç.  Une  première  intégration  donne  ainsi 


On  peut  écrire  cette  équation  comme  il  suit  : 


d^  h 
du  dv  dh 


\/{ 


âhY  ,  ^<' 

ou/  '  ^     ' 


et  une  nouvelle  intégration  par  rapport  à  i^  nous  donne 

Il  est  vrai  que  nous  avons  négligé  la  solution  particulière  four- 
nie par  l'équation 

mais  il  est  aisé  de  voir,  en  la  combinant  avec  l'équation  (i  2),  qu'elle 
ne  donne  aucune  autre  solution  du  problème  proposé  que  les  sur- 
BuU.  des  Sciences  mnthém.,  2"  série,  t.  Vif.  (Soplcnibrc  i883.)      19 
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faces  de  révolution.    Cette    solution   était    évidente    a  priori,   et 

nous  pouvons  la  négliger. 

L'équation  (i4)  peut  être  mise  sous  la  forme 

(i5)  T^  =  Ue/'-i-Uie-/s 

^      '  ou 

où  U  et  Uj  sont  des  fonctions  quelconques  de  u.  Il  serait  facile, 
en  leur  donnant  des  formes  convenables,  d'achever  l'intégration; 
mais  il  nous  a  paru  préférable  de  conserver  l'équation  (i5). 

Si  dans  l'équation  (i3)  on  substitue  à  la  variable  t^la  variable  r, 
définie  par  l'équation 

(t6)  dv\  - 


elle  prend  la  forme  très  simple 

()2  h  ()2  h 

Tout  se  réduit  donc  à  l'intégration  simultanée  des  équations  (i5) 
et(i7). 

En  différentiant  l'équation  (i5),  on  obtiendra  la  valeur  de  -r — -, 

que  l'on  pourra  exprimer  en  fonction  de  h  et  de  u.  Portant  cette 
valeur  dans  l'équation  (17),  on  obtiendra 

ill  +  U' e^'  -f-  u;  e-i»-  +  U2  e2/i  _  u?  e-2/*  =  o. 
ov 

Tï  T    1   •    1  •  dh  .       , 

Multiplions  par  2  ---  et  intégrons  par  rapport  a  v^ ,  nous  aurons 

/  Ah  \2 

(18)  (Pj    +2U'e/'  — 2U'ie-/'  +  U2^2A^_Uïe-2/^-f-U2  ==0, 

Uo  désignant  une  nouvelle  fonction  de  u. 

Les  équations  (i5)  et  (18)  peuvent  être  écrites  sous  la  forme 
suivante  : 

—  =  o(h,  u), 
ou 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 
'^  \  /{lu  u)  =  x\}'cf'  —  ).h\c  f>  -t-  UV2/'  -^  V\\c-'^i>  -i-r^. 
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Nous   pouvons  en  déduire   par   la  difrérentiation   deux   valeurs 

différentes    pour   -r — 7— >    et,   en  exprimant   que  ces   valeurs  sont 

*■  ou  ÔVx  ' 

égales,    nous   trouverons  l'équation   de  condition 

^  do  df        df 

^      '  a  II  oh        ou 

Je  dis  que  cette  équation  doit  avoir  lieu  identiquement.  En  effet, 
s'il  n'en  était  pas  ainsi,  elle  déterminerait  h  qui  serait  fonction  de 
la  seule  variable  u,  et  la  surface  cherchée  serait  une  surface  de 
révolution.  Nous  avons  déjà  écarté  cette  solution,  qui  est  évidente 
a  priori. 

En  écrivant  que  l'équation  (20)  a  lieu  identiquement,  c'est- 
à-dire  que  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  e^  sont  nuls, 
nous  obtenons  les  trois  équations 

GUU'i  +  eu'Ui  -i-u;  =  0. 

La  dernière  s'intègre  immédiatement  et  l'on  est  ramené  au  sys- 
tème 

TT/  Tt" 

(21)  {    U         Ui 

6UUi-hU.2  =  Cl, 

où  Cl  désigne  une  constante  arbitraire.  Il  faudra  donc  d'abord 
déterminer  les  fonctions  U,  puis  intégrer  le  système  des  équa- 
tions (i5)  et  (18)  ou,  ce  qui  est  plus  simple,  comme  nous  le 
verrons,  le  système  équivalent  des  équations  (i5)  et  (17). 

m. 

Je  commence  par  l'intégration  du  système  (21).  On  déduit  de 
la  première  équation 

U,U'-UU',  =  G, 

C  désignant  une  constante. 

Si  Ton  prend  comme  inconnue  auxiliaire 

UUi  =  G, 
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OE  trouve 

U2  =  C,  —66, 

/r.  du  r  f.  fi'/ 

__-_G,-80, 

et  ô  doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle 

(9.2)  266"  —  6'2  -^CJ  =  462(Gi  -  86). 

Différentions  cette  équation,  nous  obtiendrons 

6"'  =  46'(Gi  — 126), 

d'où  nous  déduirons  par  l'intégration 

6"  =  4Gi6  — 2462-^0,. 

On  déduit  immédiatement  de  cette  dernière  équation  que  l'inconnue 

auxiliaire  9  dépend  des  fonctions  elliptiques  et  qu'elle  doit  être  de 

la  forme 

A  +  B  sn2  M, 

que  l'on  peut  aussi  écrire,  en  introduisant  une  constante  o), 

B(sn2  II  —  sn^w). 

En  exprimant  que  cette  valeur  satisfait  à  l'équation  (22),  nous 
obtenons 

1    G    ^  -  A"2  snto  cno)  dn  w. 
(  23  )  {  G,  =  3  A-2  sn2  (0  —  1  —  A-2, 


6    =  _(sn2w  —  ?n2M)- 


Les  deux  premières  équations  feront  connaître  A',  to  en  fonction 
de  G,  Ci  ;  la  dernière  donnera  f). 

Quant  aux  deux  fonctions  U,  U,,  elles  doivent  satisfaire  l'une 
et  l'autre  à  l'équation 


ou 


^  =  G,-86, 
1 


■—  =  j.A"^  su 2  //  —  I  —  /.2  _-  2/. 2  sn^o), 


I 


y 


I 
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et,  cil  outre,  leur  |)ru(JiiiL  doit  cLre  ('^al  à  0.  On  recoiiniiîL  le  cas 
le  plus  simple  de  l'équation  de  Lamé,  si  complètement  étudiée  par 
M.  Hcrmite,  et  les  solutions  U,  U<  sont  précisément  celles  dont  le 
produit  est  une  fonction  entière  de  sn-u. 

Il   résulte   des  recherches   de   M.   Hermite   (Comptes  rendus, 
t.  LXXXV)  que  l'on  aura 

...        11(11  ^io)\r(o)  -«|i^ 


0'(w) 


I   H(.r-co)H'(o)    »g 

p  étant  une  constante  à  laquelle  on  peut  donner  une  valeur  quel- 
conque ;  car  sa  variation  donnera  une  série  de  surfaces  semblables 
à  l'une  quelconque  d'entre  elles.  Nous  prendrons  p  =  /,  et  les 
valeurs  définitives  de  U,  Uj  seront 

H'(o)H(M+a))     -u^\ 
U    =  — ^^—^ — ^^ e      *^  (  '-  ) , 

!?.0(to)e(«) 

Hïo)H(«-co)    u^ 

■2 (-) {M)e{i(  ) 


IV. 

Nous  avons  maintenant  à  intégrer  le  système  formé  par  les  deux 
équations 

à  h      ^.    ,       ,.       , 

ou 

d-^  h       d-^  h 

^r^  "^  ;m  ^  ''' 

où  U,  U|  désignent  les  fonctions  définies  par  les  formules  (-^-i)- 
La  première  de  ces  équations  appartient  à  un  type  que  l'on  sait 
intégrer  dès  que  l'on  en  connaît  une  solution  particulière.  Il  suffit, 
en  effet;  de  prendre  comme  inconnue  soit  e^^,  soit  e~^^  et  l'on  est 
ramené  à  une  équation  de  Riccati;  par  conséquent,  les  valeurs  de 
e^  correspondantes  à  quatre  solutions  particulières  auront  entre 
elles  un  rapport  anharnionique  constant,  et  l'intégrale  générale 
sera  donnée  par  une  formule 


P  +  QC 

pfi  ^= 2 — 

R  -r^  se 


,/l  — 
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où  G  désigaera  la  constante  arbitraire  par  rapport  à  u^  fonction 
de  {>^,  et  où  P,  Q,  R,  S  seront  des  fonctions  déterminées  de  u. 
Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  la  recherche  de  solutions 
particulières  de  cette  équation. 

Or  reportons-nous  à  l'équation  (20)  qui  a  lieu  identiquement. 
Elle  exprime,  on  le  reconnaîtra  par  un  calcul  facile,  que  les 
fonctions  h  de  u,  définies  par  l'équation 

sont  précisément  des  solutions  particulières  de  l'équation  à  inté- 
grer. Il  suffira  donc  de  résoudre  l'équation 

(25)  U2  e2/i  _|_  2U'e^^  4-  U2  —  2  U'i  e-^^  -\-  Uf  e-2'*  =  o, 

qui  est  du  quatrième  degré  par  rapport  à  e^^  et  l'on  aura  quatre 
solutions  particulières  qui  permettront  d'écrire  l'intégrale  géné- 
rale cherchée. 

Les  invariants  i  et  y  de  cette  équation  ont  pour  valeurs 

t=    —   (l  -A-2_hA4), 
12 

y  =  -^(i-HA'2)(2A-2-i),(A-2-2). 
La  résolvante  du  troisième  degré  a  ses  racines  rationnelles 

I-f-A2  I  —  2/v:2  A2— 2 


7 j 


12  12  12 


et,  par  des  calculs  qu'il  me  paraît  inutile  de  reproduire,  on  obtient 
les  expressions  suivantes  des  quatre  racines  cherchées  : 


(.6)  e"  =  A î ^V î^    /^ 

OÙ  l'on  donne  à  y  successivement  les  quatre  vaJeurs 

o,     2K,     2  î  K',     2.K  -h  2  i  K'. 
D'ailleurs,  comme  on  peut  donner  à  l'expression  de  e^'  la  forme 

e-2( )    I  _  A-2  sn2  1  sn2 .      e(.a> 

\       2       /  2  2         " '■ 

(27)  e''=       ;  ( ^ "—r     «>-, 

02 ( )     A  sn2 A  sn2  -i 


qui  esl  linéaire  par  rapport    à    la  constante  A  sn-  -,  on  voit  (\u(t 

l'intégrale  générale  cherchée  sera  donnée  par  l'une  quelconque  des 
formes  équivalentes  (26)  ou  (27),  où  y  sera  la  constante  arbitraire. 
Mais  Y  qui  ne  dépend  pas  de  u  est  ici  une  fonction  de  t^,  qui 
reste  à  déterminer  par  la  condition  que  h  satisfasse  à  l'équation 

Exprimons  que  cette  équation  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs 
de  Uj  nous  aurons  les  équations 

qui  donnent 

en  négligeant  une  constante  additive  qu'on  peut  supposer  réunie 
à  v^.  En  résumé,  on  trouve,  pour  la  valeur  définitive  de  A,  la  for- 
mule 

M  -t-  iVi  —  w  \  ^  /  U  — ivx  —  w  . 

0  (  ©'((.)) 


(28)  ef'=—^ '- — ^ = ^^    ®''" 

^^  (  u  -^  IVx  -^  i.ù\        [  u  it^i  -1-  to  \ 


^  /  u  —  Wj  -H  to  \ 


et  l'on  connaît  complètement  l'élément  linéaire  de  la  surface  cher- 
chée aussi  bien  que  les  six  quantités/?,  q^  r,  /?,,  q^^  /'i. 

En  éliminant  ^,  entre  l'équation  (28)  et  sa  dérivée,  j'ai  vérifié 
qu'on  retrouve  bien  l'équation  (i5)  qu'il  s'agissait  d'intégrer. 

V. 

Il  reste  maintenant  à  indiquer  comment  on  trouvera  les  neuf 
cosinus  a,  a' ^  a!' ,  ...  et  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
de  la  surface.  Mais  auparavant  je  définirai  une  nouvelle  fonction 
qui  jouera  un  rôle  essentiel  de  cette  recherche. 

Considérons  la  fonction 


er-^""' 

^) 

Il  -4-  ;■< 

1  O'iw) 

V         2 

-e     '' 
\ 

(■•(w) 

I 

de  l'argument  complexe   ?/-!-/(',.   Il    résulte  de   la    formule  (28") 
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que  e^'  est  le  module  de  celte  fonction.  On  pourra  donc  poser 

.    n — ï — 

(29)  e/.+.c^=  - 


2  (-'(W 


H 


î^i 


et  l'on  obtiendra  pour  a- l'expression 

(3o)  e^'^ 


01  1  H 


▼1 


H 


M+  1(^1  +  W\        /«^ 


IPj  —  O) 


2  /        \  2 

D'ailleurs,  comme  /i  +  io-  est  une  fonction  de  la  variable  complexe 
u  4_  iVj^  on  aura  les  équations  bien  connues 

dh  àa        dh         di 


(3t) 


dçi 


du       du        dvi 


qui  nous  seront  utiles. 

La  fonction  ia-  ne  diffère  de  h  que  par  les  notations.  Elle  satis- 
fait par  conséquent  à  une  équation  tout  à  fait  semblable  à  l'équa- 
tion (i5) 


(32) 

où  M  et  N  ont  pour  valeurs 


(33) 


M 


N  = 


(0)0(0) +  rPi)^-H-.^;^ 

2e(w)H(iVi) 

•      \  0'(w) 

H  (0)6(0)  —  tPi)    '^i0(;7) 

26(0))  H  (îVi) 


Nous  verrons  plus  loin  comment  la  Géométrie  fait  prévoir  l'exis- 
tence de  cette  équation.  La  valeur  de  a-,  contenant  d'ailleurs  l'arbi- 
traire u  qui  ne  ligure  pas  dans  la  formule  (32),  donne  par  consé- 
(pient  l'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle. 

VL 

Quand  on  connaît  l'élément  linéaire  d'une  surface  et  les  six 
(juaiitités  qui  figurent  dans  les  formules  de  Codazzi,  il  reste  à  dé- 
terminer les  neuf  cosinus  et  les  coordonnées  rectangulaires  X,  Y,  Z. 


I 
I 
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On  osL  conduil,  comme  l'a  démontré  M.  Bonnet,  à  une  seule  sur- 
face ;  mais  la  détermination  de  cette  surface  dépend  en  général, 
Icomme  il  serait  aisé  de  le  prouver,  de  l'intégration  d'une  équa- 
tion de  Riccati.  On  a  de  nombreux  exemples  dans  lesquels  on  se 
trouve  arrêté  et  où  l'intégration  à  effectuer  paraît  réellement  im- 
possible. 

Dans  le  cas  actuel,  j'ai  pu  terminer  les  calculs  et  obtenir  les 
neuf  cosinus  et  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  manière  sui- 
vante : 

Considérons  un  point  de  la  surface  et  la  tangente  à  la  ligne 
de  courbure  plane  v^^rconst.  qui  passe  en  ce  point.  Les  cosinus 
directeurs  de  cette  tangente  sont,  d'après  les  notations  du  §  I, 
a,  o! ^  a!' . 

Si,  par  le  centre  d'une  sphère  de  rayon  i,  nous  menons  une 
parallèle  à  cette  tangente,  elle  coupera  la  sphère  en  un  point  dont 
les  coordonnées  seront  «,  a' ^  ce' \  nous  aurons  ainsi  un  mode  de 
représentation  sphérique  de  la  surface  distinct  de  celui  de  Gauss 
et  qui  va  nous  être  très  utile. 

L'élément  linéaire  de  la  sphère  sera  donné  par  la  formule 

d&^  =  da^  -f-  rfa'2  -+-  cla"^ 
ou,  en  employant  les  formules  (5)  et  (11), 

\<)v  I  \ôv  du       I 

Introduisons,  en  tenant  compte  de  la  formule  (lO),  ch\  à  la  place 
de  dv  et  servons-nous  des  formules  (3i)  pour  substituer  les  déri- 
vées de  0-  à  celles  de  Ji.  Nous  obtiendrons  ainsi  l'expression  très 
simple 

(34  )  <r/S2  =  ch^  +  V2  l'il^dv] . 

Cette  formule  montre  que  les  lignes  P'i  =  const.  de  la  sphère,  qui 
correspondent  aux  lignes  de  courbure  planes  de  la  surface,  sont 
des  lignes  géodésiques,  c'est-à-dire  des  grands  cercles.  Ces  lignes 
admettent  pour  trajectoires  orthogonales  les  courbes  a- =  const., 
ce  qui  donne  la  signification  géométrique  de  la  fonction  o-. 

Le  résultat  précédent  pouvait  être  prévu  géométri([uemenl  ;  car, 
si  un  point  se  déplace  sur  la   surface  en   décrivant    une  ligne  de 
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courbure  plane,  le  point  correspondant  de  la  sphère,  dans  le 
mode  de  représentation  que  nous  avons  adopté,  décrira  évidem- 
ment le  grand  cercle  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  de  la  ligne 
de  courbure;  c'est  en  raison  de  cette  propriété  que  nous  nous 
sommes  proposé  de  déterminer  en  premier  lieu  les  cosinus  a,  a',  a'^ 
Lorsque  l'élément  linéaire  de  la  sphère  prend  la  forme  (34),  on 
sait  que  le  coefficientde  dç^^  doit  être  de  la  forme 

cette  remarque  se  vérifie  bien  ici  en  vertu  de  l'équation  (Sa),  que 
nous  avons  signalée  d'avance  à  l'article  précédent. 

Revenons  à  la  formule  (34)-  Nous  savons  que  o-,  Çt  sont  les  coor- 
données curvilignes  d'un  point  de  la  sphère;  a-  désigne  la  distance 
de  ce  point  à  une  courbe  fixe  (F)  de  cette  sphère,  distance  comp- 
tée sur  le  grand  cercle  normal  à  (F),  passant  par  le  point.  Quant 
à  (^1,  c'est  une  fonction  de  l'arc  de  la  courbe  (F),  compté  à  partir 
d'une  origine  fixe  jusqu'au  pied  du  grand  cercle  normal.  Appelons 
^,  jKj  ^  les  coordonnées  d'un  point  de  (F)  que  nous  considérerons 
comme  des  fonctions  de  l'arc  de  courbe  compté  à  partir  de  l'ori- 
gine choisie.  Désignons  cet  arc  par  s  et  appelons  x',  od' ^  ...  les 
dérivées  de  jp,  ...  par  rapport  à  s.  Nous  aurons 


x^ 


r 


=  I 


^^^^                                            (    ^'2+/2+^'2^i, 

Posons,  pour  abréger, 

X     y 

(36)                                           A  = 

X'    y 

x"    y 

XX 

x'x' 


=  o, 
=  o. 


^11 


nous  aurons  les  formules 


(37) 


y  M  —  ^ly  —  —  JkX  , 
zx"  —  xz"  =  —  A}'', 
a:y"—yx"  =  —  ^z\ 


dont  la  démonstration  est  immédiate. 

Exprimons  maintenant  que  le  point  {a,  a' ,  a")  de  la  sphère  est 
situé  à  une  distance  a-  sur  l'arc  de  grand  cercle,  qui  est  normal 
à  la  courbe  (F)  au  point  (r,  1',  z).  Nous  obtiendrons,  par  des  mé- 
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tliodes  lout  élémentaires,  les  formules 

/  ia  =\x  —  i{yz'  —  zy')]  e^'^  -\- [x  -h  i{yz'  —  zy'  )\  fi-'"^, 

( 38  )        ]  -la'  =  \y—  i{ zx'  —  xz')\ e'-^  -H  [ j  —  i{ zx'  —  xz')] e-i'^, 

(  .2a"  =  [z  —  i{xy'  —yx')]e^'^  -\-[z  -h  i{xy'  — yx')]e-^'^. 

Il  nous  reste  à  exprimer  qu'en  prenant  pour  s  une  fonction  con- 
venable de  t^i,  ces  formules  conduisent  à  l'expression  (34)  de 
l'élément  linéaire. 

Différentions  la  première,  en  tenant  compte  des  relations  (3^). 
Nous  trouvons 

ida  =  x'  ds[(i  +  iA)e''^  +  (i  —  i^)e-^'^\ 

-\-  id<y\[x  —  i(yz'  —  zy')]e^'^  —  [x  -^  ^(j-s'  —  -j')]  ^""^  j. 

On  déduit  de  là,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant  les  équations  ana- 
logues, 

jco         7  9       /i+îA   ds      .         i—i\  ds        -^X-  7  9 
\      •!       dvi  1       dvi  ) 

Si  l'on  compare  à  l'expression  fournie  par  la  formule  (34)  où 
Ton  a  remplacé  -r—  par  sa  valeur 

on  voit  que  l'on  doit  avoir 

^  ,  i  (n-tA)c?5  =  2VM^Pi, 

(39)  \ 

\  (i  —  i^)ds  =  i\^dvi. 

Ces  équations  peuvent  servir  à  un  double  usage. 

Si  Ton  a  choisi  arbitrairement  V  en  fonction  de  ç,  elles  nous 
font  connaître  5  et  A  en  fonction  de  ç  et,  par  conséquent,  A  en 
fonction  de  s.  Cette  relation  entre  A  et  5  détermine  non  la  situa- 
tion, mais  la  forme  de  la  courbe  (F).  Au  contraire,  si  l'on  a  pris  (F) 
arbitrairement  ainsi  que  k  et  to,  elles  nous  font  connaître  V  etVi  en 
fonction  de  s  et,  par  suite,  V,  Çi  en  fonction  de  ç.  On  voit  donc 
que  l'on  peut  choisir  arbitrairement  la  courbe  (F).  En  d'autres 
termes,  parmi  les  sur/aces  que  nous  étudions^  il  y  en  aura  tou- 
jours pour  lesquelles  les  plans  des  lignes  de  courbure  dupremier 
système  seront  parallèles  aux  plans  tangents  dUtn  cône  quel- 
conque. 
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La  détermination  de  a  étant  faite,  on  aura  h  par  l'une  des  for- 
mules (5)  qui  donne 

da        ,  j  dh         j   d<j 

àv  ou  ovi 

et,  par  conséquent,   la  différentielle  de  la  coordonnée  rectangu- 
laire X  d'un  point  de  la  surface  sera 

da        \  /  ^^   7 , 

dX  =  e^^  I    a  du  H ; i  =  e'i  f    adu 


07       I  \         •  di 

dvx    /  \  ôvi 

En  remplaçant  a  par  sa  valeur,  on  trouve 

(4o)  dX  =  ef^Y x' dvi  -\-It  —  l(yz'  —  zy)]e^^+i'^ d f"^^^^^\ 

+  [^  +  i(yz'  -  zy)]e'^-i'y  dl^'~  '"'^  \  . 

Voici  comment  on  peut  effectuer  cette  quadrature,  e^,  considé- 

^  •  u 

rée  comme  une  fonction  de—?  est  doublement  périodique  de  se- 
conde espèce  et  a  les  mêmes  multiplicateurs  que  la  fonction 

0'  (  fi  ) 

Si  l'on  applique  la  formule  donnée  par  M.  Hermitepour  la  décom- 
position en  éléments  simples,  on  trouvera 

H     -,  0"'  '••  ) 


(40 


H(2co)H'(o)         /,z^-4-?Vi-hw 

^  (u  —  iVi  -f-  3  w  \ 


H(2a))H'(o)    TT  /  ^'  —  ï('i -T- to 


e 


1 


M  et  IN  ayant  les  valeurs  définies  par  les  formules  (33). 

Si  l'on  porte  cette  expression  de  e^  dans  le  premier  terme  seul 
de  la  formule  (4o),  puis  que  l'on  remplace 

2 ViN'l x'  f/ri     par     .r' (i  -^  i A ) ds  =  d[ x  —  iivz'  —  zr')] 
2VN.r'r/v,      par     x' {\   -il)ds  =   d[x -^  i(yz.' —  zr')  \. 
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on  obtienl 

, ,  ,  ?*  -4-  iV)  —  3o)  . 

II I ,     .  •    .e'fo)) 


02 

I  +[^-^'(7^'--/)]  — 

H2 


I  U-k-  W^-+-  t)i\  \        7.         / 


2 


les  termes  non  écrits  se   déduisant  des  précédents  par  le  change- 
ment de  i  en  —  i. 

Dans   la   seconde   ligne  de   la  formule   précédente   figure    une 
fonction  que  l'on  déduit  de  la  suivante  : 


eu  x  —  ~  )    „  0'(<-o 


2 

Il  -+-  Wi 


en  y  remplaçant  ûo  par    \  ^  -  Ici  encore  F(^)  est  une  fonction 

doublement  périodique  de  seconde  espèce,  et  une  nouvelle  ap- 
plication de  la  méthode  de  décomposition  de  M.  Hermite  nous 
donne 


im^_^^\  '  n'(o)H{io>)dx 


En  faisant  usage  de  cette  formule,  nous  voyons  que  les  deux 
premiers  termes  de  dH.  deviennent  la  différentielle  exacte  d'un 
produit,  et  l'intégrale  nous  donne 


I  u  I  ^^~^  ^^1  —  ^^"^ 


X  = 


11(2(0)  \\\o)  /  U^  tV'i  -^  (0\ 


e'((0) 


H  /  ^^  — "'i  — ^^"^  \ 


I,  /"-'^'+'?j 
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On  aurait  pour  Y  et  Z  des  expressions  analogues.  La  question  est 
donc  complètement  résolue. 

VII. 

Il  nous  reste  maintenant  à  donner  l'interprétation  des  formules 
et  la  construction  géométrique  de  la  surface.  En  multipliant  l'é- 
quation (42)  par  x^  et  ajoutant  les  équations  analogues,  on  a 

Les  coefficients  ne  dépendant  que  de  r,  cette  équation  représente 
les  plans  des  lignes  de  courbure  du  premier  système.  Elle  ne  con- 
tient pas  de  terme  constant,  par  suite  les  plans  des  lignes  de 
courbure  du  premier  système  enveloppent  un  cône.  C'est  là  une 
première  propriété  de  la  surface.  Etudions  maintenant  les  lignes 
de  courbure  planes. 

Leurs  plans  sont  normaux  à  la  courbe  sphérique  que  nous 
avons  désignée  par  (F).  Rapportons  la  ligne  de  courbure  à  deux 
axes  rectangulaires  choisis  dans  son  plan  ,  l'un  Oy<  allant  au 
point  où  le  plan  coupe  la  courbe  (F)  et  ayant  pour  cosinus  direc- 
teurs x.^  y^  z\  l'autre  Ox<  perpendiculaire  au  premier  et  avant 
pour  cosinus  directeurs 

yz:  —  zy\     zx'  —  xz\     xy'  —yx'. 

Appelons  Xi  et  >',  les  coordonnées  relatives  à  ces  axes.  On  trouvera 
aisément 

(43)        ccy-^ly,-  '-^ ^ ^~  ^ 


'2H(20J)H'(0)  /fZ-^M'i-i 


Les  deux  équations  obtenues  en  séparant  les  parties  réelles  et  les 
parties  imaginaires  donneront  Xi^  j,.  On  voit  donc  que  la  forme 
des  lignes  de  courbure  planes  sera  la  même  pour  toutes  les  sur- 
faces qui  correspondent  à  un  même  système  de  valeurs  de  k  et 
de  (a)  et  sera,  au  contraire,  complètement  indépendante  de  la. 
forme  de  la  fonction  arbitraire  qui  entre  dans  les  formules. 
C'est  la  deuxième  propriété  géométrique  assurément  1res  remar- 
([iiablc  do  la  surface. 


tr,  i 
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En  Iroisiènic  lieu,  cherchons  l'arcte  du  contact  des  plans  des 
lignes  de  courbure  avec  le  cône  que  ces  plans  envelop[)ent.  (^cttc 
arctc  de  contact  sera  définie  par  l'équation 

à  laquelle  on  donnera  l'acilement  la  forme 

(  Î4j  (I-^^A)(^l  +  ^:7l)-^-(I— tA)(^,  —  iy^)  =  o. 

Si  l'on  tient  compte  des  formules  (Sg),  cette  équation  devient 

M(^i-j-rKi)-l-N(:ri  —  iyx)  =  o 

ou,  en  remplaçant  M  et  N  par  leurs  valeurs, 

(-)'  (  (.>  )  .    (-y  (  w  ) 

w    ■ 


(45)     -''^' 


Remarquons,  d'ailleurs,  que  le  point  situé  à  la  distance  i  sur 
l'arc  Oy^  décrit  la  courbe  (F)  normale  au  plan  de  la  ligne  de 
courbure  et,  par  conséquent,  ce  plan  roule  sur  le  cône  qu'il  enve- 
loppe. L'équation  précédente  nous  montre  que  la  droite  de  con- 
tact du  plan  de  la  ligne  de  courbure  avec  le  cône  enveloppe  ne 
dépend  que  des  constantes  A,  oj  et  nullement  de  la  forme  de  la 
jonction  arbitraire.  C'est  la  troisième  propriété  géométrique  de 
la  surface. 

En  réunissant  tous  ces  résultats,  nous  pouvons  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Considérons  les  coordonnées  rectangulaires  ^,,  jki  comme 
des  fonctions  des  variables  u,  p,  définies  par  la  double  équa- 
tion 

'  u  ±  ivi  —  3(o\ 

2  /         ^  '       t)  (  «  ) 


'r-   IV,   =: 


^1  =î=  iy\ 


02((O) 


II 


2H(2C0)ir(o)  /  i6  ±  îVi  H-  tO  \ 


U  équation 


const, 


définira,  une  famille  de  courbes  planes    isotlicrnics.    Faisons 
correspondre  à  chaque  courbe  {v^)  la  droite  définie  par  l'équa- 


tion 


'  (-)  I  w  ) 


(-)•(  (.. 


(••)((o  -4-  /ri)(.ri  -h  M'i)  =  c      ^'"'"   H(  (0  -    m-,  )(./•, —  /r,  V 
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Faisons  rouler  le  plan  qui  contient  les  courbes  sur  un  cône 
quelconque  ayant  pour  sommet  Vorigine  des  coordonnées. 
Alors  la  courbe  {^v^  ),  qui  dans  chaque  position  du  plan  corres- 
pondu la  génératrice  de  contact  du  plan  et  du  cône,  engendre 
précisément  la  surface  cherchée. 

Il  serait  aisé  d'établir,  à  l'aide  de  quelques  considérations  géo- 
métriques, une  partie  des  résultats  précédents  et  de  montrer,  en 
particulier^  pourquoi  la  solution  obtenue  contient  une  fonction  ar- 
bitraire. Je  me  contenterai  de  remarquer  ici  que,  dans  tout  ce 
qui  précède,  j'ai  seulement  étudié  le  cas  le  plus  générai;  les  cal- 
culs se  trouveraient  en  défaut  si  l'on  envisageait  ce  cas  particulier 
de  l'équation  de  Lamé  pour  lequel  les  deux  solutions  U,  Ui  se  ré- 
duisent à  une  seule.  Alors  les  plans  des  lignes  de  courbure  du 
premier  système  enveloppent  un  cylindre,  et  l'on  obtient  une  classe 
de  surfaces  qui  contient  en  particulier  celles  que  l'on  peut  déduire 
par  une  dilatation  des  surfaces  à  courbure  constante  de  M.  En- 
neper. 


* 
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COMPTES   RENDUS   ET  AWI  VSES. 


SALMON  (G.).  —  A  Treatise  on  thk  Analytic  Geometrv  of  tffree  Dimen- 
sions. Fourth  edit.  Dublin,  Ilodges  Figgis  and  Co.  In-H"",  XX-G12  p.;  i88'>». 

Cette  nouvelle  édition  de  l'excellent  Ouvrage  de  M.  Salnion  n'a 
pas  subi  des  changements  aussi  profonds  que  la  précédente;  elle 
s'en  distingue  seulement  par  quelques  améliorations  de  détail. 
Nous  nous  empressons  de  la  signaler,  et  nous  espérons  que  bientôt 
aussi  nous  pourrons  recommander  à  nos  lecteurs  la  traduction 
française,  qui  est  destinée  à  augmenter  en  France  le  nombre  des 
admirateurs  du  savant  géomètre  anglais. 


AMPÈRE  (André-Marie).  —  Théorie  mathématique  des  phénomènes  élec- 
trodynamiques, UNIQUEMENT  DÉDUITE  DE  l'expérience.  Deuxièmc  édition, 
conforme  à  la  première  publiée  en  1826.  Paris,  A.  Hcrmann,  164  p.  grand 
in-8°;  i883. 

Le  Mémoire  publié  par  Ampère  dans  le  tome  VI  des  Mémoires 
de  V Académie  des  Sciences  esihïen  connu  de  tous  les  savants 
qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  mathématique  de  l'électricité.  Il 
contient^  comme  on  sait,  le  développement  systématique  des  ad- 
mirables recherches  qu'Ampère  avait  faites  sur  la  loi  des  actions 
électrodynamiques;  même  après  les  progrès  si  étendus  qu'a  faits 
cette  branche  de  la  Physique  mathématique,  il  mérite  à  tous  les 
égards  d'être  lu  et  médité  par  les  physiciens  et  les  géomètres. 
Aussi  les  exemplaires  publiés  en  tirage  à  part  à  l'époque  de  l'im- 
pression du  Mémoire  étaient  devenus  extrêmement  rares  et  à  peu 
près  introuvables.  M.  Hermann  nous  a  donc  rendu  un  réel  service 
en  publiant  une  nouvelle  édition  de  cet  important  travail,  édition 
qui  est  absolument  conforme  à  la  première  et  qu'il  suffira  évidem- 
ment d'annoncer. 
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MÉLANGES. 

POUR  L'HISTOIRE  DES  LIGNES  ET  SURFACES  COURBES  DANS  L'ANTIQUITÉ; 

Par  m.  Pall  TANNERY. 

I. 

La  première  courbe  qu'un  géomètre  grec  ait  considérée  en  dehors 
du  cercle  paraît  avoir  été  la  quadratrice  {'zezpoL^(t)vit,o\j<sa){^) 

p  sin  o  =  R  -^— j 

si  son  invention  remonte  réellement  au  sophiste  Hippias  d'Elis, 
qui  fïorissait  dans  la  seconde  moitié  du  v^  siècle  avant  J.-C. 

Proclus  (2),  p.  2^2  :  «  D'autres  ont  résolu  le  même  problème 
(la  trisection  de  l'angle)  par  les  quadratrices  (^)  d'Hippias  et  de 
Nicomède,  lignes  également  mixtes  (comme  la  conchoïde  de 
]Nicomède).   » 

P.  356  :  «  C'est,  au  reste,  la  coutume  générale  des  mathématiciens, 
quand  ils  traitent  des  lignes,  de  donner  le  caractère  (to  cu;j.7rTwijt.a, 
la  relation  correspondant  à  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui 
V équation)  de  chaque  espèce.  Ainsi  Apollonius  donne  le  caractère 
de  chacune  des  coniques  ;  Nicomède  a  fait  de  même  pour  les  con- 
choïdes,  Hippias  T^ouvXes  quadratrices,  Perséepour  lesspiriques.  » 

A  la  vérité,  Hankel  a  prétendu,  sans  toutefois  donner  de  raisons, 
que  i'Hippias  cité  par  Proclus  dans  ces  deux  passages  n'était  pas 
le  contemporain  de Socrate.  Mais  M.  Cantor  (>^o/7^5W/i^e/i^  p.  i65) 
a  excellemment  défendu  l'opinion  commune,  fondée  d'ailleurs  sur- 


(')  Je  donne  l'cMiiiation  polaire  de  celle  courbe  sous  la  forme  la  plus  simple  ijui 
corresponde  à  sa  délinilion  dans  Pappiis,  \\,  3i,  éd.  lliillsch,  p.  25j. 

(^)  Procti  Diadochi  in  priniurn  Euclidis  Elemenlorum  libruni  conitnentarii, 
(1.  Fricdlcin,  —  Leipzig,  Teubner,  1873. 

(')  Le  pluriel  est  ici  un  hellénisme  et  ne  doit  nullement  faire  soup'çonner  que 
les  anciens  aient  considéré  sous  le  nom  de  quadratrice  ditïérentes  espèces  de 
courbes.  Mixtes  désigne  chez  Geminus,  qui  suit  Proclus,  les  lignes  autres  que  la 
droite  et  le  cercle. 
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lout  sur  ce  qu'on  ne  connaît  pas  d'autre  géomètre  du  nom  d'Hi|)j)i;i>>. 
Je  me  contenterai  donc  de  répondre  aux  objections  nouvelles  for- 
mulées par  M.  G.-I.  Allman  (Greek  Geonxelry  from  Thaïes  lo 
Eiiclid,  Part  II,  Did^lin,  1881). 

i"  Hippias  d'Elis  ne  figure  pas  comme  mathématicien,  mais  seu- 
lement comme  autorité  historique,  dans  la  Jisle  des  géomètres  de 
Proclus  (p.  64-68),  liste  qui  provient  d'Eudème.  L'inventeur  de  la 
quadratrice  aurait  mérité  davantage. 

Mais  cette  omission  s'explique  suffisamment  par  le  discrédit  qui 
frappait  les  sophistes  aux  yeux  d'Eudème,  et  la  liste  en  question 
en  présente  une  autre  bien  plus  singulière,  celle  de  Démocrite. 

1^  Diogène  Laërce  (VIII,  83)  dit  qu'Archytas  fut  le  premier  à 
introduire  un  mouvement  d'instruments  dans  une  figure  géomé- 
trique; et  le  tracé  de  la  quadratrice  réclame  un  tel  mouvement. 
Cette  remarque  est  inexacte.  Un  nombre  indéfini  de  points  de  la 
quadratrice,  aussi  rapprochés  qu'on  le  veut,  peuvent  être  obtenus 
avec  la  règle  et  le  compas,  et  il  est  douteux  que  les  anciens  aient 
jamais  cherché  un  autre  procédé  pour  construire  cette  courbe. 

L'autorité  de  Diogène  Laërce  est  d'ailleurs  d'autant  moins  accep- 
table qu'il  parle  en  termes  exprès  de  la  solution  du  problème  de 
Délos  par  Archytas;  or  Eutocius  [Archimède,  éd.  Torelli,  p.  i43- 
i44)  nous  a  conservé,  d'une  part,  cette  solution  oh  ne  figure  l'em- 
ploi d'aucun  instrument,  et,  d'un  autre  côté  (p.  i45),  une  lettre  où 
Eratosthène  affirme  que,  «  si  Archytas,  Eudoxe,  etc.,  furent  capa- 
bles de  démontrer  l'exactitude  de  leurs  solutions,  ils  ne  purent 
les  réaliser  manuellement  et  pratiquement,  sauf  jusqu'à  un  certain 
point  Ménechme,  mais  d'une  façon  très  pénible   ». 

Le  mésolabe  d'Eratosthène  est  de  fait  le  plus  ancien  instrument 
dont  on  connaisse  l'emploi  pour  une  construction  géométrique; 
car,  en  présence  du  texte  que  je  viens  de  citer,  on  ne  peut  considérer 
que  comme  apocryphe  l'élégante  solution  pratique  du  problème  de 
Délos  attribuée  à  Platon  par  Eutocius  (p.  i35).  Ce  même  texte 
indique  qu'avant  Ménechme  on  ne  se  préoccupait  pas  du  tracé 
pratique  des  courbes,  tandis  que  l'inventeur  des  sections  coniques 
aurait  essayé  plus  ou  moins  de  résoudre  cette  question  pour  les 
lignes  qu'il  avait  découvertes. 

3''  M.  Allman  objecte  encore  que  Pappus  ne  connaît  nullement 
Hippias. 
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Pappus  dit  en  effet  (IV,  3o,  p.  25o-2)  :  «  Pour  la  quadrature  du 
cercle,  Dinostrate,  Nicomède  et  quelques  autres  plus  récents  ont 
employé  une  courbe  qui  prend  son  nom  de  sa  propriété  même,  car 
ils  l'appellent  quadratrice ;  voici  sa  génération.    » 

Dinostrate,  frère  de  Ménechme,  vivait  vers  le  milieu  du  iv®  siècle 
et  doit  avoir  été  postérieur  à  Hippias  de  deux  générations.  Quant 
à  Nicomède,  postérieur  à  Eratosthène,  il  appartient  au  lu^  siècle. 

Mais  la  divergence  des  renseignements  fournis  par  Proclus  et 
par  Pappus  s'explique  facilement  par  la  différence  des  sources  où 
ils  puisent.  Tout  ce  que  dit  le  premier  des  courbes  est  incontesta- 
])lement  emprunté  à  Geminus,  auteur  du  i^^'  siècle  avant  l'ère  chré- 
tienne, et  son  langage  prouve  dès  lors  que  Geminus  connaissait 
un  écrit  d'Hippias  sur  la  quadratrice  et  le  considérait  comme 
inventeur  de  cette  courbe,  quoiqu'il  n'ignorât  pas  que  Nicomède 
s'en  était  également  occupé. 

Cette  remarque  nous  permet  d'écarter  immédiatement  le  qua- 
trième argument  de  M.  Allman,  à  savoir  qu'il  y  aurait  eu  un  autre 
Hippias  auquel  pourraient  se  rapporter  les  citations  de  Proclus. 
Ce  serait  un  architecte  contemporain  de  Lucien,  qui  en  fait  un 
grand  éloge  comme  géomètre,  etc.,  dans  son  écrit  :  Hippias  ou  le 
Bain.  A  vrai  dire,  l'existence  de  cet  Hippias  n'est  nullement 
prouvée,  car  l'écrit  en  question  semble  bien  n'être  qu'une  pure 
fantaisie;  mais,  en  tout  cas,  il  est  impossible  de  songer  à  aucun 
géomètre  postérieur  à  Geminus  ou  même,  nous  semble-t-il,  à 
Nicomède. 

Quant  à  Pappus,  il  ne  cite  Geminus  qu'à  propos  des  travaux 
d'Archimède  en  Mécanique;  il  ne  semble  lui  avoir  rien  emprunté 
pour  la  Géométrie,  et  notamment  en  ce  qui  concerne  les  lignes 
et  les  surfaces  courbes.  Sa  manière  de  voir  diffère  en  plusieurs 
points  essentiels  de  celle  de  l'auteur  suivi  par  Proclus.  A  la  cita- 
tion qu'il  fait  d'ailleurs  (IV,  3i;  p.  254)  d'un  Sporos  dont  il  repro- 
duit les  critiques  sur  la  quadrature  du  cercle  au  moyen  de  la  courbe 
d'Hippias,  on  ne  peut  guère  douter  que  ce  Sporos  ne  soit  la  source 
où  il  puise  ce  qu'il  dit  sur  la  quadratrice. 

J'ai  essayé  d'établir  ailleurs  (')  que  ce  Sporos,  de  Nicée,  vivait 


(')  Annales  de  la  Faeidle  des  f.ettres  de  nordeaux.  p.   70-7G,  r>J7-.>f)i;    18S5. 
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proljablcinenL  à  la  (in  du  m'"  sh.'cIc  de  noire*  t'r<,',  c'<'.sf-à-dii(;  (juil 
élait  contemporain  de  Pappns,  mais  plus  âgé  que  lui;  (pi'il  avait 
recueilli,  pour  une  compilation  intitulée  'ApicrTOTtXixà  xr'ota  (rucher 
aristotélique),  les  travaux  mathématiques  relatifs  à  la  ([uadralure 
du  cercle  et  à  la  duplication  du  cube;  que  ce  recueil  lut  pour  les 
deux  objets  la  source  principale  de  Pappus  et  d'Eutocius. 

Au  temps  de  Sporos,  l'écrit  d'Plippias  pouvait  parfaitement  avoir 
disparu  sans  laisser  de  traces  ailleurs  que  dans  Geminus;  et  cela 
d'autant  plus  que  les  travaux  postérieurs  de  Dinostrate,  de  Nico- 
mède,  etc.,  avaient  naturellement  du  le  faire  négliger.  Le  silence  de 
Pappus  sur  Ilippias  n'a  donc  rien  d'étonnant,  et  ridentification 
de  cet  Hippias  avec  le  sophiste  d'Elis  reste,  en  somme,  l'hypothèse 
la  plus  plausible. 

II. 

Il  ne  me  paraît  pas  douteux  que  le  but  de  l'invention  de  la 
quadratrice  n'ait  été  le  partage  d'un  angle  ou  d'un  arc  donné  sui- 
vant un  rapport  donné.  La  génération  de  la  courbe  est  combinée 
pour  la  solution  immédiate  de  ce  problème,  tandis  que  la  quadra- 
ture du  cercle,  ou  plutôt  la  rectification  de  la  circonférence,  ne 
correspond,  pour  ainsi  dire,  qu'accidentellement  à  la  solution  d'un 
problème  particulier,  la  recherche  du  point  d'intersection  de  la 
courbe  avec  son  axe.  J'avais  par  suite  été  amené  à  interpréter 
le  passage  de  Pappus,  cité  plus  haut,  en  admettant  que  le  tra- 
vail d'Hippias  s'était  borné  à  la  division  d'un  angle  donné,  que 
Dinostrate  avait  le  premier  fait  l'application  de  la  courbe  à  la 
quadrature  du  cercle,  et  que  la  dénomination  qui  lui  a  été  donnée 
correspondait  à  ce  travail  postérieur.  M.  Cantor  semble  avoir 
admis  (Vo ries irngen,  p.  iG-j,  -m3),  plus  ou  moins  explicitement, 
les  mêmes  conclusions;  mais,  en  y  réfléchissant  davantage,  je 
crois  qu'elles  soulèvent  de  graves  objections. 

Tout  d'abord  le  texte  de  Geminus  dans  Proclus  suppose  nette- 
ment que  le  nom  de  la  courbe  lui  avait  été  donné  par  son  inven- 
teur Hippias.  D'autre  part,  il  est  clair  que  l'usage  pratique  de  la 
courbe  suppose  la  construction  d'un  pat/'on  découpé  en  équerre 
avec  la  quadratrice  remplaçant  l'hypoténuse  et  applicable,  comme 
notre  rapporteur,  sur  les  figures  considérées.  Dès  lors  la  détermi- 
nation de  l'intersection  de  la  courbe  avec  Taxe  s'inqmsail  imnié- 
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diatement,  et  le  problème  n'est  réellement  pas  si  difficile  qu'on 
doive  croire  qu'Hippias  fût  incapable  d'apercevoir  sa  relation  avec 
la  quadrature  du  cercle.  Enfin  la  célébrité  de  ce  dernier  problème 
était  dès  lors  assez  grande  pour  qu'Hippias  lui  empruntât  le  nom 
de  sa  courbe,  plutôt  qu'au  problème  qu'il  avait  sans  aucun  doute 
considéré  en  premier  lieu. 

Quant  au  témoignage  de  Pappus,  les  remarques  que  nous  avons 
laites  plus  haut  en  infirment  notablement  la  valeur,  et  je  suis 
d'autant  moins  disposé  à  en  tenir  compte  qu'il  ne  serait  nullement 
en  fait  favorable  à  la  thèse  que  j'examine;  car  non  seulement  il 
ignore  absolument  Hippias,  mais  il  considère  l'emploi  de  la  qua- 
dratrice  pour  la  division  de  l'angle  comme  une  découverte  relati- 
vement récente,  ce  qui  est  inadmissible.  On  pourrait  seulement 
conclure  de  là  que  ni  Dinostrate,  ni  Nicomède  n'avaient  traité  ce 
problème  sur  la  quadratrice. 

Pappus,  IV,  4o,  p.  284  *  «  Le  partage  d'un  angle  ou  d'un  arc 
donné  en  trois  parties  égales  est  un  problème  solide,  comme  nous 
l'avons  démontré  (c'est-à-dire  un  problème  réclamant  l'emploi  de 
sections  coniques);  mais  la  division  d'un  angle  ou  d'un  arc  donné 
dans  un  rapport  donné  est  un  problème  gramniique  (exigeant 
l'emploi  de  courbes  plus  complexes  que  les  coniques)  ;  il  a  été 
résolu  par  les  auteurs  récents  (utto  twv  vso^Tspojv),  et  nous  le  traitons 
de  deux  façons.  » 

Suivent  en  effet  deux  solutions,  l'une  par  la  quadratrice,  l'autre 
(46)  par  la  spirale  d'Archimède.  Pappus  revient  plus  loin  (ÏV,  51, 
p.  296)  sur  la  même  question  pour  montrer  qu'on  peut  construire 
un  angle  incommensurable  avec  un  angle  donné. 

Quant  aux  applications  à  la  quadratrice,  elles  se  rencontrent  dans 
Pappus  après  le  premier  passage  cité  (IV,  31,  32,  p.  256  et  suiv.), 
puis  (IV,  49,  p.  292  :  Trouver  un  cercle  dont  la  circonférence 
soit  égale  à  une  droite  donnée^  d'après  le  théorème  démontré 
précédemment,  et  IV,  5o  :  Décrire  sur  une  courbe  donnée  un 
arc  de  cercle  qui  soit  à  cette  corde  dans  un  rapport  donné.  Dans 
tout  cela,  il  n'y  a  rien  évidemment  d'original  de  la  part  de  Pappus, 
quoique,  dans  ces  derniers  problèmes  et  dans  ceux  sur  la  division 
de  l'angle,  ce  ne  soit  plus  à  Sporos  qu'il  fasse  ses  emprunts. 

Mais,  en  dehors  de  Pappus  et  de  Proclus,  il  existe  dans  l'anti- 
quité, à  propos  de  la  quadratrice,  un  témoignage  important  sur 
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lc((U('l  l'alLenlion  n'a  [)us  élu  sulïisammcnL  a|)(>elée,  qu(>i(|iril  ail 
(Hé  public  par  Brelschneider.  G'esl  un  passage  d'un  conriinonlalre 
(le  Jaml)li(|ue  sur  les  catégories  d'Aristote,  passage  conservé  par 
Simplicius  (Comment,  in  Aristotelis pkys.  libros  quattuor pr'io- 
res,  éd.  Diels,  p.  60). 

((  Aristote  ne  connaissait  pro])a])lement  pas  encore  la  quadra- 
ture du  cercle,  mais  elle  a  été  trouvée  parles  Pythagoriciens,  comme 
il  est  clair  d'aj)rès  les  démonstrations  du  pythagoricien  Sextusqui 
avait  reçu  par  une  tradition  éloignée  la  méthode  de  ses  démonstra- 
tions. Plus  tard  Archimède  l'a  trouvée  au  moven  de  la  liijne 
iiélicoïde,  Nicomède  au  moyen  de  celle  qu'on  appelle  proprement 
quadratrice,  Apollonius  au  moyen  d'une  ligne  qu'il  appelle  sœur 
de  la  cochloïde  et  qui  est  la  même  que  celle  de  Nicomède,  Carpos 
au  moyen  d'une  ligne  qu'il  appelle  simplement  de  double  mouve- 
ment; beaucoup  d'autres  enfin  ont  diversementrésolule problème.» 

Il  ne  semble  pas  qu'il  y  ait  lieu  de  s'arrêter  au  témoignage  con- 
cernant les  Pythagoriciens;  leur  fanatique  prôneur  perd  tout  sens 
critique  quand  il  sagit  d'eux.  Il  suffira  de  remarquer  que  Sextus 
ou  plutôt  Sextius  (*)  vivait  sous  Auguste  et  Tibère.  Pour  Archi- 
mède, Jamblique  fait  incontestablement  allusion  au  théorème 
(TTEpi  £Xtxo3v,  XVIII)  sur  l'égalité  entre  la  sous-tangente  à  la  spirale 
à  l'extrémité  de  la  première  spire  et  la  circonférence  du  cercle  cor- 
respondant, théorème  que  nous  ne  pouvons  évidemment  considérer 
comme  donnant  la  quadrature  du  cercle,  mais  auquel  les  anciens 
attribuaient  une  importance  considérable,  en  tant  qu'établissant 
l'égalité  d'une  droite  déterminée  avec  une  courbe. 

Nous  rencontrons  ensuite,  en  concordance  avec  Pappus  et 
Proclus,  une  preuve  du  travail  de  Nicomède  sur  la  quadratrice, 
puis  une  donnée  importante;  Apollonius  s'est  occupé  de  la  même 
courbe,  mais  en  lui  donnant  un  autre  nom  :  sœur  de  la  cochloïde. 

«  Cochloïde  est,  d'après  Pappus,  le  nom  de  la  courbe  inventée 
par  Nicomède  et  que  nous  appelons  conchoïde  avec  Proclus  et 
Eutocius.  Le  terme  sœur  de  la  cocliloïde  doit  donc  avant  tout 
être  regardé  comme  une  flatterie  adressée  par  Apollonius  à  Nico- 
mède. Il  permet  par  conséquent  de  fixer  l'époque  de  ce  dernier 


(  '  )  Il  y  ciiL  deux  philosophes  de  ce  nom,  le  pore  et  le   lils:  il   esl  diriicilc   de 
conjecturer  duquel  Jamblique  a  voulu  parler. 
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entre  Eratoslhène  et  Apollonius,  au  lieu  de  la  faire  descendre 
après  Apollonius,  comme  on  le  fait  ordinairement.  » 

Il  est  difficile  de  savoir  pourquoi  le  géomètre  de  Perge  a  tenu  à 
rejeter  le  terme  de  qiiadratrice.  Peut-être  le  trouvait-il  trop  général 
et  regardait-il  d'autres  courbes,  par  exemple,  lui  aussi,  la  spirale 
d'Archimède,  comme  ayant  autant  de  droits  à  ce  titre;  peut-être, 
ayant  calculé  plus  exactement  encore  que  le  Syracusain  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre,  voulait-il  affirmer  l'insuffisance 
des  solutions  graphiques. 

Le  rapprochement  de  la  courbe  d'Hippias  avec  la  conchoïde,  au 
point  de  vue  géométrique,  ne  peut,  d'autre  part,  être  regardé  que 
comme  passablement  forcé;  cependant  je  serais  porté  à  en  induire 
qu'Apollonius  avait  prolongé  la  quadratrice  en  dehors  du  cercle 
générateur  et  qu'il  en  avait  reconnu  les  asymptotes.  On  peut  être 
confirmé  dans  cette  hypothèse  par  ce  fait  que  Geminus  (Proclus, 
p.  iii),  essayant  de  classer  les  courbes  d'après  leur  forme,  w^ç^n 
reconnaît  point  qui  s^arrêtent  brusquement,  comme  le  supposerait 
pour  la  quadratrice  la  façon  dont  Pappus  expose  la  génération  de 
la  courbe,  et  comme  on  la  donne  d'ordinaire  d'après  lui. 

Avant  de  quitter  la  citation  de  Jamblique,  j'ajouterai  que,  dans 
la  courbe  de  double  mouvement  de  Garpos,  il  est  difficile  de  ne 
pas  reconnaître  la  cycloïde  dont  la  génération  si  simple  n'a  pas  dû 
échapper  aux  anciens. 

L'âge  de  Garpos  ne  peut  être  fixé  avec  précision.  Proclus  cite 
longuement  (p.  241  et  suiv.)  une  discussion  sur  la  prééminence 
logique  entre  les  théorèmes  et  les  problèmes  :  dans  cette  discussion, 
Garpos  le  mécanicien  soutenait  une  opinion  opposée  à  celle  de 
Geminus  :  il  semble  bien  lui  être  postérieur.  D'autre  part,  Pappus 
cite  Garpos  d'Antioche  à  propos  des  travaux  mécaniques  d'Archi- 
mède. On  a  ainsi  un  intervalle  de  trois  siècles  de  Geminus  à 
Pappus;  mais,  d'après  le  titre  de  l'ouvrage  cité  par  Proclus 
(  àaTpoXoyixYi  7rpaY[j.aT£ia,  Traité  astrologique),  j'inclinerais  à  le  placer 
avant  Ptolémée,  c'est-à-dire  au  premier  siècle  de  l'ère  chrétienne. 

IIL 

La  citation  de  Sporos  par  Pappus  (IV,  p.  254),  relative  à  la  qua- 
diaLrlce,  renferme  une  expression  qui  mérite  d'appeler  l'atlenlion. 
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Après  avoir  crilicjiic  l'emploi  de;  la  courijii  pour  la  (jiiadraliirc-  cl 
observé  qu'en  fait  rinterscction  avec  l'axe  ne  peut  élre  déterminée 
mathématiquement  si  l'on  ne  connaît  pas  le  rapport  de  la  circon- 
lerence  au  rajon,  Sporos  ajoute  :  «  A  moins  de  se  donner  ce  rap- 
port, il  ne  faut  pas,  par  confiance  dans  la  réputation  des  inventeurs, 
admettre  une  courbe  en  quelque  sorte  trop  mécanique  (fjLYi/avixwTspav 
7C0K  oOcrav)  » . 

Un  j)eu  plus  loin  (p.  2j8),  Pappns  reprend  cette  expression  à 
son  compte  :  «  La  génération  de  cette  ligne  (la  quadratrice)  est, 
comme  on  l'a  dit,  trop  mécanique  (u,Yi/avixoiT£pa),  mais  on  peut 
l'analyser  comme  suit  géométriquement  par  les  lieux  en  surfaces.  » 

Ces  deux  passages  sont  remarquables  parce  que  c'est  unique- 
ment sur  eux  qu'a  été  fondée  la  fameuse  distinction  des  courbes 
géométriques  et  des  courbes  mécaniques,  que  le  xvii'''  siècle  con- 
sidérait comme  ayant  été  classique  dans  l'antiquité  :  rien  ne  justi- 
fiait en  réalité  cette  opinion;  en  fait,  Pappus  ne  distingue  guère 
les  courbes  que  suivant  qu'elles  sont  engendrées  par  des  intersec- 
tions de  solides  ou  d'une  autre  façon.  Dans  la  seconde  classe,  il 
range  à  côté  des  hélices  (ce  qui  comprend  les  spirales)  les  qua- 
dratrices,  les  cochloïdes,  les  cissoïdes  (III,  p.  54,  IV,  p.  270). 
Geminus  dans  Proclus  ne  fait  que  des  classements  aussi  artificiels. 

Le  véritable  sens  de  l'expression  est  au  reste  assez  obscur,  et  il 
est  douteux  qu'il  soit  le  même  pour  Pappus  et  pour  Sporos;  chez 
le  premier  ce  sens  paraît  plutôt  à  rapprocher  de  celui  de  grossier; 
il  oppose  la  génération  vulgaire  à  celle  qu'il  va  donner,  par  d'élé- 
gantes combinaisons  de  surfaces,  sur  lesquelles  nous  allons  re- 
venir, combinaisons  qui,  au  reste,  n'aboutisspnt  nullement  à  un 
mode  de  construction  pratique,  et  surfaces  qui  supportent  la  con- 
struction de  l'hélice  ou  de  la  spirale  d'Archimède,  c'est-à-dire  de 
courbes  aussi  mécaniques  au  moins  que  la  quadratrice. 

Pour  Sporos,  le  sens  paraît  différent,  et  il  me  semble  précisé  par 
un  membre  de  phrase  qui  suit  dans  le  texte,  mais  que  le  savant 
éditeur  a  regardé  avec  quelque  raison  comme  suspect.  Après  troj> 
mécanique,  vient  «  et  servant  aux  mécaniciens  pour  beaucoup  de 
problèmes  ».  Quelle  que  soit  l'origine  de  celte  phrase,  que  Pappus 
y  ait  condensé  avec  trop  de  négligence  le  texte  qu'il  avait  sous  les 
yeux,  qu'elle  soit  une  glose  postérieure,  il  n'en  [)araît  pas  moins 
probable  que  des  équerres  en  quadratrice  étaient  depuis  le  temps 
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d'Hippias  employées  dans  la  pratique  et  que  Sporos  insiste  sur  ce 
que  la  construction  nécessairement  approximative  de  ces  instru- 
ments ne  permet  point  de  les  comparer  à  la  règle  et  au  compas. 

Quoi  qu'il  en  soit  au  reste  à  cet  égard,  je  laisse  ce  sujet  pour 
aborder  ce  que  Pappus  (IV^  33,  34,  p.  208-264)  appelle  la  géné- 
ration géométrique  de  la  quadratrice. 

Chasles  et  M.  Gantor  ont  déjà  appelé  l'attention  sur  ces  deux 
propositions  intéressantes  où  il  est  démontré  : 

1°  Qu'on  obtient  une  quadratrice  en  projetant  sur  le  plan  hori- 
zontal l'intersection  d'une  surface  de  \is  à  filet  carré  à  axe  ver- 
tical : 

z 
y  =  X  tang2  7r  y  7 

et  d'un  plan  passant  par  une  des  génératrices  rectilignes  de  cette 

surface 

z  =  m  y  ; 

2"  Que  cette  même  surface  de  vis  qui  donne  une  quadratrice 
pour  son  intersection  avec  un  plan  peut  être  définie  comme  ayant 
pour  directrice  courbe  non  plus  l'hélice,  mais  l'intersection  d'un 
cône  (  *  )  ayant  le  même  axe 

et  d'une  surface  cylindrique  (-)  à  génératrices  verticales  et  ayant 
pour  trace  horizontale  une  spirale  d'Archimède  dont  le  pôle  est 
sur  l'axe 

y/ic2  4-j^2  —  (i  arctang  -  • 

Il  est  intéressant  de  rechercher  à  quelle  époque  on  doit  attribuer 
ces  propositions. 

Il  faut  remarquer  que  la  surface  de  vis  est  appelée  plectoïdc 
par  Pappus  (2).  D'après  le  contexte,  on  ne  peut  douter  que  ce 
terme  ne  désigne  une  surface  réglée  à  plan  directeur,  dont  une  des 


(')  Pappus  suppose  ce  cône  rectangle. 

(^)  Plus  littéralement  cylindroïde. 

(^)  P.  liGu,  liv.  \1\  :  £v  'zktv.xot'.Zzl  i~i'i%'^î.[%.  —  P.  2(x>,  liv.  \I1I-XIV,  le  ternir 
lcrlini(iueest  illisible  dans  les  manuscrits.  K.  llultsch,  induit  en  erreur  par Toselli. 
a  restitué  à  tort  X'j)vivÔp:xy). 
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(JirecLric«is  est  reclllignc  cl  l'aulic^  une;  coihIjo  rjufîlcoiiqiic.  (^csl 
ce  ([ii'on  appelle  d'ordinaire  aujourd'hui  uuc  surface  co/io^V/^. 

11  serait  évidemment  à  désirer  que  l'on  reprit  le  terme  antique, 
incontestablement  plus  rationnel,  et  que  Ton  n'emplojàt  celui  de 
conoïde  que  dans  un  sens  où  pût  rentrer  celui  qu'Arcliimède  lui 
donnait  (')  pour  désigner,  par  exemple,  les  surfaces  de  révolution 
du  second  degré. 

Le  terme  de  plectoïde  ne  se  rencontre  au  reste  ailleurs  que 
dans  un  autre  passage  de  Pappus  (IV,  3G,  p.  2^0)  que  nous  allons 
traduire. 

Pappus  distingue  les  trois  genres  de  problèmes  reconnus  par 
les  anciens,  problèmes  plans  (du  premier  ou  du  second  degré), 
solides  (du  troisième  ou  quatrième  degré),  grammiques  (d'ordre 
supérieur).  Il  s'exprime  ainsi  sur  ces  derniers  (")  ^ 

((  Il  reste  encore  un  troisième  genre  de  problèmes  qu'on  appelle 
grammiques  ;  ip3irce  que  pour  leur  solution  on  emploie  d'autres 
lignes  (Ypa[J.;xat)  que  celles  dont  nous  venons  de  parler  (•*):  ce  sont 
des  lignes  dont  la  génération  est  plus  variée  et  plus  forcée,  qui 
dérivent  de  surfaces  moins  régulièrement  classées  et  de  mouve- 
ments plus  compliqués.  Telles  sont  les  lignes  qu'on  rencontre 
dans  ce  qu'on  appelle  les  lieux  en  surface^  ainsi  que  les  autres 
encore  plus  diversifiées  qu'ont  trouvées  en  grand  nombre  Démétrios 
d'Alexandrie  dans  ses  «  Epistases  grammiques  »  et  Philon  de 
Tyane  par  l'entrelacement  de  surfaces  plectoïdes  et  autres  de 
toute  sorte.  Ces  lignes  présentent  nombre  de  caractères  singuliers; 
quelques-unes  ont  été  jugées  parles  auteurs  plus  modernes  dignes 
de  traités  spéciaux,  entre  autres  celle  que  Menelaos  a  appelée 
a  paradoxes  ».  Au  même  genre  de  problèmes  s'appliquent  encore 
d'autres  courbes,  les  hélices,  les  quadratrices,  les  cochloïdes,  les 
cissoïdes  ». 


(')  Archimède  appelle co«OfV/eo/'i/i0^one notre pariiboloïde de  révolution, co/ïoïrfe 
ambly gOTie  une  des  deux  nappes  de  l'hyperboloïdc  de  révolution  autour  de  l'axe 
transverse.  Plectoïde  dérive  de  -Kkixzw  (tresser)  et  paraît  signilier  particuliè- 
rement «  qui  ressemble  à  un  ouvrage  de  vannerie  ». 

('^)  Il  est  à  remarquer  que  la  même  distinction  se  retrouve  dans  les  mêmes 
termes,  mais  avec  moins  de  développement,  III,  p.  54- 

(')  La  droite,  le  cercle  et  les  coniques;  les  anciens  n'uni  pas  à  proprement 
parler  de  terme  spécial  pour  désigner  les  courbes. 
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Il  semble  permis  de  conjecturer,   d'après  ce   passage,  que  les 
deux  propositions  mentionnées  tout  à  l'heure  ont  été  empruntées 
(par  l'intermédiaire  de  Sporos?)  aux  Considérations  sur  les  lignes  i 
de  Demetrios  d'Alexandrie.    Quant  à  l'âge  de  cet  auteur  et   de  j 
Philon  de  Tyane  qui  lui  est  associé,  on  doit  le  placer  avant  l'ère  | 
chrétienne  (au  ii''  siècle  avant  J.-C.?),  puisque  Pappus  leur  oppose,  ' 
comme    veojtsoo;;,    Menelaos   qui    vivait  à   la   fin   du    i*"'"  siècle  de; 
notre   ère.  Il  convient  d'ailleurs  de  remarquer  qu'ici,  par   «   ce 
qu'on  appelle  les  lieux  en  surface  »,  Pappus  désigne  spécialement  \ 
l'ouvrage  d'Euclide  qui  portait  ce  nom,  et  où  ne  devaient  proba- 
blement figurer,  ainsi  que  le  pense  M.  Heiberg,  que  le  cône,  le 
cylindre,  la  sphère  et  leurs  intersections. 

Il  reste  à  justifier  plus  pleinement  notre  hypothèse  sur  l'époque 
àeViny enûon  àès plectoïdes. 

Les  anciens  y  furent  naturellement  conduits  par  la  considéra- 
tion des  surfaces  de  vis  sur  lesquelles  les  inventions  d'Archimède 
durent  sans  aucun  doute  appeler  de  bonne  heure  l'attention  des 
géomètres.  Nous  allons  entrer  dans  quelques  détails  à  ce  sujet. 

IV. 

Archimède  lui-même  ne  paraît  avoir  rien  écrit  sur  ses  surfaces 
de  vis,  ni  sur  l'hélice  cylindrique.  On  peut  le  conclure  de  deux 
circonstances. 

D'une  part,  Garpos  d'Antioche  (Pappus,  VIII,  p.  1026)  dit  que 
le  Syracusain  ne  composa  sur  ses  inventions  mécaniques  que  son 
livre  de  la  sphéropée  et  jugea  les  autres  indignes  de  Traités  sem- 
blables. Il  semble  bien  d'un  autre  côté  (Proclls,  p.  io5)  que  la 
théorie  de  l'hélice  fut  pour  la  première  fois  traitée  par  Apollonius 
dans  un  livre  qui  portait  précisément  le  titre  d'une  des  plus 
célèbres  inventions  d'Archimède  «  Sur  la  vis  »  (-Trepi  tou  xo/Xiou). 

Le  y^oyliac,  (limaçon  d'après  Diodore  de  Sicile  et  Moschion  dans 
Athénée  (Archimède  de  Torelli,  p.  365-36(3)  est  une  machine 
destinée  à  l'élévation  de  Feau,  c'est-à-dire  la  vis  d'Archimède, 
ainsi  que  permet  de  le  constater  la  description  de  la  cochlia 
par  Vitruve.  Moschion  appelle  au  contraire  â'Xi;  la  vis  comme 
organe  de  transformation  de  mouvement,  en  rapportant  d'ailleurs, 
comme  la  précédente,  cette  invention  à  Archimède.  f 


i 
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Pappus  (livre  VIfï)  {)arlc,  sous  le  nom  de  xo/Xtaç  : 
i"D'uncvissansnnengrenanlavccuneroiicdentéefp.  i  io8-r  i  i  ^); 
il  indic|uc  le  tracé  pratique  de  l'hélice  monoslrophc  et  dislrophc 
(d'une  ou  deux  spires  de  l'hélice)  et  reinarqu(;  (|ue  ce  tracé  con- 
corde avec  la  démonstration  d'Apollonius  ;  il  donne  d'autres  détails 
sur  la  construction  de  l'appareil,  et,  d'après  Héron  dans  ses  JMi'ca- 
iiiques,  démontre  qu'à  chaque  tour  de  vis  correspond  l'avance 
d'une  dent  sur  la  roue  ; 

2°  (p.  ii22-ii3o)  Et  d'une  même  vis  et  d'une  autre,  également 
sans  fin,  faisant  mouvoir  parallèlement  à  son  axe  une  dent  que 
porte  un  curseur  guidé  dans  une  rainure;  l'écrou  ne  paraît  pas 
inventé. 

Les  autres  passages  du  livre  VIII  indiquent  que  le  •Aoy\l'xc,  est 
une  des  cinq  puissances  des  anciens  (avec  le  coin,  le  levier,  la 
moufle  et  le  treuil),  qu'il  s'appelait  proprement  aireipoç  y,oyli(x<;  (vis 
sans  fin),  pour  le  distinguer  sans  doute  du  xoyXiaç  pour  l'élévation 
de  l'eau.  La  vis  sans  fin  pouvait  d'ailleurs  être  xexpaYwvoç  (à  filet 
carré)  ou  bien   c&axtotoi;  (à  filet  triangulaire). 

D'après  Proclus  [loc.  cit.),  Apollonius  avait  démontré  dans  son 
écrit  sur  la  vis  que  tous  les  arcs  d'une  même  hélice  cylindrique 
peuvent  coïncider  entre  eux.  Il  avait  donc  poussé  assez  loin  la 
théorie  de  cette  hélice  dont  il  semble  le  créateur,  mais  il  n'avait 
pas  dû  s'y  borner  et  il  avait  considéré  sans  aucun  doute  les  sur- 
faces singulières  qu'offrait  l'instrument  dont  il  traitait,  que  ce  fût 
seulement  la  vis  d'Arcliimède,  que  ce  fût  aussi  la  vis  sans  fin,  ce 
qui  semble  plus  probable. 

Les  travaux  dont  Pappus  nous  a  conservé  une  faible  trace  relati- 
vement à  la  surface  de  vis  durent  suivre  probablement  à  bref  délai 
l'élan  donné  par  Apollonius.  A  cette  date,  ils  s'expliquent  d'eux- 
mêmes;  plus  tard,  à  une  époque  de  décadence  incontestable,  il  y 
aurait  invraisemblance. 

Avant  de  terminer,  j'ajouterai  quelques  mots  au  sujet  de  la 
W^ne  paradoœos  de  Menelaos. 

Il  peut  paraître  bien  aventureux  d'essayer  de  conjecturer,  sur  la 
vague  et  unique  indication  de  Pappus,  ce  que  pouvait  être  cette 
courbe.  Cependant  le  champ  des  recherches  peut  facilement  être 
limité. 

Il  résulte  incontestablement  du  lexte  de  Pappus  que  celte  courbe 
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élaÎL  engendrée  par  l'intersection  des  deux  surfaces  ;  d'autre  part, 
d'après  le  genre  des  recherches  que  faisaient  les  anciens  sur  les 
courbes,  la  propriété  singulière  qui  a  fait  donner  son  nom  à  cette 
courbe  doit  être  relative,  soit  à  une  quadrature,  soit  au  tracé  de  la 
tangente,  et  la  seconde  hypothèse  est  de  beaucoup  la  plus  impro- 
bable  (').  Enfin  rien  ne  prouve  que  Menelaos  ait  été  le  véritable 
inventeur  de  la  courbe  et  de  sa  propriété  singulière;  ce  fut,  à  la 
vérité,  un  mathématicien  de  valeur,  mais  son  originalité  réelle  est 
bien  loin  d'être  démontrée,  et  il  appartient  à  un  âge  où  l'on 
s'occupe  plutôt  désormais  de  perfectionner  les  découvertes  anté- 
rieures que  de  les  étendre. 

Que  les  quadratures  de  surfaces  courbes  aient  été  abordées  par 
les  anciens,  comme  on  est  conduit  à  le  conjecturer  pour  la  courbe 
de  Menelaos,  Pappus  en  donne  un  exemple  remarquable,  précisé- 
ment avant  le  dernier  passage  que  je  viens  de  citer.  Il  parle 
(p.  281-268)  d'une  hélice  tracée  sur  la  surface  de  la  sphère  et 
dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  serait,  0  étant  la  distance 
au  pôle,  X  la  longitude. 


1  . 

0  =  --  A. 


Il  donne  la  mesure  de  l'aire  de  cette  hélice  et  prouve  notamment 
qu'avec  le  quart  de  grand  cercle  passant  par  le  pôle  et  l'extrémité 
de  l'hélice  sur  l'équateur,  celle-ci  divise  l'hémisphère  en  deux 
parties  dont  l'une  est  carrable  (-). 

Si  l'on  veut  aller  plus  loin  pour  la  divination  de  la  courbe  de 
Ménélaos,  on  tombe  immédiatement  sur  des  conjectures  sans  appui 
et  il  peut  même  paraître  difficile  d'en  faire  de  plausibles.  J'essayerai 
toutefois  d'en  proposer  une. 

En  fait,  je  ne  connais  qu'une  courbe  qui  pourrait  satisfaire  aux 


(')  On  doit  écarter,  par  exemple,  les  propriétés  relatives  à  la  rectification  de  la 
courbe,  question  dont  les  anciens  ne  paraissent  point  s'être  occupés. 

(^)  Geminus  parle  d'hélices  sphériques  et  coniques;  la  quadrature  donnée  par 
Pappus  doit  donc  être  antérieure  à  l'aire  chrétienne.  On  ne  peut  p;uêre  douter  que, 
par  analogie  avec  les  hélices  cylindrique  et  sphériquc,  l'hélice  conique  n'ait  été 
définie  par  le  mouvement  uniforme  d'un  point  sur  une  génératrice  se  mouvant 
elle-même  uniformément  autour  de  l'axe  du  cône.  Dans  le  développement  de  la 
surface  conifjue  (circulaire  droite)  sur  un  plan,  ces  courbes  ont  pour  transformées 
tics  spirales  d'Arcliimêde. 
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conditions  (''noncées  pour  représenter  la  «  paradoxos  ».  C'est  celi<? 
de  la  voùle  carral)le  de  Viviani,  intersection  d'une  splière  par  un 
cylindre  circulaire  droit  tangent  intérieurement,  et  dont  le  dia- 
mètre est  égal  au  ravon  de  la  splière.  Cette  courbe  laisse  en  dehors 
d'elle  dans  l'hémisphère  qui  la  comprend  une  surface  équivalente 
au  carré  construit  sur  le  diamètre  de  la  sphère. 

L'attention  des  anciens  a  certainement  été  appelée  de  bonne 
heure  sur  les  courbes  de  ce  genre;  car,  si  le  diamètre  du  cylindre 
n'est  pas  déterminé,  l'intersection  n'est  autre  que  V Iiippopède  in- 
ventée par  Eudoxe,  suivant  la  restitution  de  M.  Schiapparelli, 
courbe  qui,  dans  le  système  astronomique  du  Cnidien,  représentait 
la  trajectoire  du  mouvement  d'anomalie  des  planètes.  D'autre  part, 
le  problème  de  quadrature  de  surfaces  spliériques  limitées  par  des 
courbes  gauches  a  pu  se  poser  dès  l'emploi  des  voûtes  dans  les 
constructions. 

Or,  si  l'on  prend  pour  pôle  un  des  sommets  de  la  courbe,  et  si 
l'on  compte  les  longitudes  à  partir  du  grand  cercle  passant  par  ce 
pôle  et  tangent  au  cylindre,  l'équation  de  la  courbe  est,  en  coor- 
données polaires, 

D'après  l'exemple  donné  par  Pappus,  il  est  clair  que  la  quadrature 
n'offrait  aucune  difficulté  pour  les  anciens.  Cette  courbe  présentait 
pour  eux  une  autre  particularité  :  un  caractère  qvn  la  classait  dans 
les  hélices  sphériques,  tandis  qu'elle  s'obtient  d'ailleurs  par  l'inter- 
section de  deux  surfaces  simples. 

{A  suivre.  ) 


SUR  QUELQUES  INTEGRALES  DONNEES  DANS  LE  COURS  D'ANALYSE 

DE  M.  HERMITE; 

Par  m.  DUARTE  ZEITE  PERETRA  DA  SILVA. 

Soient 

Il  z=  X  sina?  -1-  cosj',     V  =  sin.r  —  x  cosj", 

1                      IV      .        1                r      xcLr 
et  proposons-nous  de  trouver  l  intecrale  r  =  / -, — -• 


292 


On 
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i 

au  -\-  hv  =  ( a X  -^  b)  sin a:  -h  (a  —  bx)  cosx 


Posant 


on  aura 


donc 


Mais 


par  suite, 


et 


=  {ax  -h  b) 


iie^ 


(a  —  bx)        .   '. —  i 


=  -^^  [e2/x(^_|_  i)(a  —  i'b)  —  (x  —  i){a^  ib)\ 
ix  —  i)(a  -^  ib)  /'     .    X  -^  i  a  —  ib         \ 

=    : e^'^  :   —    —  I      . 

9.ie'^'  \         X — i  a -^  ib  / 


y^iX 


X  -{-  i  a  —  ib 


X  —  i  a  -~  ib 


j          (.r —  i)(a  -h  ib)  . 
au  -}-  bv  =  ^ ^-^-^_ -(z  —  i); 


lie' 


''=/(^ 


^e^i^x^dx 


ibf{x—  iY{z  —  \Y 

,  .  a—  ib      e2/.r^2 

dz  ==  Il 77 7—  dx ; 

a-\-  ib  {x  —  if 

_        ii         r     dz        _ 


y 


i  —  X       e- 


a  —  ib  au  H-  6p 


const. 


2-+-6S 


I  lU  -f-  V 


77-  J r-  consl., 

a  —  ib  au  -1-  bv 


et  non —-,  comme  ie  l'avais  affirmé,  par  méffarde. 

au-^  bv  '^  '  1  o 

/x'^  dx  f  X'  dx 

— ~  et  /  — ~  •>  il  suffit  de  donner  à  a  et  b  des 


valeurs  convenables. 
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—    TllÉOUIl-:    MATUKMATIQLK    DE   LA    RICHESSE   SOCIALE.  LctUSUIine,    l88i. 

COURNOT  (Augustin).  —   Recherches   sur   les   principes   mathémvtiques 
DE  LA  THÉORIE  DES  RICHESSES.  Paris;  i838. 

Le  titre  de  ces  Livres  semble  promettre  pour  la  science  d'Adam 
Smith  une  voie  sûre  et  nouvelle.  Les  auteurs  n'ont  rencontré  ce- 
pendant qu'une  approbation  très  indifférente.  Savant  distingué, 
écrivain  habile,  esprit  original  et  élevé,  dans  l'art  des  déductions, 
Cournot  était  un  maître.  M.  Walras  se  fait  honneur  d'être  son  dis- 
ciple. ((  Cournot  »,  dit-il,  «  est  le  premier  qui  ait  tenté  franchement 
l'application  des  Mathématiques  à  l'Économie  politique;  il  l'a  fait 
dans  un  Ouvrage  publié  en  i838,  qu'aucun  auteur  français  n'a  jamais 
critiqué.  J'ai  tenu  »,  ajoute  le  savant  professeur  de  Lausanne,  «  à 
mentionner  l'auteur  d'une  tentative  remarquable,  sur  laquelle, 
je  le  répète,  aucun  jugement  n'a  été  porté,  et  à  laquelle  j'ose  dire 
que  justice  n'a  pas  été  rendue.  » 

Ce  reproche,  publiquement  adressé  aux  compatriotes  de  Cournot, 
a  été  pour  moi  l'occasion  de  relire  un  Ouvrage  fort  oublié,  dont, 
malgré  la  juste  réputation  de  l'auteur,  ceux  qui  l'ont  parcouru 
n'ont  pas  tous  conservé  une  impression  favorable.  «  Le  titre  de 
mon  Ouvrage  »,  dit  Cournot  dans  sa  préface,  «  n'annonce  pas  seule- 
ment des  recherches  théoriques,  il  indique  que  j'ai  l'intention  d'y 
appliquer  les  formes  et  les  symboles  de  l'Analyse  mathématique.  » 
Les  formes  et  les  symboles  de  l'Analyse  mathématique  imposent 
la  précision  et  promettent  la  rigueur  ;  ils  n'inspirent  et  ne  donnent 
droit  à  aucune  indulgence.  Les  formules  sont  vraies  ou  fausses, 
les  définitions  vagues  ou  précises,  les  raisonnements  rigoureux  ou 
absurdes;  tel  est  le  langage  des  géomètres.  C'est  celui  de  Cournot. 
iPlusieurs  essais  ont  précédé  le  sien;  il  n'en  cite  qu'un  seul  :  les 
[principes  d'Economie  politique  de  Canard,  petit  Ouvrage  publié  en 
[l'an  X  et  couronné  par  l'Institut,  u  Ces  prétendus  principes  »,  dit 
iCournot,  «  sont  si  radicalement  faux  et  l'application  en  est  telle- 
Bull.  des  Sciences  mat  hem.,  r  scriç.  l.  \  II.  (Non  ombre  i.S83.)  iv 
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ment  erronée,  que  le  suffrage  d'un  corps  éminent  n'a  pu  préserver 
l'Ouvrage  de  l'oubli.  On  conçoit  aisément  que  des  essais  de  cette 
nature  n'aient  pas  réconcilié  avec  l'Algèbre  des  économistes  tels 
que  Say  et  Ricardo.  )> 

Le  citoyen  Canard,  quoique  professeur  de  Mathématiques, 
ignore  ou  oublie  les  éléments  du  calcul  des  fonctions.  Sachant  que 
le  prix  d'une  denrée  s'accroît  avec  le  nombre  des  acheteurs,  avec 
leurs  besoins  et  avec  les  revenus  dont  ils  disposent,  et  qu'il 
diminue  avec  le  nombre  et  l'empressement  des  vendeurs,  la  tra- 
duction dans  la  langue  algébrique  est  pour  lui  immédiate;  B-|-  \x 
est  en  effet,  suivant  Canard,  le  type  de  toute  fonction  croissante  de 
la  variable  x,  et  B'  —  h! x  celui  des  fonctions  décroissantes;  tel 
est  le  point  de  départ  et  la  base  de  sa  théorie. 

Comment  devint-il  lauréat  de  l'Institut?  Sur  le  rapport  de  quelle 
Commission?  Je  n'ai  pas  eu  l'indiscrétion  de  le  chercher  (^). 

Les  problèmes  abordés  par  Cournot  sont  insolubles  par  le  rai- 
sonnement seul;  il  n'entie  pas  cependant  dans  le  plan  du  savant 
auteur  de  recourir  à  l'observation  des  faits;  non  qu'il  en  mécon- 
naisse l'importance;  mais  il  faut  diviser  le  travail,  et  le  sien  est 
autre.  Il  étudie  les  lois,  laissant  à  d'autres  les  chiffres.  Ses  for- 
mules, où  n'entrent  que  des  lettres,  sont  hérissées  de  fonctions 
inconnues;  en  s'appliquant  à  les  chercher,  il  croirait  sortir  de  son 
rôle.  Vraies  ou  fausses,  leur  étude,  pour  les  hommes  de  pratique, 
doit  sembler  une  fatigue  inutile;  ils  s'y  soustrayent  en  fermant  le 
livre.  Si  la  théorie  des  richesses  de  Cournot,  malgré  la  science  de 
l'auteur,  la  juste  considération  attachée  à  sa  personne,  l'influence 
de  sa  situation  et  le  mérite  de  ses  autres  écrits,  n'a  pu,  depuis  un 
demi-siècle,  attirer  sérieusement  l'attention,  c'est  que  les  idées  s'\ 
dérobent  sous  l'abondance  des  signes  algébriques;  la  suppression  j 
des  symboles  réduirait  le  livre  à  quelques  pages,  et  presque  toutes 


(')  La  deuxième  Classe  de  l'Institut  (Sciences  morales  et  politiques)  avait  pro- 
posé la  question  suivante  : 

«  Est-il  vrai  que,  dans  un  pays  agricole,  toute  espèce  de  contribution  retombe 
sur  les  propriétaires  fonciers?  et,  si  l'on  se  décide  pour  l'affirmative,  les  contribu- 
tions indirectes  retombent-elles  sur  les  mêmes  propriétaires  avec  surcharges?  » 

Canard  fut  couronné.  Comme  l'Homme  aux  quarante  écus,  il  se  prononçait  pour 
lu  négative,  mais  en  faisant  do  la  solution  demandée  «  un  chaînon  d'une  suite  de 
conséquences  ».  dont  Cournot  <i  sii;nalé  avor  raison  la  fanssolé. 
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ofl'riraicnt  alors  de  judicieuses  réflexions  et  des  assertions  dignes 
d'intérêt.  Gournot  veut-il  étudier  les  lois  de  la  lutte  dont  résulte, 
sur  lin  marché,  le  prix  courant  de  chaque  denrée,  prohième  dilïi- 
cile,  si  mal  résolu  par  Canard,  il  fait  remarquer  (|ue,  pour  une 
marchandise  donnée,  le  prix  de  vente  étant  nécessairement  en 
rapport  avec  le  débit,  en  le  nommant  p  on  [)ourra  représenter  le 
débit  par  ^{p)]  ^(p)  désignant  une  fonction  dont  la  dérivée  est 
négative,  la  recette  totale  du  vendeur  sera  le  produit /?C5(/?)  ;  c'est 
ce  produit,  si  la  marchandise  ne  coûte  rien,  qu'il  faut  rendre  le 
plus  grand  possible.  Sans  en  savoir  ni  en  chercher  davantage,  on 
peut,  en  conséquence,  d'après  les  règles  du  Calcul  différentiel, 
égaler  à  zéro  la  dérivée.  Ainsi 

est  l'équation  que  le  vendeui  doit  résoudre;  il  doit  s'assurer  tou- 
tefois que  la  seconde  dérivée  est  négative  et  vérifier  l'inégalité. 

Telle  est,  dans  le  cas  d'une  marchandise  qui  ne  coule  rien  et 
n'est  grevée  d'aucun  impôt,  la  théorie  mathématique  du  monopole. 
Ceux  qui  voudront  l'appliquer  n'auront  plus  qu'à  chercher  la 
fonction  <p(/?).  Le  savant  auteur  fait  judicieusement  remarquer 
que,  s'il  ne  peut  satisfaire  tous  les  acheteurs,  le  vendeur  devra, 
par  l'élévation  du  prix,  réduire  la  demande  à  égaler,  sans  la  sur- 
passer, le  chiffre  possible  de  la  production.  Les  choses  étant  ainsi 
établies^  si  la  denrée  est  frappée  d'un  impôt,  que  doit-il  arriver  ? 
Le  prix  le  plus  souvent  s'élèvera;  il  peut,  dans  certains  cas,  rester 
invariable,  mais  l'effet  de  l'impôt  ne  l'abaissera  jamais.  Toutes  ces 

I  assertions  de  Cournot  sont  exactes;  mais,  pour  les  rendre  évidentes, 
fallait-il  employer  l'Algèbre  ?  Insistons  sur  ce  cas  d'une  source  trop 
peu  abondante  pour  suffire  à  la  consommation,  qui  donnerait  le 
produit  maximum.  Au  moment  où  l'on  établit  un  impôt  sur  chaque 
litre  vendu,  il  pourra  arriver  qu'après  avoir  acquitté  cet  impôt,  le 
propriétaire  ait  intérêt  à  accroître  le  prix  qui  jusque-là  lui  donnait 
le  plus  de  profit,  en  diminuant,  par  une  conséquence  nécessaire, 
le  chiffre  de  la  production.  L'accroissement  du  prix  de  vente  lui 
procure  en  effet,  sur  chaque  litre  vendu,  le  même  avantage  qu'avant 
l'établissement  de  la  taxe;   mais  la  perte  n'est  plus  la   même,  car, 
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sur  les  bouteilles  non  vendues,  il  gagne  ce  qu'il  donnait  au  iisc. 
Il  peut  arriver  cependant  que  la  diminution  de  la  vente  compense 
le  double  avantage  de  vendre  à  un  prix  plus  élevé  et  de  payer  un 
impôt  moindre;  le  propriétaire  de  la  source  doit  supporter  alors 
l'impôt  tout  entier,  sans  changer  ni  son  prix  ni  le  chiffre  de  sa  pro- 
duction? 

((  Dès  lors  »,  ajoute  Cournot,  «  il  semblerait  que,  dans  ce  cas, 
le  fisc  ne  serait  limité,  dans  la  fixation  de  la  taxe,  que  par  la  con- 
dition de  ne  pas  absorber  entièrement  le  revenu  net  du  producteur. 
Mais  cet^e  conséquence  serait  inexacte  et  l'on  peut  en  démontrer 
la  fausseté,  au  moins  dans  un  cas.  » 

Cournot  définit  ce  cas  en  langage  algébrique;  c'est  celui  où  la 
fonction  '^'(D)  est  croissante  avec  D,  et  où  l'on  a  p'  — p^  >>  i,/>o 
et/>'  étant  respectivement  les  racines  des  équations 

\  F(/>)-f-[/>-cp'(D)]     .    F'(/>)  =  o, 
^'^  I   F(/.)-u[/>-cp'(D)-^-JF'(/>)  =  o. 

Ces  lettres  et  ces  fonctions  ont  figuré  dans  les  pages  précédentes, 
elles  sont  connues  du  lecteur;  cependant  un  géomètre  même  peut 
désirer  une  explication  moins  savante.  Sans  en  donner  aucune, 
Cournotcontinue  :  Soient  A  la  limite  nécessaire  de  la  production  et?: 
la  valeur  de  p  tirée  de  la  relation  F(/9)=  A;  il  faudrait,  dans 
l'hypothèse,  que  ti  fût  >>/)'  et  a  fortiori  >>/>o  +  i^  i  étant  égal 

o(A)     ^  .      ,  ^  ©(A)  .  o(A) 

a  t:  —  -^- —  Un  aurait  donc  tï  ^p^  -\-  t^  —  -^—r —  ou  p^  <^   '        • 

Mais  cette  dernière  inégalité  ne  peut  certainement  avoir  lieu 
et  '-^'(p)  est,  conformément  à  l'hypothèse,  une  fonction  croissante 
avec  D;  car  alors,  p^  étant  <^  t:,  la  demande  D,)  correspondant  à 

Po  est  _>  A.  ^-y- —  est  plus  grand  que  '        ;  po  serait  donc  <<  ^-^^ 

Cette  valeur  de  p^  constituerait  donc  le  producteur  en  perte  et 
parconséquent  ne  pourrait  pas  être  racine  de  l'équation  (i). 

Une  traduction  devient  nécessaire. 

La  question  est  celle-ci  :  dans  les  conditions  où  l'énoncé  place  J 
le  propriétaire  de  la  source,  l'Etat  peut-il,  par  voie  d'impôt,  sur 
chaque  litre  delà  marchandise,  s'approprier  la  totalité  du  produit 
net,  sans  diminuer  celui-ci  et,  par  conséquent,  sans  procurer 
l'élévation  du  prix  de  vente?  T3'après  l'une  des  hvpothèses  expri- 
ni(''('s   ;ili:(''bri(niem(Mit.  1rs  frais  (MM)iss('iil  noui'  chiKnio  lilrc   avec   le 
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chiffre  (le  la  production.  Si  rinipolsur  l'ensemble  aljsoilx.'  ton-,  |«'s 
bénéHces  sur  les  derniers  litres  obtenus,  (jui  coûtaient  plus  cher 
que  les  autres,  il  mettra  le  producteur  en  perte;  on  s'abstiendra 
dès  lors  de  les  produire,  et,  la  marchandise  élant  moins  abondante, 
les  prix  s'élèveront,  ce  qui  est  contraire  à  l'Iivpothèse.  Il  y  a  donc 
contradiction  à  admettre  qu'on  puisse,  sans  diminuer  la  production, 
absorber  par  un  droit  fixe  la  totalité  du  produit  net.  Il  n'est  pas 
nécessaire  d'ailleurs  que  les  frais  soient  croissants  pour  que,  avant 
d'abandonner  au  fisc  la  totalité  de  ses  bénéfices,  le  propriétaire 
cherche  à  se  défendre^  dût-il  diminuer  le  produit  net  en  élevant 
les  prix.  On  ne  s'explique  pas  que  Cournot,  en  annonçant  qu'on 
peut  faire  la  preuve  au  îiioins  dans  un  cas,  semble  douter  de  ce 
qui  arriverait  dans  les  autres.  C'est  à  propos  du  Chapitre  où  sont 
puisés  ces  exemples  et  ces  formules  que  M.  Walras  a  écrit  :  «  La 
théorie  du  monopole  a  été  donnée  sous  la  forme  mathématique, 
qui  est  la  forme  la  plus  claire  et  la  plus  précise,  par  M.  Cournot, 
au  Chapitre  V  de  ses  recherches  sur  les  principes  mathématiques 
de  la  théorie  des  richesses;  malheureusement  les  économistes 
n'ont  pas  jugé  à  propos  de  prendre  connaissance  de  cette  théo- 
rie, et  ils  en  sont  réduits,  au  sujet  du  monopole,  à  une  confu- 
sion d'idées  qui,  chez  eux,  se  traduit  à  merveille  par  la  confusion 
des  mots.  » 

La  condamnation  est  sévère.  Les  calculs  dont  nous  avons  cité  un 
passage  ne  sont  pas  clairs  cependant  pour  tout  le  monde;  les  résul- 
tats semblent  de  petite  importance;  quelquefois  même,  je  dois 
l'avouer,  ils  paraissent  inacceptables. 

Telle  est  l'étude,  faite  au  Chapitre  VII,  de  la  lutte  entre  deux 
propriétaires  qui,  sansavoir  à  craindre  aucune  concurrence,  exploi- 
tent deux  sources  de  qualité  identique.  Leur  intérêt  serait  de  s'as- 
socier ou  tout  au  moins  de  fixer  le  prix  commun,  de  manière  à 
prélever  sur  l'ensemble  des  acheteurs  la  plus  grande  recette  pos- 
sible ;  mais  cette  solution  est  écartée.  Cournot  suppose  que  l'un  des 
concurrents  baissera  ses  prix  pour  attirer  à  lui  les  acheteurs,  et 
que,  l'autre,  pour  les  ramener,  les  baissant  à  son  tour  davantage, 
ils  ne  s'arrêteront  dans  cette  voie  que  lorsque  chacun  d'eux,  lors  ^ 
même  que  son  concurrent  renoncerait  à  la  lutte,  ne  gagnerait  plus 
rien  à  abaisser  ses  prix.  Une  objection  péremptoire  se  présente  : 
dans  cette  hvpothèse  aucune  solution  n'est  possible,  la  baisse  n'au- 
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rait  pas  de  limite  ;  quel  que  soit  en  effet  le  prix  commun  adopté,  si 
l'un  des  concurrents  abaisse  seul  le  sien,  il  attire  à  lui,  en  négli- 
geant des  exceptions  sans  importance,  la  totalité  de  la  vente,  et  il 
doublera  sa  recette  si  son  concurrent  le  laisse  faire.  Si  les  formules 
de  Cournot  masquent  ce  résultat  évident,  c'est  que^  par  une  sin- 
gulière inadvertance,  il  y  introduit,  sous  le  nom  de  D  et  D',  les 
quantités  vendues  par  les  deux  concurrents,  et  que,  les  traitant 
comme  des  variables  indépendantes,  il  suppose  que,  l'une  venant 
à  changer  par  la  volonté  de  l'un  des  propriétaires,  l'autre  pourra 
rester  constante.  Le  contraire  est  de  toute  évidence. 

Cournot,  dans  d'autres  occasions,  introduit  dans  l'énoncé  de  ses 
problèmes  des  abstractions  dont  la  déclaration  formelle  met  à 
l'abri  sa  responsabilité  de  géomètre.  N'est-on  pas  toujours  libre 
de  poser  un  j)roblème  à  sa  guise?  C'est  ainsi  qu'en  traduisant 
en  formules  la  question  si  complexe  de  la  liberté  commerciale, 
après  avoir  démontré  mathématiquement  que  la  nation  qui  ex- 
porte accroît  son  revenu  et  que  celle  qui  reçoit  des  marchan- 
dises diminue  le  sien,  il  ajoute  :  «  Nous  ne  tenons  pas  compte,  en 
déduction  de  cette  diminution  réelle  de  revenu,  de  l'avantage 
résultant,  pour  les  consommateurs  qui  achètent  par  suite  de  la 
baisse,  de  ce  qu'ils  font  ainsi  de  leurs  revenus  un  usage  plus  à 
leur  convenance.  )) 

Supposons,  par  exemple,  que  le  prix  du  drap  baisse  de  moitié 
chez  la  nation  qu'on  déclare  appauvrie  ;  ceux  qui  portaient  des  vête- 
ments de  coton  en  hiver  pourront  les  remplacer  par  des  costumes 
de  drap^  et,  en  faisant  ainsi  de  leur  revenu  un  usage  plus  à  leur 
convenance,  diminuer  la  mortalité.  C'est  un  avantage,  Cournot 
le  reconnaît;  mais,  ne  pouvant  l'évaluer  dans  ses  formules,  il  pré- 
vient simplement  qu'il  n'en  tiendra  pas  compte.  A-t-on  le  droit  de 
lui  rien  reprocher  ? 

Les  représentations  géométriques,  dans  le  Livre  de  M.  Walras, 
remplacent  souvent  les  formules;  les  raisonnements  sont  plus  ac- 
cessibles, les  résultats  plus  voisins  de  l'application;  le  succès  a  été 
plus  rapide  et  plus  grand.  «  Si  l'on  ne  considérait  l'état  de  la  ques- 
tion qu'en  France  et  en  Angleterre  »,  écrit-il  au  savant  professeur 
Stanley  Jevons,  qui  s'est  rencontré  avec  lui  sur  plus  d'un  point, 
((  nous  n'aurions  guère  à  partager  qu'une  réputation  do  rêveurs 
rliini(''ri(|iies;    mais  il   en    est  auhiMueîil    aiMeurs.    notamment    en 
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Italie,  où  la  méthode  nouvelle  a  été  saisie,  dans  son  esprit  et  dans 
sa  portée,  avec  une  intelligence  et  une  promptitude;  merveil- 
leuses.   » 

Sans  ahorder  ici  les  nombreuses,  importantes  et  difficiles  ques- 
tions traitées  [)ar  M,  Walras,  et  me  prononcer  sur  les  conclusions 
qui  partagent  les  meilleurs  juges,  je  veux  me  borner  à  discuter  un 
principe  proposé  comme  fondamental. 

Imaginons  un  marché  sur  lequel  se  présentent  des  porteurs 
d'une  marchandise  (A)  disposés  à  en  donner  une  partie  pour  se 
procurer  de  la  marchandise  (B),  et  oij,  d'un  autre  coté,  se  présen- 
tent des  porteurs  de  la  marchandise  (B)  qui  veulent  la  convertir  en 
marchandise  (A.).  Un  certaincours  s'établira;  /?2(A)serontéchangés 
contre  n(B).  Quels  sont  les  éléments  constitutifs  de  ce  prix  ? 
M.  Walras,  que  j'abrège,  suppose,  pour  résoudre  ce  problème, 
que  chaque  porteur  de  l'une  des  marchandises,  sans  rien  laisser  à 
l'impression  de  la  dernière  heure,  ait  pris,  avant  d'arriver  au 
marché,  une  résolution  définitive  pour  chacun  des  cas  qui  peuvent 
se  présenter.  Remplaçons,  pour  plus  de  concision,  la  marchan- 
dise (H)  par  de  l'argent  et  supposons  que  la  marchandise  (A)  soit 
du  blé,  le  marché  mettant  en  présence  des  cultivateurs  qui  désirent 
les  plus  hauts  pris:  et  des  acheteurs  qui  désirent  les  moindres. 
Chaque  acheteur,  suivant  l'hvpothèse,  donnera  ses  ordres  à  un 
courtier,  et  lui  dira,  par  exemple  :  si  le  cours  est  9o''',  achetez 
pour  moi  loo''*'^;  à  25^'  n'en  prenez  que  60;  à  3o'''  je  n'en  veux 
que  10,  et  à  35^'  je  m'abstiens.  Le  tableau  complet  fera  connaître, 
en  regard  de  chaque  cours,  le  chiffre  correspondant  des  achats. 
Les  vendeurs,  de  leur  côté,  ont  donné  leurs  ordres,  et  Ton  sait,  pour 
chaque  cours,  la  quantité  que  chacun  propose. 

La  solution  est  fort  simple  :  le  savant  professeur  suppose  que, 
si  l'on  réunit  les  carnets  de  tous  les  acheteurs,  et  que,  pour  chaque 
cours  successivement,  on  fasse  la  somme  de  leurs  demandes,  les 
carnets  des  vendeurs,  par  leur  réunion,  fourniront  un  tableau  sem- 
blable. Ces  tableaux  résultants  pourront  être  renq)lacés  par  des 
courbes  dont  les  abscisses  sont  les  prix  de  vente.  Le  point  d'inter- 
section des  deux  courbes  a  pour  abscisse  le  cours  que  M.  Walras 
nomme  cours  d'équilibre  :  c'est  celui-là  qui  tend  à  s'établir. 

Tel  est  le  théorème  de  M.  Walras;  en  voici  la  {h'monstration. 
Supposons  ([uc  los  coui'bes  se  coupent  eu  un  point  dont  I  abscisse 
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soit  par  exemple  25.  Si,  dès  le  début  du  marché,  on  propose  le 
cours  de  25^'"  par  hectolitre,  le  chiffre  des  demandes  à  ce  cours 
égalant  par  hypothèse  celui  des  offres,  les  transactions  s'accom- 
pliront aisément,  chaque  vendeur  trouvant  un  acheteur  et  chaque 
acheteur  un  vendeur;  mais  aucune  vente  ultérieure  ne  sera  pos- 
sible; au-dessus  de  23^',  on  ne  trouvera  plus  d'acheteurs,  ni,  au- 
dessous,  de  vendeurs.  Si  l'on  avait  fixé  tout  d'abord  un  cours 
supérieur  à  20'^',  on  se  serait  aperçu,  après  quelques  transactions, 
que  les  offres  surpassaient  les  demandes,  et  il  y  aurait  eu  baisse; 
un  prix  inférieur  à  20^''  provoquerait,  au  contraire,  la  hausse,  et, 
dans  les  deux  cas,  on  s'approche  du  cours  d'équilibre. 

Je  crois  avoir  résumé,  sans  nuire  à  sa  clarté,  le  raisonnement  du 
savant  professeur  de  Lausanne. 

J'y  ferai  maintenant  une  objection.  En  remplaçant  le  groupe 
des  acheteurs  par  un  acheteur  unique  demandant  à  chaque  cours 
autant  d'hectolitres  que  tous  les  acheteurs  réels  pris  ensemble,  on 
change  les  conditions  du  problème.  Il  n'est  pas  permis  davantage 
de  remplacer  tous  les  vendeurs  par  un  seul.  Supposons,  pour  le 
démontrer  par  un  exemple,  que  deux  acheteurs  aient  demandé 
jQ(^hiit  chacun,  le  premier  au  cours  de  20^^"  et  rien  à  un  prix  plus 
élevé,  le  second  quel  que  soit  le  cours.  Supposons,  de  plus,  qu'au 
premier  cours  de  20^*^  le  courtier  chargé  de  tous  les  ordres  de 
vente  ait  vendu  1  oo'*''^  Il  n'est  pas  indifférent  que  ce  soit  au  compte 
du  premier  ou  du  second  acheteur  et  que  l'un  ou  l'autre  se  retire 
du  marché,  car  la  présence  de  Tun  tend  à  abaisser  les  cours,  celle 
de  l'autre  aies  élever. 

On  doit  remarquer  que  les  courbes  qui  représentent  les  ordres 
des  acheteurs  aux  divers  cours  doivent  nécessairement,  sans  que 
pour  cela  leurs  intentions  aient  changé,  varier  pour  chacun  d'eux 
pendant  la  durée  du  marché.  Les  courbes  résultantes,  dont  l'inter- 
section résout  le  problème,  se  déforment  sans  cesse,  et  l'on  peut 
aisément  démontrer  la  variation  nécessaire  de  l'abscisse  du  point 
elles  se  coupent.  Supposons,  par  exemple,  que  l'un  des  acheteurs  où 
ait  inscrit  les  ordres  suivants  :  à  20*''  acheter  100''"',  à  25^''  ()o*'''S 
et  à  So'^^  5o*^  "  seulement.  Le  premier  cours  est  20*^'";  sur  les  100''''' 
(|ii'il  demande  on  ne  peut  en  acheter  que  5o  ;  puis  les  prix  s'élè- 
\riii,  cl  Ton  atteint  le  cours  de  3o*'",  qui  se  maintient.  Que  doit  faire 
le  couilif  1/  Vclirior  k»''  ''  à  .">o^'?  ^'ullcment ,  car  no''"'  à  9o''rt  no''''^ 
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à  So'*"  en  représenlent  i  oo  à  :>:V',  (;l,  à  ce  [)ri\,  on  n'en  demande 
que  60.  Le  courtier  devra  se  décider  par  la  condition  que  1<;  prix, 
mojen  entre  son  achat  nouveau  et  les  So*^'"'  déjà  achetés  corres- 
ponde, sur  le  carnet  du  client,  à  la  totalité  des  achats  faits  pour 
son  compte.  Pour  chaque  cours  se  présente  un  problème  semblable, 
et  la  courbe  qui  représente  les  ordres  doit,  après  chaque  transac- 
tion, être  calculée  et  refaite.  Doit-on^  pour  obtenir  le  prix  d'équi- 
libre, se  servir  de  la  courbe  nouvelle?  Si  l'on  répond  oui,  le  théo- 
rème de  M.  Walras  perd  son  caractère  géométrique,  le  résultat 
final  dépend  des  circonstances  accidentelles  qu'on  avait  eu  la  pré- 
tention d'éliminer.  Gomment  cependant  répondre  non?  Comment 
admettre  qu'un  nouveau  venu  sur  le  marché,  à  qui  Ton  ferait 
connaître  l'état  actuel  des  choses,  n'ait  pas  le  droit  d'appliquer  les 
principes?  Autant  vaudrait,  pour  prévoiries  prix,  s'informer  des 
ordres  donnés  au  marché  du  mois  précédent. 

Un  dernier  argument,  s'il  subsistait  des  doutes,  les  fera  com- 
plètement disparaître.  Supposons  que,  d'après  les  intentions  con- 
nues des  acheteurs  et  des  vendeurs,  le  cours  d'équilibre  calculé 
une  heure  avant  l'ouverture  du  marché  à  l'aide  du  théorème 
discuté  soit  aa'""  l'hectolitre.  Un  nouvel  acheteur  se  présente  : 
au-dessous  de  25^'"  il  veut  acheter  sans  limite,  et  ne  rien  prendre 
ni  à  ce  cours  ni  a  fortiori  au-dessus.  Sa  présence,  si  l'on  en  croit 
la  règle  de  M.  Walras,  n'exercerait  aucune  influence;  elle  relève 
en  effet  jusqu'à  l'infini  la  courbe  des  demandes  pour  les  points 
dont  l'abscisse  est  inférieure  à  ^5,  sans  la  changer  en  rien  pour  les 
autres;  l'intersection,  dont  on  a  fait  dépendre  le  résultat,  restera 
la  même  et  correspondia  toujours  à  l'abscisse  20.  Peut-on  admettre 
une  telle  conclusion?  Le  cours  de  ao^'",  en  supposant  qu'il  tende  à 
s'établir,  ne  sera  ni  le  seul  ni  le  premier;  les  prix  oscilleront 
autour  de  lui;  chaque  fois  qu'ils  lui  seront  inférieurs,  l'acheteur 
nouveau  se  présentera,  et  ceux  qui  lui  vendront,  ayant  écoulé 
tout  ou  partie  de  leur  marchandise,  n'offViront  plus,  au  cours  de 
aS**",  ce  qu'ils  avaient  offert  au  début.  L'un  d'eux,  je  suppose, 
avait  apporté  loo'^'^*^  au  marché;  au  cours  de  25''"  il  voulait  tout 
vendre,  et,  à  24^%  n'en  livrer  que  80;  le  cours  de  24'*"  s'est  pré- 
senté :  l'acheteur  dont  nous  parlons  a  pris  ses  80^'''  ;  il  n'en  reste 
que  20  à  offrir;  l'ordonnée  de  la  courbe  des  vendeurs  a  donc  subi, 
pour    l'abscisse   23,   ime    diminution   égale    ou   supérieure   à  80; 
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celle  des  achats  n'a  pas  changé.  Le  point  d'intersection  des  deux 
courbes  s'est  donc  déplacé,  et,  comme  l'une  d'elles  a  des  ordonnées 
infinies  quand  l'abscisse  est  moindre  que  25,  c'est  de  l'autre 
côté  que  se  fera  l'intersection  nouvelle,  et,  d'après  la  règle  même 
que  nous  contestons,  l'intervention  du  nouvel  acheteur  doit  élever 
le  cours  final. 

Mon  intention  n'est  pas  d'analyser  le  Livre  de  M.  Walras  ;  j'y 
trouverais  beaucoup  à  louer,  beaucoup  aussi  à  contredire.  Je  veux 
me  borner,  en  terminant,  à  indiquer  une  définition  par  laquelle 
le  savant  auteur  détourne  de  sa  signification  habituelle  un  mot 
dont  le  sens  usuel  est  bien  connu.  Cela  est  permis  assurément, 
mais  à  la  condition  que  le  sens  nouveau  soit  rigoureusement  défini, 
Je  ne  crois  pas  cette  condition  remplie,  et  cependant  le  mot  rareté, 
tel  que  l'entend  M.  Walras,  joue  un  grand  rôle  dans  ses  raisonne- 
ments. 

I^'ingénieux  auteur,  dont  je  prendrai  la  liberté  d'abréger  les 
explications,  suppose  que  le  possesseur  d'une  quantité  a  d'une 
certaine  denrée  tire  de  cette  possession  une  certaine  utilité,  une 
certaine  satisfaction  de  ses  besoins  ou  de  ses  désirs,  que  chaque 
parcelle  acquise  accroît  successivement,  de  telle  sorte  que,  la  quan- 
tité possédée  passant  de  ^  à  x-\-dXy  l'avantage  soit  pour  lui 
représenté    par  o[x)  dx.  La  possession  de  a  équivaut  alors  à  l'in- 

'     o{x)dx.  Le  prix  réglé  par  les  conditions  du  marché  n'a 

0 

aucune  relation  nécessaire  avec  la  fonction  o,  qui  varie  d'un  indi- 
vidu à  l'autre.  Si  l'on  nomme  p  le  prix  de  chaque  unité  achetée 
ou  vendue,  il  est  clair  qu'en  payant  pdx  l'acroissement  dx^ 
qui,  pour  lui,  représente  une  satisfaction  mesurée  par  o(x)dx^ 
celui  dont  nous  parlons  fera  une  bonne  affaire,  si  o(x)  est  plus 
grand  que/?,  et  une  mauvaise  si  ^(x)  est  moindre  que/?;  il  devra 
acheter  ou  vendre  une  certaine  quantité  de  la  marchandise  qu'il 
possède  selon  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  conditions  sera  remplie, 
et  cesser  ses  achats  ou  ses  ventes  quand  on  aura  cû(jc)  =p.  Si  ^r  =  a 
est  la  racine  de  cette  équation,  a  est  ce  que  M.  Walras  nomme  la 
rareté  de  la  marchandise  pour  la  personne  considérée. 

Cette  définition,  sans  })arler  de  l'inconvénient  de  disposer  du 
sens  d'un  mot  bien  connu  et  usuel,  paraît  avoir  le  défaut  grave 
de  p(M(lr<'  lonle  siguifioaliou  (|iiaii(l  on  l'applicpic  ;ni\  coninuM'canls, 
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qu'il  faudrait,  au  contraire,  avoir  surtout  en  vue  dans  les  pro- 
blèmes de  ce  genre.  Un  marchand  de  blé  achète  des  millions  d  hec- 
tolitres et  sait  ce  qu'ils  lui  ont  coûté  ;  il  vend  au  cours  du  jour  quand 
il  y  trouve  profit,  quelquefois  à  perte  quand  il  prévoit  la  baisse, 
pour  éviter  une  perte  plus  grande,  conserve  en  magasin  quand  il 
espère  la  hausse,  et  ne  se  règle  nullement  sur  les  avantages  que 
peuvent  lui  procurer  les  diverses  parties  de  la  provision. 

Les  deux  théories  que  je  viens  de  résumer  jouent  l'une  et  l'autre 
un  rôle  important  dans  l'œuvre  considérable  de  M.  Walras.  L'a- 
bandon de  ces  théories  troublerait  plus  d'un  raisonnement,  beau- 
coup d'autres  resteraient  entiers  ;  je  m'abstiens   de   les  aborder. 

J.   Bertrand. 


RADAU  (R.).  —  Recherches  sur  la  théorie  des  réfractions  astrono- 
miques {Annales  de  V Observatoire  de  Paris,  Partie  théorique,  t.  XVI). 
Paris,  1881.  In-.f  de  114  p. 

Les  Tables  de  réfractions  en  usage  parmi  les  astronomes  sont 
sensiblement  d'accord  pour  les  distances  zénithales  qui  n'excèdent 
pas  80^;  les  petites  différences  qui  subsistent  encore  ne  sont  guère 
dues  qu'à  la  diversité  des  valeurs  adoptées  pour  la  constante  qui 
dépend  de  l'indice  de  réfraction  de  l'air.  C'est  que,  dans  ces 
limites,  la  loi  suivant  laquelle  on  fait  décroître  la  densité  des 
couches  atmosphériques  a  très  peu  d'influence  sur  le  résultat. 

11  n'en  est  plus  de  même  pour  les  réfractions  qui  s'opèrent  plus 
près  de  l'horizon.  Les  valeurs  de  la  réfraction  horizontale  moyenne 
qui  se  déduisent  des  diverses  théories  diffèrent  de  plusieurs  mi- 
nutes, et  les  mêmes  écarts  se  présentent  lorsque  l'on  compare  ces 
théories  aux  observations  faites  dans  le  voisinage  de  l'horizon.  Ce 
désaccord  prouve  que,  pour  le  calcul  des  réfractions  un  peu  fortes, 
il  ne  suffît  point  de  connaître  la  température  et  la  pression;  il 
faudra  évidemment  introduire  dans  les  Tables  un  autre  élément 
qui  permette  de  tenir  compte  du  décroissement  plus  ou  moins 
rapide  des  densités.  Il  y  a  lieu  aussi  d'examiner  rinfluence  que 
peut  exercer  un  dénivellement  des  couches  rélVingentes.  C'est 
l'étude  de  ces  questions  qui  fait  l'objet  du  Mémoire  que  nous  ré- 
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sunionsici;  on  y  trouve,  en  outre,  des   Tables   fondées  sur  une 

nouvelle  théorie. 

Les  premiers  Chapitres  sont  consacrés  à  un  exposé  critique  des 
théories  connues.  L'auteui  commence  par  discuter  les  diverses 
formes  qui  peuvent  être  données  à  l'intégrale  par  laquelle  s'ex- 
prime la  réfraction,  et  il  établit  qu'il  y  a  tout  avantage  à  adopter  la 
suivante  : 

«^0      \ 


/'  = 


\/cOV^Z  -h  2  5  — 


2aoj 


qui  est  plus  simple,  sans  être  pour  cela  moins  exacte,  que  les  for- 
mules usitées.  On  a  désigné  par  z  la  distance  zénithale;  les  varia- 
bles s,  w  sont  définies  par  les  relations 


5=1 ?      a>=i  —  71=1 j 

r  po 

où  p  est  la  densité  de  la  couche  de  rayon  r.  Les  constantes  a  et 
Ao  dépendent  de  l'indice  de  réfraction  de  la  couche  /'o?  q^ii  ^  la 
densité  po  ;  mais  Aq  n'est  pas  la  constante  ordinaire,  elle  est  un  peu 
plus  faible  (d'environ  y^)  :  c'est  le  coefficient  du  premier  terme 
de  la  série  de  Laplace 

r  =  \Qlangz  —  Ai  tang^^ -i-. . . . 

Pour  qu'on  puisse  obtenir  la  valeur  de  cette  intégrale,  il  faut 
faire  une  hvpothèse  sur  la  loi  suivant  laquelle  la  densité  varie  avec 
l'altitude.  On  a  une  première  approximation  en  supposant,  avec 
Cassini,  la  densité  de  l'air  constante,  de  sorte  que  la  réfraction 
s'opère  dans  une  couche  terminale,  infiniment  mince.  L'hypothèse 
d'une  densité  décroissant  en  progression  arithmétique,  sur  laquelle 
reposent  les  formules  de  Mayer,  de  Bouguer,  de  Simpson  et  de 
Bradley,  fournit  une  approximation  beaucoup  plus  satisfaisante, 
car  elle  permet  de  représenter  les  réfractions  observées  jusqu'à 
8o°.  Si  l'on  pose 

^  _  \/coV^z  -1-  2a  —  cot;5  \/2â 

s  —  • 


v/2a  \/col2.3  H- 2a  —  cot. 

ou  bien 


V^2a  lang  :;  =  tangcp,     ç  =  tang  -  o, 
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a  clariL  une  constante^  la  formule  de  Mayer  devient 


/ 


'2  A 


La  l'onelion  de  z  qui  vient  d'être  désignée  par  Ç  j<H»c  un  j^rand 
rôle  dans  la  théorie  des  réfractions  astronomiques,  car  l'expres- 
sion de  /•  peut  toujours  être  développée  en  série  ordonnée  {)ar 
rapport  aux  puissances  impaires  de  Ç.  Cette  série  se  déduit  de  la 
série  de  Laplace  en  faisant 


\/2a  tangxï  = 


-K' 


ou 


On  y  arrive  aussi  directement  en  substituant  l'expression  de 
tangz  dans  l'intégrale  même,  et  en  développant  le  radical  suivant 
les  puissances  de  Ç,  par  le  procédé  d'Ivory.  En  posant 

s  —  ao)  =  i^  =  a  p 

(oj  =  1 ,  u=z  â^  (^  =  I  à  la  limite  de  l'atmosphère),  on  trouve 

0 

Si  nous  désignons  par  i  une  variable  fictive  qui  a  pour  valeur 
l'unité,  et  par  le  symbole  Af  l'opération  D|'(f  =  i),  on  aura  évi- 
demment 

et  cette  transformation  peut,  dans  certains  cas,  faciliter  l'intégra- 
tion. En  désignant  par  a,  b  deux  valeurs  particulières  de  X,  et 
posant 

C=— L-, 

^  a  +  \/b 
on  a,  d'une  manière  générale, 

développement  qui  offre  un  moyen  commode  d'évaluer  certaines 
intégrales  définies. 
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Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  expressions  de  la  réfraction 
sous  forme  finie  qu'on  obtient,  soit  en  posant  r^  =r  (i  —  v)^,  soit 
en  posant  v  =  (i  —  r^){a—  br^)  ou  i^=  (i—  \Jr^){a  —  b  \/V,).  Les 
relations  de  la  forme  r^=if[u)  permettent  sans  doute  d'établir 
l'expression  de  7'  d'une  manière  très  directe,  mais  elles  ont  l'in- 
convénient de  supposer,  pour  la  constitution  de  l'atmosphère,  des 

lois  compliquées.   Il  en   est  ainsi    de  l'hypothèse   r,  =  e    "*,    qui 

donne 

_  2A0       /colz 

s/i  a      \  sji  a 


en  désignant  par  ^(Z)  la  transcendante 

'y  7.  ^  J(\ 


e-^  dx 


v/Z2 


X 


pour  laquelle  on  possède  des  Tables.  La  constante  a  peut  se  dé- 
terminer de  différentes  manières  :  en  prenant  a  =  -— ^j  on  obtient 

la  formule  de  M.  Oppolzer,  La  théorie  de  Laplace  est  fondée  sur 
l'hypothèse 

qui  permet  aussi  d'exprimer  r  par  la  transcendante  ^^  mais  d'une 
manière  moins  simple;  elle  a  seulement  l'avantage  de  renfermer 
deux  constantes  {o-,  f)  au  lieu  d'une  seule,  ce  qui  la  rend  plus 
propre  à  représenter  des  observations  données. 

Renonçant  aux  avantages  que  présentent  les  relations  un  peu 
artificielles  de  la  forme  iq  =y(î/),  la  plupart  des  géomètres  ont 
préféré  définir  la  constitution  hypothétique  de  l'atmosphère  par 
une  relation  simple  entre  la  densité  et  l'altitude  (Kramp,  Bessel), 
ou  la  température  et  l'altitude  (Schmidt,  Bauernfeind,  Gyldén), 
ou  la  densité  et  la  température  (Ivory,  Kowalski). 

Soient/?  la  pression  en  atmosphères,  T  la  température  absolue, 

T 

t  =  — r  =  i-f- o,oo3G6^; 

la  loi  de  Mariotte  et  de  Gav-Lussac  donne 
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cl  l'rquation  d'cfjiiillhrc  de  ralriiosplic  rc  dcxicnt 


ou  l)icn 


dp  W 


=  —r,j  ds=  —  r^dy, 

Pi)  ^0 


où  R(=::  /'o)  est  le  rayon  terrestre,  et  /q  =  Stq;  le  nombre  8  (plus 
exactement  7,993)  représente  la  hauteur,  en  kilomètres,  d'une 
colonne  d'air  de  densité  i  dont  le  poids  balancerait  'jb'o'"™  de  mer- 
cure.  La   variable  r=  y-  représente  l'altitude,  et,   en   étendant 

'0 

l'intégration  jusqu'à  la  limite  de  l'atmosphère,  on  a 


En  admettant  que,  comme  la  pression,  la  densité  s'annule  à  la 
limite,  on  aurait  aussi 


/    ydr,  =1,  /     a  f/r)  =  -|  —  ^  = 


Le  nombre  9  sert  à  déterminer  les  deux  premiers  coefficients 
(Af),  A<)  de  la  série  de  Laplace,  qui  sont  ainsi  indépendants  de  la 
loi  des  densités,  pourvu  que  'r\  s'annule  à  la  limite,  ce  qui  n'est  pas 
certain  a  priori. 

Les  relations  ci-dessus  (où  il  faut  encore  introduire  un  terme 
de  correction  lorsque  t^''  ne  s'annule  pas)  expriment  la  con- 
dition à  laquelle  doit  satisfaire  la  loi  hypothétique  des  den- 
sités pour  qu'elle  puisse  s'étendre  jusqu'à  la  limite  de  l'atmo- 
sphère (^  ). 

Dans  le  cas  de  l'hypothèse  de  Laplace,  cette  condition  est  re- 
présentée par  la  relation 


i-O 


(!+/)«  =  e  =  -^^ 


796     6800 

qui  montre  que  les  constantes  a,  f  ne  peuvent  conserver  la  même 


(')  Lorsqu'on  prend  r\^^'>  o,  l'intégration  doit  néanmoins  être  élcntluc  jusqu'à 
■f]  =z  o;  autrement  le  résultat  ne  comprendrait  pas  la  réfraction  à  la  surface  de 
I  atmosphère. 
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valeur  pour  toutes  les  températures.  C'est  ce  que  M.  Caillet  a 
oublié  en  calculant  les  Tables  du  Bureau  des  Longitudes;  ses 
réfractions    ne    reposent    sur   la    théorie    de    Laplace    que    pour 

Les  Tables  de  Newton  sont  fondées  sur  l'hypothèse  d'une  den- 
sité décroissant  en  progression  géométrique  pendant  que  la  tem- 
pérature reste  constante  (r;  =  e~y).  Kramp  et  Bessel  ont  modifié 
cette  hypothèse  en  faisant 

Mais  alors  r,/i  ne  s'annule  pas.  Chez  Bessel,  7]„  =  o,o36  pour 
p  z=  o,  à  la  hauteur  de  28'"",  et  la  température  ne  décroît  que  de 
1^,2  pour  les  premiers  looo'". 

Une  autre  hypothèse  consiste  à  admettre  que  la  température 
décroît  uniformément  à  partir  du  sol.  C'est  sur  elle  que  reposent 
une  première  théorie  d'Ivory,  ainsi  que  celles  de  Schmidt,  de 
Bauernfeind,  de  Fabritius,  et  au  fond  aussi  celle  de  Baeyer.  La 
manière  la  plus  simple  de  la  mettre  en  équation  est  de  poser 


T  S 


d'où 


La  hauteur  de  l'atmosphère  H  et  le  décroissement  Af  pour  1000"' 
sont  donnés  par  les  formules 

rC  -\-  I 

et,  en  prenant  h  =  4,  5,  6,  on  obtient  des  nombres  qui  s'accordent 
bien  avec  l'expérience. 

La  première  théorie  de  M.    Gyldén  est  fondée  sur  hi  relation 
moins  simple 


iH-i''-)'^{-ir 


(')    lOir  |).  ■?.')  cl  5")  du   Mônioire. 
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(jiii  donne 

-  =  ^^     Y]  =  —  e       ■'-  . 

Celle  hypothèse  recule  la  limile  de  l'almosphèrc  au  delà  de 
loo*"";  mais  il  est  facile  de  voir  que  les  couches  situées  au-dessus 
(le  5o''"*  ne  produisent  qu'un  effet  négligeable,  et  que  le  résultai 
(lilTère  à  peine  de  celui  que  fournit  l'hypothèse  d'un  décroissement 
uniforme.  Plus  tard,  M.  Gyldén  a  préféré  représenter  la  tempéra- 
ture par  une  suite  de  termes  de  la  forme  s^e"^^.  Mais  alors  les  in- 
tégrations ne  peuvent  être  faites  qu'au  moyen  de  séries  plus  ou 
moins  convergentes. 

On  échappe  à  beaucoup  de  difficultés  en  partant  d'une  relation 
entre  la  température  et  la  densité,  à  l'exemple  d'Ivory,  qui  fait 
simplement 


d'où 


y  =_(!_/)  log-^  +  2/ 


w. 


/  ..     /-/ 


En  ajoutant  un. terme  et  posant 

jj     on  a 

et  l'on  peut  ainsi  représenter  des  lois  très  variées,  en  choisissant 
convenablement  les  coefficients  j\  g.  Le  décroissement  devient 
presque  uniforme  et  égal  à  5°,  7  par  1000",  pour  y=o,2, 
^•  =  0,08.  Dans  l'hypothèse  d'Ivory,  le  décroissement  se  ralen- 
tit peu  à  peu,  dans  celle  de  Bessel  il  s'accélère,  à  mesure  que 
l'altitude  augmente.  Pour  exprimer  un  abaissement  d'abord 
très  rapide,  mais  qui  se  ralentit  très  vite,  comme  celui  qui  a  été 
constaté  par  M.  Glaisher  dans  ses  ascensions  aérostatiques,  on 
peut  introduire  une  puissance  fractionnaire  de  (o,  on  posant,  par 
exemple, 

?j  —  k co •*     ou     s  =  J\ù  -t-  a  /(o  ; 
Bull,  des  Sciences  mathéin.,  2"  série,  t.  \W.  (Novrmhrc   188')).         xi 
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CCS   hypothèses  sont  un  peu  plus  simples  que  celles  de  M.  Ko- 
walski  ('  ),  qui  fait 


I  =  A-  oj^ 


Mais  il  n'est  nullement  nécessaire,  pour  représenter  les  observa- 
tions en  question,  de  recourir  à  des  puissances  fractionnaires  qui 
rendent  les  intégrations  difficiles;  on  arrive  au  même  résultat 
avec  des  expressions  où  ne  figurent  que  des  puissances  entières 
de  to  et  de  r,.  Tous  les  modes  de  distribution  des  températures  sont 
d'ailleurs  aisément  représentés  par  des  formules  telles  que  la  sui- 
vante : 

27  = /co  -h  a(i  —  ï]''^)-h  boor/^, 

qui  permettent  d'intégrer  immédiatement  l'équation 

cly  =  d:2  —  (I  —  ^)  — -  y 

et  d'où  il  est  facile  de  déduire  ensuite  l'expression  de  3"  en  fonc- 
tion de  l'altitude  y.  C'est  cette  raison  qui  doit  faire  préférer  les 
relations  de  la  forme  .3  =f(^Lù)  aux  relations  de  la  forme  ^  =f(^y^f 
bien  que  ces  dernières  expriment  la  loi  des  températures  d'une 
manière  plus  directe. 

Il  s'agit  maintenant  de  voir  comment  s'obtient,  dans  ces  di- 
verses hypothèses,  l'expression  générale  de  /'  en  fonction  de  z. 

On  peut,  d'une  part,  recourir  au  développement 

dont  les  coefficients  dépendent  d'intégrales  de  la  forme  fu^d'i\. 
Cette  série  se  recommande  surtout  dans  le  cas  du  décroissement 
uniforme  où  les  coefficients  B  peuvent  être  obtenus  sous  une 
forme  assez  remarquable.  En  faisant  r,  =  r^,  on  trouve  que  B,i 
s'exprime  par  l'intégrale 


a"    f  {i  —  x  —  vii—x'^i'^-^)]"^^, 

«'0 

cl,  on  développant  la  parenthèse,  on  voit  que  le  coefficient  de  y''+' 


(')   Noir  flulli  liit  (li's  Sciences  /ti(if/ic//i(ffif/n('s.  scplonihrr   1S78. 
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a  pour  expression 

Le  facteur  y  dépend  du  thermomètre  et  du  baromètre,  tandis 
que  l'exposant  k  dépend  du  décroissement  de  la  température.  En 

posant  AT  H-  I  =  r-  ->  on  a 

Ar  =  r)%69(i-hX), 

et  les  diirérences  des  réfractions  calculées  avec  diverses  valeurs  de 
l'exposant  k  sont  sensiblement  proportionnelles  à  A,  comme  le 
montre  le  Tableau  de  la  page  55  du  Mémoire. 

M.   Gyldén  a  également  le  facteur  (i  +  1)  par  lequel  on  tient 
compte  du  décroissement  A^;  mais  les  corrections  des  réfractions 
qui  dépendent  de  \  paraissent  avoir  été  calculées  par  des  séries 
\    insuffisamment  convergentes.    Les   observations   de    M.   Fuss,   à 
i    Poulkova,  ont  donné  pour  \  des  valeurs  comprises  entre  — o,4-5 
I    (décembre)  et  -j-0,74  (août).   Ces  observations,  comme  celles  de 
1    M.  Kowalski,   à  Kazan,  laissent  cependant  apparaître  assez  sou- 
î    vent  des  écarts  trop  considérables  pour  être  attribués  aux  varia- 
j    lions  du  coefficient)^  et  qui  doivent  être  expliqués  par  une  inver- 
;    sion  des   températures,  pliénomène  dont  la  réalité  a  été.  souvent 
I    constatée.   Un  maximum  de  température  qui  se  manifeste  à  une 
faible  hauteur  produit  un  décroissement  très  rapide  de  la  densité 
et,  par  suite,  une  réfraction  exceptionnellcmenl  forte.  Cette  ques- 
tion a  été  examinée  avec  soin  (p.  58-6o). 

Au  lieu  de  recourir  à  la  série  Ç-|-  Bj  Ç'^  -|-  . . .,  on  peut  encore 
()])tenir  l'expression  de  la  réfraction  au  moyen  de  Ja  transcen- 
dante 'l'(Zi),  en  faisant  usage  d'un  développement  fondé  sur  le 
théorème  de  Lagrange.  Nous  avons  déjà  vu  que  cette  transcen- 
dante se  présentait  tout  naturellement  dans  le  cas  particulier  de 

i\  =  e"^ j  car,  en  faisant  logrj  =  —  ^  et  cot-  c  ^=.  'laTL-^  la  réfrac- 

~1'   ■> 
(,      V  ^^  ^  ^ 

L'hvpothèse  de  Bcssel  et   celle  d'Ivorv  conduisent  à  des  inté- 

r"^  e-x  dx 

grales  de  la  forme  /       ,  =>  et,  en  posant  .^  —  cp(jr)=  (r, 

J^        ^Z"^+J7  — Cp(j-) 

le    théorème    de    Lagrange    fournif    \q    inox  eu    d'ex  primor    aussi 
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p-^dx  en  ibnclion  de  la  nouvelle  variable  (v,  de  sorte  que  l'inté- 
gration devient  possible  à  l'aide  de  la  transcendante  h.  Cette 
transformation  peut  d'ailleurs  s'opérer  de  plusieurs  manières  dif- 
férentes (p.  4o-44)-  On  trouve  (p.  4^)  les  réfractions  déduites  de 
la  théorie  de  Bessel  pour  quatre  valeurs  différentes  du  para- 
mètre Q,  et  (p.  64-65)  la  comparaison  des  réfractions  calculées 
d'après  quelques-unes  des  théories  les  plus  importantes.  Enfin  le 
tableau  de  la  page  72  donne,  pour  trois  distances  zénithales,  les 
réfractions  qui  répondent  à  une  série  d'hypothèses  sur  la  forme 
du  décroissement  A^,  auxquelles  on  arrive  en  attribuant  diverses 
valeurs  aux  coefficients/,  g  de  la  formule  ^  =/<^'^  +  ^"w^- 

Il  se  trouve  que  l'influence  du  coefficient  ^- est  beaucoup  moins 
sensible  que  celle  du  coefficient  /,  de  sorte  que,  pour  la  con- 
struction d'une  Table  de  réfractions  normales,  il  y  a  lieu  de  prendre 
simplement  !r7=/co.  Le  calcul  des  réfractions  peut  alors  se  faire 
au  moven  de  la  formule 

/•  =  C(Eo  —  AE,  +  Â:2E,  —  A-sEa), 

dont  le  dernier  terme  est  généralement  négligeable.  Le  coefficient 
G  ne  dépend  que  du  baromètre  et  du  thermomètre;  k  dépend 
aussi  du  paramètre  /,  par  lequel  on  tient  compte  du  décroisse- 
ment A^.  Les  fonctions  E,  qui  dépendent  de  l'argument  Z=v  cotJ 
ont  été  réduites  en  Tables  (75-78). 

Après  avoir  calculé  par  cette  méthode,  pour  les  distances  zéni- 
thales comprises  entre  80"  et  90^,  un  assez  grand  nonibre  de  va- 
leurs de  7',  l'auteur  les  a  complétées  par  interpolation,  de  manière 
à  former  uneTable  à  double  entrée  (Tablel)  qui  donne  directement 
les  réfractions  pour  chaque  degré  de  ^,  depuis  —  Zo^  jusqu'à 
+  3o"  G.,  et  pour  des  valeurs  assez  rapprochées  de  l'argument  z^ 
en  supposant  /=  0,2  et  B  =  760  à  T.  (]ette  Table  deviendrait 
tout  à  fait  commode,  si  elle  était  étendue  par  interpolation  de 
façon  à  donner,  ])ar  exemple,  /•  pour  toutes  les  minutes  de  z.  Y\\q 
occuperait  alors  un  plus  grand  volume;  mais  la  double  interpola- 
tion serait  alors  très  iacile.  La  disposition  adoptée  par  Bessel,  qui 
a  pour  but  d'éviter  les  Tables  à  double  entrée,  devient  incommode 
et  cesse  même  d'être  exacte  quand  z  approche  de  90*".  Les  petites 
Eablcs  II  et  111  fournissent  les  corrections  qui  dépendent  des  va- 
riations ^\k\  [)aramètre  /et  de  l'état  du   baromètre;  le  calcul  peut 
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se  faire,  soit  en  corrij^eant  les  réfractions  moyennes,  soit  en  corri- 
geant l'argument  t. 

Pour  tenir  compte  des  variations  diurnes  ou  des  perturbations 
accidentelles  du  décroissement  A^,  il  faudrait  introduire  dans  l'ex- 
pression théorique  de  ce  décroissement  des  termes  nouveaux  dont 
l'influence  pourrait  se  déterminer  directement  comme  celle  des 
paramètres  y,  g'\  mais  les  réfractions  qui  répondent  à  ces  hypo- 
thèses s'obtiendront  plus  simplement  par  des  quadratures  appro- 
chées (p.  92-99  ). 

Un  dernier  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  des  modifications 
que  les  réfractions  éprouvent  lorsque  les  surfaces  réfringentes 
cessent  d'être  sphériques,  ce  qui  doit  arriver  assez  fréquemment 
par  suite  des  dénivellements  dus  à  des  inégalités  de  température  et 
de  pression.  La  trajectoire  du  rayon  lumineux  se  détermine  alors 
par  un  système  d'équations  différentielles  de  la  forme 

cl     I       clx  \  «?[Jt. 

ds\     ds  J        dx 

OÙ  figure  l'indice  de  réfraction  [jl  =y*(^,jV',  2).  Ce  système  peut 
s'intégrer  d'abord  dans  le  cas  ordinaire  des  couches  sphériques 
[jjL  =^(.2;- -|- J'^  4- ^')]5  puis  dans  celui  des  couches  planes 
[[ji=/(5)],  dont  l'étude  montre  qu'un  dénivellement  [)roduit, 
en  général,  une  réfraction  latérale  en  même  temps  qu'une  erreur 
dans  la  réfraction  verticale.  On  arrive  à  des  conclusions  semblables 
par  la  considération  d'un  système  de  sphères  excentriques.  Enfin 
les  équations  différentielles  de  la  trajectoire  peuvent  encore  s'in- 
tégrer pour  certaines  surfaces  sphéroïdales  dont  l'étude  confirme 
les  résultats  précédemment  obtenus. 

Pour  donner  à  la  théorie  une  base  plus  solide,  il  faudrait  com- 
biner des  observations  astronomiques  avec  des  observations  de  la 
réfraction  terrestre  et  des  observations  météorologiques  échelon- 
nées dans  la  direction  de  la  trajectoire.  Il  faudrait  tâcher  de  dé- 
terminer directement,  sur  une  assez  grande  étendue,  la  pente  des 
surfaces  de  niveau  ou  surfaces  d'égale  densité,  ainsi  que  la  loi  de 
leur  distribution  dans  le  sens  vertical,  aux  heures  de  la  journée 
où  s'observent  les  distances  zénithales  ;  on  y  trouverait  sans  doute 
l'explication  satisfaisante  des  variations  anormales  de  la  réfraction. 
Le   Rapport   annuel  du    Directeur  de   l'Observatoire   de  Paris 
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pour  1882  nous  apprend  qu'un  ballon  captif  de  60""%  muni  d'ap- 
pareils enregistreurs  et  destiné  à  l'étude  de  l'atmosphère  à  quelques 
centaines  de  mètres  au-dessus  de  l'Observatoire,  a  été  construit 
sous  la  direction  de  M.  le  capitaine  Renard,  et  que  les  premiers 
essais  ont  donné  de  bons  résultats  quand  la  vitesse  du  vent  ne  dé- 
passait pas  5"^  par  seconde.  C'est  une  innovation  qui  nous  paraît 
pleine  d'avenir  et  qui  mérite  d'être  signalée. 


MELANGES. 


APPLICATION    DE   LA   TRANSFORMATION    PAR   DROITES   SYMÉTRIQUES 
A    UN    PROBLÈME    DE    STEINER  ; 

Par   m.  P.-H.  SCHOUTE, 
Professeur  à  l'Université  de  Groningue  (Hollande). 

Dans  un  travail  précédent  (^),  j'ai  donné  la  théorie  de  la  trans- 
formation par  droites  symétriques;  dans  ce  qui  suit,  je  l'applique 
à  un  théorème  de  Steiner  (-). 

i .  Lemme.  —  Dans  la  transformation  par  droites  symétri- 
ques, dont  tes  points  A,  B,  G  sont  les  points  fondamentaux 
simples,  la  série  des  coniques  semblables  entre  elles  et  circon- 
scrites au  triangle  ABC  correspond  au  système  des  tangentes 
à  un  cercle  déterminé  concentrique  au  cercle  D  circonscrit  au 
triangle  ABC. 

Cas  a.  —  Les  coniques  semblables  sont  des  hyperboles. 
Cherchons  la   droite  qui  correspond  à  une  des  hyperboles  H 


(')  Voir  Bulletin,  2«  série,  VI2. 

La  réduction  de  la  transformation  par  cercles  symétriques  à  la  transformation 
par  droites  symétriques,  au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, que  j'ai  indiquée  dans  cette  étude,  n'est  qu'une  application  particulièn^ 
d'un  théorème  général,  le  théorème  qui  dit  que  chaque  transformation  hiration- 
ncllc  peut  être  décomposée  en  une  combinaison  de  transformations  quadratiques. 

(')  Systematisclie  Enhvickelung  der  Abhàngigkeit  geometrischer  Gestalten\ 
von  einander,  i832  (problème  39  du  Supplément)  et  encore  dans  le  Journal  de 
Jiorchnrdt.  I.  LV,   Vcrmisclite  Sâtze  and  Aufgabcn,  III,  3. 
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(y/^'.  i)  de  la  série,  en  déterminant  les  points  (jui  correspondent 
aux  points  infiniment  éloignés  de  la  courbe.  Ces  points  se  trou- 
vent sur  le  cercle  D  circonscrit  au  triangle,  ce  cercle  étant  la 
courbe  qui  correspond  à  la  droite  située  à  l'infini,  l^.  Donc  on 
détermine  ces  deux  points  en  menant  par  A  des  droites  A/>  et  Kq 
parallèles  aux  asymptotes  MP  et  MQ  de  l'hyperbole  H,  et  les 
droites  symétriques  A/?'  et  A^'  par  rapport  aux  bissectrices  de 
l'angle  A;  car  les  points  d'intersection  p'  et  q'  de  ces  dernières 
droites  et  du  cercle  D  sont  évidemment  les  points  en  question,  et 

Fis.  I. 


la  droite  pU/  correspond  à  Fhyperbole  H.  Eh  bien,  un  coup  d'œii 
sur  la  figure  montre  immédiatement  l'égalité  des  arcs />'^'  eX.  pq  du 
cercle  D.  Mais  le  dernier  étant  le  double  de  l'angle  PMQ,  qui  est 
le  même  pour  toutes  les  hyperboles  de  la  série,  à  cause  de  la  si- 
militude des  coniques,  Tare  pUj'  est  constant  en  même  temps, 
c'est-à-dire  que  les  droites  qui  correspondent  aux  hyperboles 
semblables  enveloppent  un  cercle  concentrique  et  intérieur  au 
cercle  D. 


Cas  d .  —  Les  hyperboles  sont  équilatères. 
Dans  ce  cas,  l'angle  des  asymptotes  étant  droit,  Yâvcp'q'  est  la 
moitié  de  la  circonférence  du  cercle  D;  les  droites  qui  correspon- 
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dent  aux  hyperboles  éqiiilatères   enveloppent   donc   un  point,  le 
centre  du  cercle  D. 

Cas  b.  —  Les  coniques  semblables  sont  des  ellipses. 

Dans  ce  cas,  les  droites  correspondantes  enveloppent  un  cercle 
déterminé  concentrique  et  extérieur  au  cercle  D.  D'abord  on 
trouve  ce  résultat  au  moyen  du  principe  de  continuité  en  étendant 
le  raisonnement  donné  pour  le  cas  des  coniques  à  asymptotes 
réelles  à  celui  des  coniques  à  asymptotes  imaginaires.  Mais,  en  défi- 
nissant les  asymptotes  de  l'ellipse  comme  les  rayons  doubles  ima- 
ginaires de  l'involution  des  diamètres  conjugués,  on  évite  l'emploi 
du  principe  de  continuité  par  la  démonstration  suivante. 

Si  le^fig'  2)  est  la  droite  qui  correspond  à  une  ellipse  donnée  E 

Fie.  -1. 


circonscrite  au  triangle  ABC,  et  4  celle  qui  correspond  à  l'hyper- 
bole H  également  circonscrite  au  triangle  ABC  et  dont  les  asym- 
ptotes sont  parallèles  aux  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse  E, 
les  droites  4  et  4  sont  parallèles;  car  l'ellipse  E,  l'hyperbole  H  et 
le  cercle  D  appartiennent  à  un  même  faisceau,  de  manière  que  le 
(piatrième  point  d'intersection  des  courbes  E  et  H  se  trouve  sur  le 
c(!rcle  D,  et  le  point  correspondant,  le  point  d'intersection  des 
droites  4  et  4?  est  situé  sur  /«.  Et  les  trois  courbes  E,  H  et  D  ap- 
partiennent à  un  même  faisceau,  parce  qu'elles  passent   par  trois 


MÉLANGES.  817 

points  A,  B,  C  et  qu'elles  coupent  la  droitri  ir.  suivant  trois 
couples  de  points  en  involution,  une  involution  dont  les  points  si- 
tués sur  les  axes  des  courbes  E  et  H  sont  les  points  doubles;  car, 
suivant  le  théorème  de  Desar^ues,  la  conique  qui  passe  par  les 
points  d'intersection  des  courbes  D  et  E  et  qui  passe  par  un  des 
points  infiniment  éloignés  de  l'hyperbole  H,  doit  aussi  contenir 
l'autre,  etc. 

De  plus,  les  tangentes  au  cercle  D  dans  les  points  d'intersection 
p'  et  q^  de  cette  courbe  et  de  Ih  se  rencontrent  en  un  point  p'  de  4- 
En  effet,  aux  tangentes  en  /?'  et  q^  correspondent  des  coniques  qui 
louchent  la  droite  /oo,  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  ABC 
et  plus  spécialement  les  paraboles  circonscrites  au  triangle  ABC 
dont  l'axe  est  parallèle  à  l'une  ou  à  l'autre  des  asymptotes  de  l'hy- 
perbole H,  c'est-à-dire  à  l'un  ou  à  l'autre  des  diamètres  conjugués 
égaux  de  l'ellipse  E.  D'où  l'on  déduit  que  ces  deux  paraboles  et 
l'ellipse  E  appartiennent  à  un  même  faisceau,  encore  parce  qu'elles 
passent  par  les  trois  points  A,  B,  C  et  qu'elles  déterminent  sur  /» 
trois  couples  de  points  en  involution,  une  involution  dont  les 
points  situés  sur  les  diamètres  conjugués  égaux  de  relli})se  E  sont 
les  points  doubles.  Donc  le  quatrième  point  d'intersection  des 
deux  paraboles  se  trouve  sur  E,  c'est-à-dire  que  le  point  d'inter- 
section p'  des  droites  correspondantes /?'p^  et  ^'p'  se  trouve  sur  4- 

Enfin  on  trouve  que  la  droite  4  enveloppe  un  cercle  concen- 
trique et  passant  par  p'  quand  l'ellipse  E  se  meut  en  restant  circon- 
scrite et  semblable  à  elle-même,  parce  que,  dans  ce  cas, l'hyperbole 
H  se  meut  complètement  de  la  même  manière  et  que  sa  droite 
correspondante  enveloppe  le  cercle  concentrique  qui  passe  par 
/•',  etc. 

Cas  y .  —  Les  ellipses  sont  des  cercles. 

Il  n'y  a  qu'un  seul  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  une 
seule  droite  correspondante,  la  droite  /»  ('). 


(')  Dans  la  considération  des  coniques  semblables  circonscrites  au  triangle  ABC 
le  cercle  D  fait  partie  de  la  série,  qui  se  compose  des  deux  faisceaux  de  coni- 
ques, dont  l'un  a  pour  points  de  base  A,  B,  G,  o>  et  l'autre  A,  B,  C,  w',  où,  comme 
d'ordinaire,  w  et  to'  représentent  les  points  circulaires  à  l'infini. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  les  droites  qui  correspondent  aux  coniques  de  la  série 
forment  deux  faisceaux,  les  faisceaux  dont  w'  et  w  sont  les  sommets. 
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Cas  c'.  —  Les  courbes  semblables  sont  àes p ai' aboies. 
Évidemment,  les  droites  correspondantes  enveloppent  le  cercle 
circonscrit  D  lui-même. 

2.  Théorème  de  Steiker.  —  La  série  des  coniques  semblables 
entre  elles  et  circonscrites  à  un  triangle  donné  ABC  est  en- 
veloppée d'une  courbe  G'*  ;  cette  cjuartique  a  trois  points  dou- 
bles, les  sommets  du  triangle  ABC^  et  n  admet  donc  que  quatre 
tangentes  doubles,  dont  Vune  est  la  droite  U..  Chacune  des 
conicjues  de  la  série  touche  V enveloppe  à  Vautre  extrémité 
du  diamètre  de  la  conique^  qui  passe  par  son  cjuatrième  point 
d' intersection  avec  le  cercle  circonscrit  D.  Un  point  quelconque 
du  cercle  D  se  trouve  sur  deux  des  coniques  de  la  série  et  les 
points  de  contact  de  ces  deux  coniques  avec  V enveloppe  G'*  sont 
deux  points  dhuie  même  hyperbole  équilatère  circonscrite  au 
triangle  KhC>.  La  série  des  coniques  semblables  ne  contient  pas 
deux  coniques  homothétiques. 

Gas  a. 
Des  hyperboles. 

Parce  que  les  droites  qui  correspondent  aux  coniques  envelop- 
pent un  cercle  concentrique  au  cercle  D,  les  coniques  elles-mêmes 
enveloppent  la  courbe  qui  correspond  à  ce  cercle,  une  quartique 
dont  les  points  fondamentaux  A,  B,  G  sont  des  points  doubles.  Le 
cercle  concentrique  ayant  un  contact  double  imaginaire  avec  le 
cercle  D  sur  la  droite  /«,,  la  courbe  G^*  a  un  contact  double  imagi- 
naire avec  la  droite  U  sur  le  cercle  D,  c'est-à-dire  dans  les  ombi- 
lics w  et  w'  du  plan. 

Si  r  {fig-  i)  est  le  point  de  contact  de  Thyperbole  H  et  de  l'en- 
veloppe C^,  et  5  le  quatrième  point  d'intersection  du  cercle  D  et  de 
l'hyperbole  H,  la  droite  rs  doit  être  diamètre  de  l'hyperbole  H. 
Mais  on  prouve  qu'en  efl'et  les  tangentes  en  /et  s  à  cette  courbe  se 
coupent  sur  L,  en  démontrant  que  les  deux  coniques  qui  corres- 
pondent à  ces  tangentes  déterminent  un  faisceau  de  coniques  dont 
le  cercle  D  fait  partie.  Eh  bien,  les  coniques  qui  correspondent  à 
ces  tangentes,  ce  sont  les  coniques  circonscrites  au  triangle  ABG, 
dont  l'une  touche  la  àvo'ile  p' q'  au  point  milieu  /-'  dey/^',et  l'autre 
au  point  infiniment  éloigné  s' .  Et  ces  deux  coniques  déterminent 
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un  faisceau  qui  con Lient  le  cercle  D,  parce  que  la  courlje  du  fais- 
ceau qui  passe  par  y?'  passe  en  même  temps  par  rj'  eu  éj^ard  à  \"\n- 
volulion  que  les  courbes  du  faisceau  déterminent  sur  la  drolL(;y/<y'; 
de  manière  que  cette  courbe  coïncide  avec  le  cercle  D,  etc.  (*). 

Un  point  quelconque  du  cercle  D  se  trouve  sur  deux  coniques 
de  la  série;  car  le  point  correspondant  de  /«,  détermine  la  direc- 
tion de  deux  tangentes  au  cercle  concentrique.  Les  deux  points  de 
contact  de  ces  deux  tangentes  étant  situés  sur  un  même  diamètre 
du  cercle  D,  les  deux  points  de  contact  des  deux  coniques  avec  la 
courbe  C'*  se  trouvent  sur  une  même  hyperbole  équilatère  circon- 
scrite au  triangle  ABC. 

On  prouve  de  la  même  manière  qu'un  point  quelconque  P  du 
plan  se  trouve  sur  deux  hyperboles  de  la  série. 

La  série  des  hyperboles  semblables  ne  contient  pas  deux  co- 
niques homothétiques  ;  car  les  points  infiniment  éloignés  de  l'hy- 
perbole H  correspondent  aux  points  d'intersection  y/  et  q'  de  la 
droite  correspondante  et  du  cercle  D,  et  le  cercle  concentrique  n'a 
pas  un  couple  de  tangentes  qui  coupent  le  cercle  D  aux  mêmes 
])oints.  Ce  dernier  résultat  est  bien  évident,  du  reste  ;  car,  par 
cinq  points,  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  conique  unique. 


Cas  a' . 
Des  hyperboles  équilatères. 

Les  hyperboles  enveloppent  un  point,  le  point  qui  correspond 
au  centre  du  cercle  D,  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  trian- 
gle ABC.  Nous  retrouvons  donc  un  théorème  connu. 

Pour  chacune  des  hyperboles  du  faisceau  le  diamètre  du  qua- 
trième point  d'intersection  6-  avec  le  cercle  D  passe  par  ce  point 
de  concours  r  des  hauteurs  du  triangle  ABC;  le  lieu  des  centres  de 
ces  hyperboles  est  donc  le  cercle  qu'on  obtient  par  la  division  des 
rayons  vecteurs  du  cercle  D,  qui  partent  du  point  r,  par  deux, 
le  cercle  des  neuf  points  par  rapport  au  triangle  ABC.  Par  chaque 
point  s  du  cercle  D  ne  passe  qu'une  hyperbole  équilatère,  et  le 
système  ne  contient  pas  un  seul  couple  de  courbes  homothétiques. 


(^)  On  trouve  le  môme  résultat  au  moyen  de  la  condition  que  la  droite  vs  passe 
par  le  point  d'intersection  des  asymptotes  de  l'hyperbole  H;  mais  ce  raisonne- 
ment ne  peut  s'éicudre  aussi  facilement  au  cas  dos  ellipses  semblables. 
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Cas  b. 
Des  ellipses. 

Dans  ce  cas,  les  raisonnements  sont  tout  à  fait  égaux  à  ceux  du 
cas  des  hyperboles.  Seulement,  les  deux  points  p'  et  q'  sont  ima- 
ginaires. Mais  la  seconde  partie  du  théorème  subsiste,  parce  que  r' 
reste  le  point  milieu  du  segment  imaginaire/?'^'. 

Cas  b'. 
Des  cercles. 

L'enveloppe  est  le  cercle  circonscrit  D,  etc.  ('). 

Cas  d . 

Des  paraboles. 

L'enveloppe  est  la  droite  L.  Pour  chaque  parabole,  la  droite  rs 
est  un  diamètre,  le  point  r  étant  le  point  infiniment  éloigné  de  la 
courbe.  La  troisième  partie  du  théorème  est  en  partie  un  cas  par- 
ticulier du  théorème  connu, que  chaque  faisceau  de  coniques  con- 
tient deux  paraboles,  etc. 

3.  Additio]n  au  théorème  de  Steiner.  —  Les  enveloppes  G* 
des  séries  différentes  des  coniques  semblables ,  circonscrites 
au  triangle  K^Q^  forment  un  faisceau,  dont  les  points  A,  B,  G 
sont  des  points  de  base  doubles,  et  les  ombilics  co  et  to'  des  points 
de  base  simples  à  tangente  commune  L.  Une  droite  quelconque 
est  touchée  par  quatre  des  courbes  Q'*  du  faisceau,  etc. 

Les  enveloppes  'des  systèmes  des  droites  correspondantes  for- 
mant un  faisceau  de  cercles  concentriques,  les  enveloppes  des 
séries  de  coniques  semblables  forment  un  faisceau  dont  on  dé- 
termine sans  peine  les  points  de  base.  Parce  que  du  centre 
commun  des  cercles  on   peut  mener  quatre  normales  à  une  co- 


(  '  )  C'est  le  résultat  métaphorique  de  Steiner.  Mais  la  courbe  C  de  la  série  des 
roniques  semblables  circonscrites  aux  triangles  ABC,  qui  contient  le  cercle  D,  se 
r('(luit  aux  doux  ombilics  to  el  w'. 


Mf'iLANGES.  i'/f 

ni(|ii<'  (jiKîlconqiK;  qui  <;sL  circonscrite  au  Irianj^le  ABC,  il  y  a 
quatre  courbes  iï'  ({ui  touclient  la  droite  qui  correspond  à  cette 
conique,  etc. 

4.  D'aljord  Steiner  a  ajouté  deux  pro])lèmes  à  son  théorème, 
dont  le  premier  s'occupe  du  lieu  des  centres,  et  le  second  du  lieu 
des  foyers  de  la  série  des  coniques  semblables  circonscrites  à  un 
triangle  donné  (*).  Ensuite  il  a  indiqué  (^)  le  premier  lieu  et  en- 
gagé à  l'étude  de  l'enveloppe  des  axes  de  ces  courbes.  Je  termine- 
rai donc  par  l'énumération  des  lieux  et  des  enveloppes  principales, 
qui  ont  un  rapport  intime  avec  les  séries  des  coniques  sembla- 
bles, quoique  les  découvertes  générales  de  Chasles  aient  fait  con- 
naître l'ordre  de  ces  lieux  et  la  classe  de  ces  enveloppes  pour  une 
série  de  coniques  (jx,  v)  (^).  Mais,  pour  ne  pas  abuser  de  la  bien- 
veillance de  la  rédaction  du  Bulletin,  je  ne  donnerai  que  les 
résultats. 

Théorème  fondamental.  —  Pour  une  série  de  coniques  sem- 
blables circonscrites  à  un  triangle  ABC,  les  caractéristiques  a 
et  V  ont  les  valeurs  de  i  et  4  ;  seulement,  dans  le  cas  a'  des  hy- 
perboles équilatères,  ces  valeurs  s' abaissent  à  i  et  2  et  dans 
le  cas  b'  du  cercle  circonscrit  on  considère  la  série  composée 
des  deux  faisceaux  aucjuel  appartient  ce  cercle. 

Je  remarciue  que  les  deux  coniques  par  A,  B,  C,  qui  touchent 
U  en  un  des  deux  points  o>  et  m',  appartiennent  deux  fois  à 
chacune  des  séries  de  coniques  semblables  ;  seulement  la  série 
qui  est  composée  de  deux  faisceaux  ne  les  contient  qu  une  fois. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  semblables  est  une  courbe 
C'  qui  a  trois  points  doubles,  les  points  milieux  a,  b,  c  des  côtés 
du  triangle  ABC  (fig-  2)  et  quatre  tangentes  doubles,  dont  une 
est  la  droite  /«  qui  touche  la  courbe  en  to  et  to' .  Dans  le  cas  a'  des 
hyperboles  équilatères,  le  lieu  est  un  cercle,  le  cercle  des  neuf 
points  par  rapport  au  triangle  ABC.  Et  dans  le  cas  c'  des  paraboles. 


(*)  Systematische  EnUvickelung,  etc..  loc.  cit. 

('^)  Journal  de  Borctiardt,  loc.  cit. 

(^)  Comptes   rendus  des  séances  de   l' Académie  des   Sciences,   18G4. 
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la  courbe  C*  dégénère  en  quatre  droites,  la  droite  L  et  les  trois 
droites  qui  passent  par  deux  des  trois  points  a,  b,  c  {^). 

Toutes  les  courbes  C'  qui  correspondent  aux  séries  différentes 
des  coniques  semblables  circonscrites  à  un  même  triangle  ABC 
forment  un  faisceau;  chacun  des  points  a^bjC  compte  pour  quatre 
et  chacun  des  points  w  et  cd'  pour  deux  des  seize  points  de  base. 
Toutefois  cette  considération  exige  que  l'on  compte  double  le 
cercle  des  neuf  points. 

Uem^eloppe  des  asymptotes  est  une  courbe  T^  (de  la  sixième 
classe)  qui  a  trois  tangentes  doubles,  les  côtés  du  triangle  ABC, 
et  une  tangente  quadruple  /»  dont  les  points  de  contact  coïncident 
deux  à  deux  avec  les  points  w  et  to'.  Dans  le  cas  des  hyperboles 
équilatères,  l'enveloppe  est  une  courbe  T^  qui  touche  une  fois  les 
côtés  du  triangle  ABC,  et  deux  fois,  en  co  et  to',  la  droite  L  (-). 
Et  dans  le  cas  des  paraboles,  toutes  les  asymptotes  coïncident  avec 
/=o,  si  l'on  ne  considère  comme  asymptotes  les  six  droites  des  trois 
paraboles  dégénérées. 

Quand  on  compte  double  l'enveloppe  T^,  toutes  les  enveloppes 
r^  forment  un  faisceau  tangentiel;  chacun  des  trois  côtés  du 
triangle  représente  quatre  et  la  droite  U  vingt-quatre  (^)  des 
trente-six  tangentes  de  base. 

Vençeloppe  des  axes  est  encore  une  courbe  V^  qui  a  trois  tan- 
gentes doubles,  les  normales  aO,  bO,  cO  aux  côtés  du  triangle 
ABC  par  leurs  points  milieux,  et  une  tangente  quadruple /« ,  dont 
les  points  de  contact  coïncident  deux  à  deux  avec  to  et  oj'.  Dans 
le  cas  des  hyperboles  équilatères,  l'enveloppe  est  une  courbe  T^  qui 
touche  une  fois  les  droites  aO,  60,  cO,  et  deux  fois,  en  to  et  w', 


(')  Je  laisse  de  côté  les  résultats  simples  qui  se  rapportent  au  cas  de  la  série 
qui  contient  le  cercle  D,  série  qui  se  compose  de  deux  faisceaux,  parce  que  les 
lieux  géométriques  et  les  enveloppes  sont  tous  imaginaires. 

(^)  Cette  courbe  est  Ihypocycloïde  de  module  ^  étudiée  par  M.  Steincr  (Jour- 
nal de  Borchardt,  t.  LUI,  p.  aSi)  et  par  beaucoup  d'autres  géomèlrcs,  comme 
Crcmona,  Fcrrers,  P.  Serret,  Brocard,  etc. 

(^)  [.a  droite  /<»  compterait  pour  seize  des  tangentes  communes,  si  ses  points 
de  contact  avec  les  courbes  étaient  didcrenls  pour  les  dilTéronlcs  courI)es:  la  coïn- 
cidence de  deux  de  ces  points  avec  w  augmente  la  muiti[i!icilé  de  la  droite  /« 
roimne  liini^ciilc  conminne  avec  <|uatre,  etc. 
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la  droite  U.  El  (Jans  le  cas  des  paraboles,  i'enveIoj)pe  se  coinjiose 
d'une  courbe  T*  qui  de  même  louche  une  fois  les  droites  aO^hO 
cO  et  deux  fois,  eu  o)  et  o)',  la  droite  /.o  et  trois  points,  les 
points  infiniment  éloignés  de  «O,  ^O,  cO. 

En  comptant  doul)le  la  j)remière  des  deux  enveloppes  F',  on 
peut  dire  que  les  courbes  f,  qui  correspondent  aux  séries  difTé- 
rentes  de  coniques  semblables,  forment  un  faisceau  tangentiel, 
dont  les  droites  aO,  ^O,  cO  représentent  quatre,  et  /»  vingt- 
quatre  tangentes  de  base. 

Le  lieu  des  foyers  est  une  courbe  C'^  qui  a  deux  points  dou- 
bles sur  chacun  des  côtés  du  triangle  ABC,  les  points  doubles  de 
la  série  des  coniques  et  deux  points  quadruples  sur  /«,  les  points 
to  et  0/  ;  dans  chacun  des  six  points  doubles,  les  tangentes  sont  les 
bissectrices  de  l'angle  formé  par  les  deux  droites  de  la  conique 
dégénérée,  et  dans  chacun  des  deux  points  quadi^uples  deux  des  tan- 
gentes coïncidentavec  /« ,  les  deux  autres  avec  une  autre  droite.  Dans 
le  cas  des  hyperboles  équilatères,  le  lieu  est  une  courbe  C"  qui  a  un 
point  double  sur  chaque  côté  du  triangle,  le  pied  de  la  hauteur  et 
deux  points  doubles  to  et  to',  dont  une  des  tangentes  coïncide  avec 
/».  Et  dans  le  cas  des  paraboles,  le  lieu  est  la  droite  /«,  et  une  courbe 
G'',  dont  les  points  d'intersection  avec  /«,  sont  les  points  (o  et  w', 
et  les  points  infiniment  éloignés  des  trois  côtés  du  triangle  ABC. 

Les  différents  lieux  C-  ne  forment  pas  un  faisceaU;,  mais  une 
série  dont  ^  =  4. 

\Jenveloppe  des  directrices  est  une  courbe  F^  qui  touche  une 
fois  les  douze  bissectrices  des  six  angles  formés  par  les  coniques 
de  la  série  qui  dégénèrent  en  deux  droites,  et  quatre  fois  la  droite 
/oo  ;  des  quatre  points  de  contact  de  cette  droite,  deux  coïncident 
avec  CD  et  deux  avec  m' .  Dans  le  cas  des  hyperboles  équilatères, 
l'enveloppe  est  une  courbe  F*  qui  louche  une  fois  les  six  bissec- 
trices des  trois  angles  formés  par  les  coniques  dégénérées  de  la 
série,  et  deux  fois  la  droite  /■»,  en  w  et  co'.  Et  dans  le  cas  des 
paraboles,  l'enveloppe  est  une  courbe  F*  dont  /«  est  une  tangente 
triple,  les  points  de  contact  étant  les  points  infiniment  éloignés  des 
côtés  du  triangle  ABC. 

Les  différentes  enveloppes  F^  ne  forment  pas  un  faisceau  tan- 
gentiel,  mais  une  série  dont  v  =  2. 
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Le  lieu  des  sommets  est  une  courbe  G^^  qui  a  trois  points  sextu- 
ples, les  points  A,  B,  G,  et  six  points  doubles  qui  se  trouvent  deux 
à  deux  sur  les  trois  côtés  du  triangle,  les  six  points  doubles  de 
la  série;  les  tangentes  de  ces  points  doubles  sont  les  bissec- 
trices, etc.  Dans  le  cas  des  hyperboles  équilatères,  le  lieu  est  une 
courbe  G**  qui  a  trois  points  triples,  les  points  A,  B,G,  et  trois 
points  doubles,  les  pieds  des  hauteurs.  Et  le  lieu  des  sommets 
des  paraboles  est  une  courbe  G'  dont  A,  B,  G  sont  des  points 
triples,  et  les  points  infiniment  éloignés  des  côtés  du  triangle  ABG 
des  points  simples. 

Les  diîTérents  lieux  G'^'  ne  forment  pas  un  faisceau,  mais  une 
série  dont  [ji  =  3. 
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QLKS.  —  Tolîic  I  :  De  Thaïes  à  Dwphante ;  loinc;  Il  :  l)e  Diopliante  à 
Vièfe.  Paris,  Gautincr-Yillars  ;  i88'i.  2  vol,  in-iu  «le  viii-.48r)  et  vni-iiG 
pages. 

((  J^'liistoire  que  j'ai  désiré  écrire  est  celle  de  la  filiation  des 
idées  et  des  méthodes  scientifiques.  11  ne  faut  donc  chercher  dans 
cet  Ouvrage  ni  tentatives  de  restitutions  de  faits  inconnus  ou  d'Ou- 
vrages perdus,  ni  découvertes  bibliographiques,  ni  discussions  sur 
les  faits  incertains  ou  les  dates  douteuses,  ni  hypothèses  sur  ht 
science  des  peuples  qui  ne  nous  ont  transrhis  aucun  monument 
certain  de  leur  savoir.  »  C'est  en  ces  termes  que  l'auteur  précise 
le  but  qu'il  s'est  proposé,  le  plan  qu'il  a  suivi. 

En  France,  nous  ne  possédons  point  encore  d'Ouvrage  qui  re- 
trace sous  une  forme  rapide  l'histoire  des  Sciences  :  j)()ur  les 
Mathématiques,  les  deux  volumes  de  Bossut  sont  rares  et  d'ailleurs 
bien  inq:)arfaits  :  l'Histoire  de  M.  Hoefer  pèche  sous  le  rapport  de 
la  compétence  mathématique;  des  histoires  raisonnées  de  la  Phv- 
sique  et  de  la  Chimie  sont  encore  à  faire.  Il  faut  donc  savoir  gré  à 
l'éminent  professeur  d'avoir  cherché  à  combler  ces  lacunes.  En 
qualité  de  géomètre»  il  devait  insister  surtout  sur  les  Mathéma- 
tiques. Les  lecteurs  qui  connaissent  la  tournure  de  son  esprit  et 
les  tendances  concrètes  de  ses  travaux  devinent  quelle  partie  des 
Mathématiques  a  été  traitée  le  plus  favorablement. 

D'ordinaire  les  géomètres  méprisent  l'érudition  :  à  quoi  l)on 
feuilleter  les  index,  lire  les  manuscrits,  collationner  les  textes  pour 
arriver  à  quoi?  Souvent  en  dernier  lieu  à  une  traduction  qui  est 
une  simple  identité  algébrique.  M.  Maximilien  Marie  n'est  pas  de 
ce  nombre  :  on  pourrait  lui  reprocher  cependant  d'avoir  été  parfois 
trop  géomètre.  Quelques  inexactitudes  de  détail  et  quelques  inad- 
vertances plus  ou  moins  regrettables  pourraient  élre  signalées; 
mais  ces  défauts  disparaîtront  facilement  d'une  seconde  édition. 

L'auteur  fait  commencer  son  Histoire  à  la  Grèce.  Certains  lec- 
teurs regretteront  peut-être  de  n'y  rien  trouver  sur  l'Kgvple,  sur 
Bull,  des  Sciences  malhein..  ■>"  série,  l.  \  II.  (  l)('MN'ml>ro  »S83.)       ÏS 
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Babylone,  sur  la  Chine  :  ceux  qui  savent  combien  ce  champ,  riche 
en  investigations  laborieuses,  est  pauvre  encore  de  faits  bien  éta- 
blis, le  regretteront  moins.  Au  reste,  ce  n'est  pas  dans  un  simple 
compte  rendu  que  l'on  peut  discuter  toutes  les  questions  que  sou- 
Jève  le  présent  Ouvrage  :  nous  nous  contenterons  de  résumer  les 
idées  personnelles  et  d'esquisser  à  grands  traits,  en  laissant  dans 
l'ombre  les  sciences  physiques,  le  tableau  que  M.  Maximilien 
Marie  lui-même  a  peint  sommairement. 

L'auteur  a  divisé  son  histoire  en  périodes;  il  résume  d'abord  les 
principales  conquêtes  de  chaque  période,  puis  il  passe  aux  auteurs 
qu'il  étudie  individuellement  dans  leur  vie  et  dans  leur  œuvre. 

Caractérisant  l'esprit  mathématique  des  Grecs,  M.  Maximilien 
Marie  insiste  surtout  sur  la  tournure  géométrique  de  leurs  re- 
cherches. Les  Grecs  raisonnaient  toujours  sur  les  grandeurs  elles- 
mêmes,  jamais  sur  letirs  mesures  :  la  pensée  de  séparer  leur  Al- 
gèbre de  leur  Géométrie,  c'est-à-dire  l'art  de  raisonner  de  l'objet 
du  raisonnement  ne  leur  est  jamais  venue.  Et  cependant  beaucoup 
de  leurs  recherches  constituent  une  véritable  Algèbre  ;  à  cette 
science  il  ne  manque  que  le  nom  et  elle  sera  d'une  grande  utilité 
le  jour  où  les  mathématiciens,  avant  perfectionné  le  calcul  numé- 
rique, inventeront  les  notations. 

Les  connaissances  qui  nous  sont  parvenues  sur  les  premiers 
mathématiciens  grecs  sont  très  incomplètes.  Thaïes,  Anaximandre, 
Anaximène,  voilà  les  trois  noms  auxquels  se  rattachent  les  progrès 
de  la  Mathématique  avant  Pythagore.  Quelques  aperçus  sur  la  simi- 
litude des  figures,  l'invention  du  gnomon  et  quelques  notions  sur 
l'Astronomie  :  voilà  en  somme  tout  ce  que  les  Grecs  leur  attribuent 
le  plus  communément.  Encore  n'est-il  pas  très  sûr  que  ces  décou- 
vertes soient  de  leur  invention  ;  peut-être  les  ont-ils  seulement  rap- 
portées d'Egypte  :  Thaïes  au  moins  a  certainement  voyagé  dans 
ce  pays. 

Le  mystère  s'éclaircit  un  peu  avec  Pythagore  ;  mais  ici  encore 
règne  une  grande  obscurité.  Tl  paraît  certain  qu'il  admettait  le 
mouvement  de  la  terre,  au  moins  le  mouvement  diurne.  Quant  à 
son  célèbre  théorème  de  l'équivalence  entre  le  carré  de  l'hypoté- 
nuse d'un  triangle  rectangle  et  la  somme  des  carrés  des  deux  côtés 
de  Tangle  droit,  il  est  bien  moins  authentique  ;  toutefois  Pythagore 
(  orHribua  beaucoup  à  l'avancemcnf  (]vs  Srienrcs.  non  seulcrueut  par 
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ses  découvcrles,  mais  encore  par  l'immense  autorité  dont  il  jouis- 
sait dans  toute  la  Grèce  :  désormais  ces  sciences  seront  regardées 
comme  indispensables  à  la  Philosophie,  et  c'est  en  effet  des  écoles 
pythagoriciennes  que  nous  voyons  sortir  les  matliémaliciens  des 
âges  suivants. 

L'auteur  leur  accorde  de  courtes  mentions;  mais  il  s'arrête  un 
peu  plus  sur  Philolaiis^  dont  nous  pouvons  nous  faire  une  idée  par 
les  réfutations  d'Aristote.  Nous  savons  que  Philolaùs  admettait  le 
système  héliocentrique  à  peu  près  comme  nous  le  connaissons 
aujourd'hui,  c'est-à-dire  avec  le  double  mouvement  de  la  Terre  et 
la  révolution  des  planètes  autour  du  Soleil.  M.  Marie  pense  que 
ce  sont  là  ses  propres  inventions  et  non  celles  de  son  maître 
Pythagore. 

Nous  arrivons  à  l'ère  des  grands  philosophes  grecs.  C'est  à  Platon 
qu'il  faut  attribuer  l'introduction  de  cette  méthode  de  recherches 
qui  suppose  le  problème  résolu.  Nous  n'avons  pas  de  découvertes 
mathématiques  à  noter  de  la  part  de  son  grand  disciple  Aristote. 
Mais  les  sciences  physiques  doivent  beaucoup,  sinon  à  ses  décou- 
vertespersonnelles,  au  moins  à  sa  vastesynthèse  de  touteslesconnais- 
sances.  Revenant  aux  mathématiciens,  notons  Eudoxe  de  Cnide, 
Ménechme,  enfin  Dinostrate,  l'inventeur  de  la  célèbre  quadratrice, 
qui  devait  servir  à  la  quadrature  du  cercle,  l'un  des  deux  grands 
problèmes  de  l'antiquité  grecque;  l'autre  était  la  duplication  du 
cube. 

Les  recherches  progressentet  se  multiplient;  mais  nous  ne  sommes 
que  très  imparfaitement  renseignés  sur  la  part  de  chacun  dans  les 
progrés  accomplis;  ici,  un  nom;  là  le  titre  d'un  Ouvrage,  et  c'est 
tout.  Mais,  si  nous  ne  connaissons  pas  les  hommes,  nous  connais- 
sons d'autant  mieux  les  résultats  de  leurs  travaux.  Un  esprit  supé- 
rieur a  résumé  tous  ces  efforts  en  une  œuvre  à  laquelle  il  a  attaché 
pour  toujours  son  nom.  Toute  celte  partie  des  Mathématiques 
portera  désormais  le  nom  de  Géométrie  euclidienne.  ]\L  Marie 
nous  donne  une  analyse  très  complète  des  Eléments;  il  insiste 
sur  le  caractère  algébrique  de  plusieurs  théorèmes  qui  sont  pour- 
tant prouvés  par  Euclide  d'une  manière  toute  géométrique.  Au 
point  de  vue  d'une  histoire  générale,  il  semble  qu'il  aurait  pu 
insister  plus  longuement  sur  les  autres  Ouvrages  du  célèbre  géo- 
mètre. 
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Avec  Eiiclide  finit  la  première  période  de  la  Mathématique 
grecque.  Avant  de  passer  aux  suivantes,  M.  Marie  nous  donne  un 
aperçu  des  résultats  obtenus  dans  la  théorie  des  coniques.  Il  est 
impossible  de  préciser  l'œuvre  de  chacun.  jNIais  Apollonius  de 
Perge  avant  eu  la  probité  de  séparer  ses  propres  découvertes  de 
celles  de  ses  prédécesseurs,  nous  sommes  en  état  de  déterminer 
avec  quelque  précision  les  progrès  de  toute  l'époque. 

C'est  durant  la  seconde  période  que,  d'après  M.  Marie,  le  calcul 
numérique  commence  à  s'introduire  dans  les  recherches  théoriques 
à  propos  de  certains  rapports  présentant  un  intérêt  spécial  dans  les 
recherches  astronomiques;  cependant  la  distance  qui  sépare  les 
notions  de  raison  et  de  rapport  n'est  pas  encore  franchie  :  il  y  a  une 
raison  entre  les  longueurs  de  la  circonférence  et  du  rayon  d'un 
cercle,  et  l'on  va  chercher  la  grandeur  de  la  circonférence  dont  on 
donne  le  rayon;  mais  on  ne  pensera  pas  encore  à  chercher  le  rap- 
port de  la  circonférence  au  diamètre. 

Aristarque,  deSamos,qni  ouvre  la  seconde  période,  est  surtout 
connu  comme  astronome.  Dans  le  Traité  des  distances  du  Soleil 
et  de  la  Lune,  le  seul  qui  nous  soit  parvenu,  il  admet  que  l'angle 
sous  lequel  on  voit  la  distance  de  la  Lune  et  du  Soleil,  au  moment 
de  la  lune  dichotome,  diffère  d'un  quadrant  de  3**;  la  différence 
n'est  en  réalité  que  de  y'.  Mais,  si  Aristarque,  faute  d'instruments 
précis,  se  trompe  nécessairement  sur  les  données  numériques,  la 
méthode  est  d'une  justesse  parfaite.  En  dehors  de  ce  Traité,  nous 
savons  encore,  par  un  passage  de  l'yi/'e/zaZ/'i^  d'Archimède,  qu' Aris- 
tarque adhérait  aux  opinions  des  pythagoriciens  sur  le  mouvement 
de  la  Terre. 

Eratosthène  est  connu  surtout  par  son  évaluation  de  la  grandeur 
du  méridien,  la  première,  nous  dit  l'auteur,  qui  ait  été  recherchée 
par  des  moyens  rationnels.  Il  l'a  trouvée  de  2520oo  stades,  nombre 
qui,  d'après  une  opinion  émise  par  Vincent  et  accueillie  avec 
quelque  scepticisme  par  l'auteur,  se  rapprocherait  de  beaucoup  des 
évaluations  modernes. 

Après  Eratosthène  vient  un  des  savants  les  plus  célèbres  de  toute 
l'antiquité  :  Archimède.  L'étude  de  ses  travaux  est  un  des  Chapitres 
les  plus  intéressants  du  Livre.  Rien  en  effet  ne  saurait  exciter'autant 
noire  admiration  pour  les  mathématiciens  de  l'antiquité  que  de 
voir  Archimède  sans  Calcul  infinitésimal  parvenir  à  des  résultats  si 


i 


COMTTKS  KEN  DUS  ET  ANALYSES.         329 

considéraljlcs.  Suivant  l'ordre  adopté  par  Pe^ranJ,  M.  Maiie  étudie* 
d'abord  le  Traité  de  Ut  sphère  et  du  cylindre^  puis  les  Treilles  des 
colloïdes  et  sphéroïdes,  des  Jiélices,de  l'équilibre  des  plans,  de  la 
(juadrature  de  la  parabole,  des  coi'ps  portés  par  un  Jluide,  rie 
la  mesure  du  cercle,  enfin  VArénaire.  Partout  M.  Marie  s'est 
appliqué  à  faire  ressortir  non  seulement  l'ingénieuse  simplicité  des 
solutions,  mais  encore  leur  caractère  algébrique.  C'est  ainsi  que 
la  V°  proposition  du  second  Livre  du  Traité  de  la  sphère  et  du 
cylindre  contient  une  équation  du  troisième  degré  ajant  trois 
racines  réelles.  L'exposé  de  la  VHP  proposition  du  second  Livre 
des  Corps  qui  sont  portés  sur  un  Jluide  nous  semble  particuliè- 
rement remarquable.  M.  Marie  s'en  sert  pour  démontrer  sa  thèse  : 
que  ((  les  grands  mathématiciens  grecs  étaient  en  possession  d'une 
véritable  méthode  de  calcul  algébrique,  dont  ils  n'ont  laissé  aucune 
trace  dans  leurs  écrits,  parce  qu'ils  n'ont  pas  voulu  faire  à  part 
la  théorie  de  ces  procédés  logistiques,  soit  qu'ils  en  regardassent 
la  possession  comme  inhérente  au  génie  et  intransmissible  par 
cela  même,  soit  que^  n'ayant  pas  imaginé  les  signes  auxquels  nous 
recourons  j)Our  rendre  nos  formules  saisissables,  ils  aient  reculé 
devant  la  longueur  des  explications  qu'ils  auraient  dû  fournir  en 
langage  ordinaire,  soit  enfin  qu'ils  craignissent  de  n'être  pas  com- 
pris »  (p.  1 18). 

Ce  qui  nous  est  parvenu  des  Livres  d'x\rchimède  nous  donne  une 
idée  exacte  de  son  œuvre  mathématique.  Mais  la  plupart  de  ses 
inventions  physiques  ne  nous  sont  parvenues  qu'à  travers  les  récits 
parfois  exagérés  et  presque  toujours  confus  de  ses  contemporains. 
Des  quarante  machines  qui  lui  sont  attribuées  par  les  Anciens, 
nous  ne  pouvons  citer  comme  parfaitement  authentique  que  son 
application  de  la  vis  à  élever  l'eau  dans  un  cylindre  tournant  simple- 
ment autour  de  son  axe. 

Il  est  presque  contemporain  d'Archimède,  cet  aulre  grand  géo- 
mètre qui,  comme  lui,  a  poussé  la  Géométrie  au  delà  des  frontières 
que  semblait  lui  assigner  l'application  des  méthodes  élémentaires. 
La  gloire  d'Apollonius  de  Perge,  aux  yeux  de  ses  contemporains, 
a  au  moins  égalé  celle  d'Archimède.  M.  Marie  étudie  un  à  un  les 
Livres  du  fameux  Traité  des  conicpies.  Il  nous  donne  l'énoncé  des 
propositions  les  plus  remarquables  ;  souvent  il  donne  in  extenso 
en  langage  moderne  les  démonstrations.  Outre  le  Lii're  des  coni- 
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ques,  Apollonius  avait  laissé   sur  les   méthodes  arithmétiques  un 
Ouvrage  dont  nous  ne  pouvons  nous  faire  une  idée. 

Ctésihius,  d'Alexandrie,  n'est  connu  que  comme  père  ou  précep- 
teur de  Héron  l'Ancien.  Héron  est  l'auteur  de  la  fontaine  qui  porte 
son  nom  et  de  plusieurs  ouvrages  physiques.  Mais  ce  ne  serait  là 
qu'une  très  petite  partie  de  sa  gloire,  si  l'on  parvenait  à  établir 
(assertion  avancée  par  plusieurs  historiens  modernes)  qu'il  estl'au- 
teur  du  Traité  de  la  Dioptre,  un  des  livres  les  plus  célèbres  dans 
les  sciences  mathématiques.  On  disait  au  moyen  âge  :  apprendre 
Euclide,  Ptolémée,  Héron,  comme  nous  disons  :  apprendre  la  Géo- 
métrie, l'Astronomie,  la  Géodésie. 

Mais  ce  Traité  de  la  Dioptre  est-il  bien  de  Héron  l'Ancien?  Voilà 
un  problème  qui  ne  nous  semble  pas  encore  entièrement  résolu. 
L'aflirmative  a  été  soutenue  par  Venturi  et,  dans  ces  derniers 
temps,  par  M.  Cantor.  M.  Marie  se  range  décidément  du  côté  de  la 
négative.  D'après  lui  le  Traité  en  question  serait  ou  de  Héron  le 
Jeune,  mathématicien  du  viii'^  siècle,  ou  peut-être  d'un  troisième 
géomètre  du  même  nom,  mais  qui  serait  en  tous  cas  postérieur  à 
Ptolémée.  On  trouve  en  effet  dans  la  Dioptre  la  formule  de  la 
mesure  de  l'aire  d'un  triangle  en  fonction  des  mesures  de  ses  côtés  : 


S  =  \/PKp—^^)\p  —  *^)Kp  —  c). 

Si  cette  formule  était  de  Héron  l'Ancien,  Ptolémée  l'aurait  appli- 
quée et  avec  quels  avantages!  lui  qui,  pour  résoudre  un  triangle,  le 
décompose  toujours  en  deux  triangles  rectangles.  En  outre,  com- 
ment admettre  que  cette  formule  soit  d'un  mathématicien  du 
11*'  siècle  avant  l'ère  chrétienne,  quand  on  ne  voit  nulle  part,  dans 
les  auteurs  grecs,  même  la  formule  S  =  ~bh,  si  simple  pourtant 
et  qui  aurait  dû  nécessairement  précéder  l'autre  de  beaucoup?  Com- 
ment admettre  tout  un  système  compliqué,  dont  l'essentiel  consiste 
à  mesurer  des  surfaces  par  des  longueurs  linéaires,  quand  on  voit 
que  les  Grecs  n'ont  pas  les  formules  des  mesures  des  surfaces  et 
des  voUimes,  dont  les  équivalences  nous  fournissent  le  plus  sou- 
vent des  relations  entre  les  éléments  linéaires?  Comment  admettre 
(pi'un  Grec  si  peu  accoutumé  à  faire  abstraction  de  l'objet  du  rai- 
sonnement ait  pu  imaginer  un  produit  de  quatre  lignes?  Ce  sont 
là  des  objections  très  sérieuses,  et  elles  sont  présentées  avec  beau- 
coup de  force  par  M.  Maximilien  Marie. 
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Les  incLhodes  pour  l'évaluation  Municriquii,  clans  certains  cas 
particuliers  des  grandeurs  géoméliiqnes  définies  par  des  figures 
qui  ne  pourraient  pas  les  fournir  d'une  façon  utile,  ne  prennent 
corps  qu'après  Héron,  et  c'est  même  là  ce  qui  constitue  la  caracté- 
ristique de  la  troisiènjc  période,  d'Hipparque  à  Diophante.  L'auteur 
nous  montre  comment  les  Grecs  comptaient  avec  leurs  fractions 
sexagésimales,  qu'ils  ne  poussaient  cependant  pas  au  delà  des 
secondes.  Il  nous  développe  les  points  principaux  de  la  trigono- 
métrie d'IIipparque  et  de  Ptolémée  ;  il  nous  montre  comment,  à 
l'aide  du  théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit,  on  arrive  à  calculer 
la  corde  d'un  arc  assez  petit  pour  pouvoir  former  la  raison  de  la 
progression  arithmétique  des  arcs  d'une  table  suffisamment  com- 
plète. A  l'aide  de  ces  cordes  qui  remplaçaient  toutes  nos  fonctions 
Irigonométriques,  on  calculait  les  triangles  rectangles,  puis  des 
triangles  quelconques,  en  les  décomposant  en  triangles  rectangles. 
Dans  le  cas  où  l'on  connaissait  un  côté  et  les  angles,  on  se  servait 
aussi  de  notre  formule  sur  la  proportion  des  sinus  qui,  bien 
entendu,  était  exprimée  comme  s'appliquant  aux  cordes  des  arcs 
doubles.  Des  procédés  analogues,  plus  compliqués,  s'appliquaient 
à  la  Trigonométrie  sphérique. 

La  plupart  de  ces  progrès  sont  l'œuvre  d'IIipparque;  mais  ce 
n'est  pas  là  le  plus  grand  mérite  de  cet  homme  étonnant,  un  des 
plus  grands  sans  doute  de  toute  l'antiquité.  Hipparque  fut  surtout 
astronome,  et  comme  tel  il  a,  par  l'intermédiaire  de  son  successeur 
Ptolémée,  fait  la  loi  à  tous  les  siècle?  suivants,  jusqu'à  la  grande 
réformation  de  Copernic.  C'est  aussi  par  l'intermédiaire  de  Ptolémée 
que  nous  pouvons  juger  aujourd'hui  ses  travaux,  car  de  tout  ce  qu'il 
a  écrit  nous  ne  possédons  guère  que  le  Cojmnentaire  d'Aratus,  ou- 
vrage de  début  et  de  peu  d'importance  d'ailleurs.  Ses  grandes  dé- 
couvertes sont  toutes  postérieures  à  ce  Livre.  La  première  fut  celle 
de  la  précession  des  équinoxes.  Hipparque  assigna  ensuite  à  la  lon- 
gueur de  l'année  une  nouvelle  valeur,  qui  est  trop  forte  de  f)'"^;  il 
remarqua  l'inégalité  dans  les  mouvements  en  longitude  de  la  Lune 
et  du  Soleil  et  leur  attribua  d'après  cela  des  orbes  circulaires  excen- 
triques ;  il  détermina  l'excentricité  et  la  ligne  des  apsides  de  l'orbite 
du  Soleil  avec  une  grande  exactitude;  il  ne  fit  pas,  il  est  vrai,  une 
théorie  complète  de  la  Lune,  mais  il  détermina  la  durée  de  la  révo- 
lution synodique,  de  la  révolution  anomalislique  et  de  celle  de  la 
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Vv^ne  des  nœuds,  ainsi  que  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  lunaire 
surl'écliptique;  il  essava  de  déterminer  les  distances  des  astres,  et 
sa  valeur  pour  la  parallaxe  horizontale  de  la  Lune  est  dune  exac- 
titude surprenante  ;  il  détermina  les  durées  des  révolutions  des 
cinq  planètes  connues  alors.  \  oilà  certes  assez  de  résultats  pour 
justifier  le  jugement  de  Delambre  :  u  C  est  le  plus  grand  de  tous 
dans  les  sciences  qui  ne  sont  pas  purement  spéculatives.  » 

D  Hipparque  à  Ptolémée  nous  avons,  comme  le  dit  justement 
M.  Marie^  plus  d'écrivains  que  de  savants  :  Possidonius.  connu 
par  ses  relations  avec  Cicéron  ;  Nicomède,  l'inventeur  de  la  con- 
choide,  qui  porte  son  nom  ;  Sosigène,  qui  opéra  la  grande  réforme 
du  calendrier  romain;  Manilius,  auteur  du  poème  latin  intitulé 
Asironomicon  ;  Sérénus,  auteur  de  Livres  sur  les  sections  du  cv- 
lindre  et  du  cône  ;  Ménélaiis^  dont  les  Sphérirjues  contiennent  quel- 
ques problèmes  importants  sur  la  Trigonométrie  sphérique  ;  enfin 
ïhéon  de  Smvrne,  auteur  de  deux  Ouvrages  sur  l'Arithmétique  et 
rAstronomîe.  M.  Marie  donne  une  analyse  complète  des  travaux 
de  Théon,  non  point  qu'ils  soient  bien  importants,  mais  ce  sont 
les  seuls  à  peu  près  qui  poissent  nous  donner  une  idée  de  rensei- 
gnement pythagoricien  à  celle  époque.  Outre  quelques  formules 
SOT  les  propriétés  des  nombres,  énoncées  d'ailleurs  sans  aucune 
démonstralion,  on  y  trouve  nombre  de  considérations  absurdes 
on  chimériques. 

Cependant  la  vraie  science  marchait  encore.  Ptolémée  est  un 
contemporain  de  Théon.  M.  Marie  s'efforce  de  rendre  justice  à 
cet  astronome  célèbre,  longtemps  porté  aux  cieux,  puis  précipité 
toal  à  coop  de  son  piédestal.  Il  cherche  à  séparer  les  découvertes 
de  Plolémiée  de  celles  qu'avaient  faites  Hipparque  et  ses  succes- 
sears;  c'est  à  eox  qu'appartiennent  pour  la  plupart  les  observations 
do>nt  se  sert  Ptolémée;  il  a  emprunté  aussi  à  Hipparque  ses 
méthodes  et  même  jusqn  à  «ne  partie  de  ses  calculs;  toutefois  ce 
c|a^ik  dit  des  planètes  lui  appartiendrait  en  propre;  il  est  aussi 
entièremenl  original  dans  sa  théorie  de  la  Lune,  où  il  appliqua  son 
lamem  épicycle^  qai  lui  permit  de  dresser  des  Tables  très  exactes. 
Dans  son  système  du  monde  il  faisait  décrire  aux  planètes  des 
épicycles  dont  les  centres  parcouraient  des  cercles  concentriques 
à  la  Terre;  enfiin  le  plan  de  Tépicycle  éprouvait  un  balancement 
convenable.  On  pourra  lire  dans  le  Livre  de  M.  Marie  comment,  à 
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l'aide  tic  CCS  siipposllions,  Plolcincc  arrivait  à  accorder  son  livpo- 
tlicsc  avec  le  mouvement  apparent  des  planètes.  Outre  le  grand 
Ouvrage  astronomique,  nommé  généralement  Alinaf^psle,  nous 
avons  de  Ploléméc  plusieurs  autres,  dont  les  plus  importants  sont 
la  Géop^rapliie  et  VOptique.  Il  a  découvert  aussi  quelques  théo- 
rèmes géométri(|ues  de  grande  importance. 

Ce  premier  Volume  se  termine  par  un  Chapitre  intitulé:  IJAlf^è- 
hrc  des  ^coniètres  i^recs;  c'est  cette  science  perdue  que  M.  Marie 
s'est  elForcé  de  restituer  autant  que  possihle  avec  des  éléments  four- 
nis principalement  par  les  écrits  d'Euclide. 

Le  deuxième  Volume  s'ouvre  avec  la  quatrième  période,  qui  va 
de  Diophante  à  Copernic.  Nous  voyons  s'opérer  la  convergence 
entre  les  travaux  des  géomètres  et  les  travaux  des  arithméticiens 
jusque-là  étrangers  les  uns  aux  autres. 

Chez  les  Hindous,  les  Mathématiques  s'étaient  développées 
dans  un  tout  autre  sens  qu'en  Grèce.  A  côté  de  notions  géomé- 
triques très  faihles  et  parfois  même  ridiculement  fausses,  ils 
avaient  ce  qui  manqua  aux  Grecs,  un  svstème  arithmétique  dune 
haute  perfection.  C'est  par  leur  influence  et  celle  des  Arabes  que  s'o- 
péra h;  rapproche  ment  de  la  Géométrie  et  de  l'Arithmétique  grecques. 
Cependant  M.  Marie  nous  fait  remarquer  que  la  plupart  des  savants 
de  cette  époque,  «  quoique  ayant  directement  ou  indirectement 
bénéficié  des  recherches  des  Hindous,  n'en  sont  pas  moins  restés 
les  disciples  immédiats  des  Grecs».  Il  cherche  donc  à  rattacher 
leur  Algèbre  à  la  Géométrie.  Il  remarque  que  leurs  valeurs  connues 
sont  toujours  et  leurs  >aleurs  inconnues  très  souvent  commen- 
surables. 

Le  (Chapitre  sur  Diophante  renferme  la  traduction  d'un  grand 
nombre  de(|ueslions  arithmétiques  ;  elles  nous  donnent  la  plus  haute 
idée  du  génie  ma(hémati(|ue  de  Diophante;  mais  en  même  temps 
elles  nous  prouvent  (pi  il  n'était  pas  en  possession  d'une  mélhode 
générale  pour  la  résolution  des  équations.  L'isolemenl  de  l'incon- 
nue  est  la  suite  d'un  artifice  quelconque,  (|ui  en  somme  n'est  appli- 
cable (pi'au  cas  spécial.  Mais  Diophantt^  a-t-il  vraiment  ignoré 
toute  formule  générale?  M.  Marie  ne  le  pense  pas:  il  suppose  au 
contraire  «  que  Diophante  en  sait  plus  long  qu'il  ne  veut  en  avoir 
l'air  )),et  c'est  surtout  l'examen  des  conditions  de  possibilit(\ajou- 
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tées  dans  quelques  problèmes,  qui  lui  suggèrent  à  juste  titre  cette 

idée. 

Avec  Pappus  nous  revenons  aux  géomètres.  De  tous  ses  Ouvrages 
nous  ne  possédons  que  les  Collections  mathématiques,  Ouvrage 
très  incomplet,  très  maltraité  des  copistes  et  qui  était  destiné  à 
servir  de  commentaire  à  d'autres,  que  pour  la  plupart  nous  ne 
possédons  plus.  M.  Marie  donne  une  analyse  très  complète  des 
fragments  du  second  Livre  d'après  Delambrc,  et  des  autres  d'après 
Commandin.  On  y  trouve  un  grand  nombre  de  théorèmes  géomé- 
triques très  remarquables,  entre  autres  le  premier  exemple  d'une 
surfacecourbequarrable,  plusieurs  théorèmes  surla  théorie  destrans- 
versales, le  théorème  connu  sous  le  nom  de  Guldin,  une  théorie 
de  la  sphèra  différente  de  celle  de  ses  prédécesseurs,  etc.  En 
somme,  M.  Marie,  tout  en  admirant  beaucoup  les  travaux  de  Pap- 
pus, trouve  que  toutes  les  voies  ouvertes  par  lui  ne  menaient  et 
ne  pouvaient  mener  qu'à  un  groupe  de  théorèmes,  très  intéres- 
sants sans  doute,  mais  forcément  restreint. 

Après  Pappus,  si  nous  ])oursuivons  l'histoire  des  mathématiciens 
gréco-romains,  nous  entrons  en  pleine  décadence.  Le  nom  d'Hypatia 
a  eu  un  grand  retentissement  à  cause  de  sa  mort.  Mais  de  ses  tra- 
vaux mathématiques,  nous  ne  connaissons  que  les  titres. 

Il  faut  franchir  plusieurs  siècles  pour  retrouver  un  mathémati- 
cien d'un  mérite  réel  :  Boèce,  un  Romain,  ministre  du  roi  des 
Ostrogoths,  longtemps  comblé  de  la'  faveur  royale,  enfin  empri- 
sonné et  mis  à  mort.  Il  nous  a  laissé  plusieurs  Traités;  mais  c'est 
surtout  l'Arithmétique  c[ui  nous  intéresse  ici.  Nous  y  trouvons 
notre  système  de  numération  écrite.  Gerbert,  Adelhart  de  Bath  et 
tous  ceux  qu'on  a  nommés  justement  Abacistes  ont  écrit  sur 
l'abacus  des  Traités  qui,  en  somme,  ne  sont  qu'une  paraphrase  de 
Boèce.  C'est  donc  bien  de  ce  dernier  que  provient  en  grande  partie 
la  science  arithmétique  du  mo3^en  âge  ;  mais  lui-même,  où  l'avait- 
il  puisée?  Doit-on  admettre  que  ces  méthodes  ont  existé  de  tout 
temps  en  Grèce,  et  alors  pourquoi  les  grands  géomètres  ne  nous 
en  ont-ils  laissé  aucune  mention?  Ces  méthodes  se  sont-elles  dé- 
veloppées au  contraire  dans  la  période  de  décadence?  Ont-elles  été 
importées  de  l'Inde,  où  nous  vovons  à  cette  époque  briller  les 
recherches  numériques?  On  a  émis  ces  différentes  hypothèses  et 
on   les  a  défendues  avec  beaucoup  d'érudition.  Pour  nous,  nous 
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croyons  avec  Chasies,  Th. -H.  Martin,  Cantor,  à  l^jrigino  grecque 
et  latine  de  ce  système.  Boèce  en  fait  honnenr  aiiK  Pythagoriciens  : 
les  chiffres  ont,  avec  les  sigles  latins  des  noms  (h)  nombre  corres- 
pondants, des  ressemblances  frappantes^  il  a  siiflide  supprimer  les 
colonnes  du  vieil  abacus  et  de  remplacer  les  anciens  jetons  par  des 
chiffres  pour  arriver  à  notre  système  de  numération  écrite.  M.  Marie 
se  range  du  côté  de  ceux  qui  soutiennent  l'importation  hindoue. 
Le  premier  arithméticien  hindou  que  nous  connaissons  (Arya- 
bhâta)  est  à  peu  près  contemporain  de  Boèce.  Mais  son  système 
est  déjà  très  développé  et  il  est  très  probable  qu'il  a  eu  des 
prédécesseurs.  Ce  serait  donc  à  ces  géomètres  que  Boèce  aurait 
emprunté  ses  connaissances. 

Jamais  Aryabhâta  n'avait  été  aussi  [)arfaitement  traité  dans  une 
histoire.  C'est  d'après  la  traduction  de  M.  Rodet  que  l'auteur  ana- 
lyse VAryabliatiyam.  Nous  y^  voyons  une  valeur  remarquable- 
ment approchée  de  tt  (:=  i^,  i4i()) ,  la  résolution  complète  de 
l'équation  du  second  degré,  les  formules  pour  la  somme  des  car- 
rés et  des  cubes,  et  enfin  une  table  trigonométrique.  Cette  der- 
nière est  remarquable,  non  seulement  parce  qu'elle  donne  les 
sinus  sans  passer,  comme  l'ont  fait  les  Grecs,  par  les  cordes,  mais 
aussi  par  l'emploi  d'une  formule  d'interpolation,  qui  est  d'une 
exactitude  absolue.  Mais  si  l'Aryabhatiyam  nous  fait  admirer  toute 
la  hauteur  de  l'esprit  hindou,  il  nous  en  montre  aussi  les  bornes. 
Nous  y  trouvons  une  formule  singulièrement  fausse  pour  le  vo- 
lume de  la  pyramide. 

Plus  d'un  siècle  après  Aryabhâta  vient  Brahma-Gupta.  Nous  avons 
de  lui  des  Traités  d'Arithmétique  (  Ganita)  et  d'Algèbre  (  Kuttakâ) 
qui  sont  tous  deux  des  Chapitres  d'un  Ouvrage  astronomique,  le 
Brahma-Sphàla-SicIcUiànta.  Ces  Traités  cèdent  en  importance  à 
l'Aryabhatiyam;  ils  contiennent  entre  autres  choses  l'énoncé  du 
théorème  pour  l'aire  du  quadrilatère  inscrit  en  fonction  de  ses 
côtés,  formule  entièrement  inconnue  des  Grecs;  l'auteur  pense 
que  la  formule  d'Héron  pourrait  bien  dériver  de  celle  de  Brahma- 
Gupta. 

Pendant  ce  temps  s'éteignaient  en  Occident  les  dernières  lu- 
mières de  la  civilisation  gréco-romaine.  Anthemius,  Eutocius, 
Dioclès,  Dionysidore  ne  sont  que  des  commentateurs  sans  valeur. 
Héron  le  Jeune  aurait  beaucoup  plus    d'importance  si  en  effet  le 
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Traité  de  laDioptreéidiil  de  lui.  Mais,  en  somme,  on  peut  dire  que 
pendant  cette  période  la  science  sommeille  en  Europe  :  ce  sont  les 
écrivains  des  peuples  mahométans  ou,  comme  on  est  convenu  de 
les  appeler  d'après  la  langue  dans  laquelle  ils  écrivaient,  les 
Arabes  qui,  en  profitant  de  l'enseignement  des  Hindous  et  des 
Grecs,  lui  donneront  un  nouvel  essor. 

Le  travail  de  M.  Maximilien  Marie,  généralement  complet  sur  les 
travaux  scientifiques  de  Tlnde,  Test  moins  sur  les  travaux  des 
Arabes.  Les  Mémoires  de  Wœpcke  semblent  pour  la  plupart  lui 
avoir  échappé;  il  est  néanmoins  en  progrès  sur  ses  prédécesseurs 
français. 

Le  nom  de  Mohammed  ben-Muza  al-Rharizmi  est  un  des  plus 
célèbres  de  cette  époque.  C'est  d'une  expression  employée  dans 
ses  Ouvrages  que  vient  le  mot  Algèbre  et  c'est  le  mol  Alkhârizrni 
qui  a  donné  naissance  au  mot  algorithme,  désignation  ultérieure 
de  toute  une  partie  de  l'Arithmétique.  Son  Traité  d^ Algèbre 
existe  dans  plusieurs  traductions  latines.  M.  Marie  nous  en  donne 
une  analyse  d'après  la  traduction  publiée  par  Libri.  L'Ouvrage  est 
composé  de  cinq  Parties,  dont  la  dernière  ne  contient  que  des 
problèmes;  les  quatre  premières  sont  consacrées  à  la  méthode. 
M.  Marie  pense  que  ces  Parties  ne  sont  pas  toutes  d'Al-Rhârizmi. 
En  effet,  la  première  et  la  troisième  Partie  contiennent  à  elles  seules 
les  formules  nécessaires  pour  la  résolution  de  l'équation  du  second 
degré,  tandis  que  cette  résolution  même,  dans  le  second  Livre,  est 
faite  à  l'aide  de  figures  géométriques  assez  compliquées.  L'auteur 
suppose  que  ce  second  Livre  pourrait  appartenir  aux  Hindous, 
antérieurs  à  Aryabhâta. 

Musa  ben-Schaker  a  composé  un  grand  Ouvrage  sut  Les  sources 
de  V Histoire.  Mais  il  est  connu  surtout  comme  le  père  des  trois 
frères  Ahmed,  Haçen  et  Mohammed,  tous  trois  mathématiciens 
distingués,  à  ce  point  qu'on  leur  a  attribué  longtemps  l'Ouvrage 
d'Al-Khârizmi.  Tous  trois  ils  ont  laissé  des  écrits  sur  différentes 
parties  des  Mathématiques. 

Thébit  ben-Corralî  était  surtout  astronome.  11  a  imaginé  le  sys- 
tème de  la  trépidation^  qui  a  été  suivi  par  la  plupart  des  astro- 
nomes du  moyen  âge.  Au  contraire,  Mohammed  ben-Geber- 
Albalani,  connu  sous  le  nom  d'Albategnius,  a  rendu  des  services 
signalés  en  substituant  le  sinus  à  la  corde,  et  en  déterminant  avec 
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une  exacLitiido  remarcjuable,  l'o]jIi(jiiil<''  do  récliptifjuo,  rexcenlri- 
cité  de  l'orbite  solaire,  la  longueur  de  l'année  tropique. 

Le  mouvement  scientifique  en  Orient  est  à  son  apogée  et  pendant 
ce  temps  nous  ne  trouvons  guère  à  enregistrer  en  Occident  qu'un 
nom  célèbre  :  celui  de  Gerbert,  dont  la  Recula  de  abaco  coinpuli 
et  surtout  la  baute  inlluence  contribuent  vigoureusement  au  déve- 
loppement de  l'Aritbmétique. 

Les  peuples  les  plus  éloignés,  naguère  les  plus  barbares,  prennent 
part  au  mouvement;  un  petit-fils  de  Tamcrlan  devient  un  astro- 
nome célèbre.  Aboul-Wéla  introduit  l'usage  des  tangentes  et  cotan- 
gentes,  sécantes  et  cosécanles.  Ebn-Jounis  résout  un  grand  nombre 
de  problèmes  trigonométriqucs.  Alpétrage  complète  la  théorie  des 
mouvements  des  astres,  en  ajoutant  une  neuvième  sphère.  Alhazen 
(Hassan  ben-Haïthem)  fait  des  recherches  importantes  sur  l'Op- 
tique, Avicenne  sur  la  Médecine.  On  s'applique  à  traduire,  à  com- 
menter les  Ouvrages  des  Hindous  et  des  Grecs,  et  pour  certains 
écrits  nous  sommes  réduits  aujourd'hui  encore  à  recourir  aux 
textes  arabes  :  c'est  ainsi  qu'on  a  cru  retrouver  dans  le  Traité 
des  connues  de  Alhazen  des  traces  du  Traité  des  Porismes  d'Eu- 
clide. 

Ici,  comme  ailleurs,  les  Juifs  ont  joué  le  rôle  d'intermédiaires. 
Les  Européens  ignoraient  généralement  l'arabe  :  ce  sont  les  Juifs 
qui  les  ont  mis  au  courant  des  progrès.  Le  plus  célèbre  est  Aben- 
Ezra,  qui  a  laissé  un  grand  nombre  d'Ouvrages  scientifiques  et 
parmi  eux  un  Traité  d' A ritlnné tique ^  dont  M.  Marie  nous  résume 
les  particularités.  Son  coréligionaire,  Jean  de  Séville,  a  également 
laissé  un  Traité  de  UAlgorisme;  mais  il  est  connu  surtout  par 
un  grand  nombre  de  traductions  latines  et  espagnoles  qu'il  publia 
après  sa  conversion  au  christianisme. 

Bientôt,  l'esprit  scientifique  s'éveille  en  Occident.  Les  Arabes 
avaient  presque  toujours  traité  séparément  la  Géométrie  grecque 
et  l'Arithmétique  hindoue.  Léonard  de  Pise,  au  contraire,  s'efforce 
de  les  rapprocher.  Ses  Livres  ont  une  influence  considérable  en 
Europe;  cependant  ils  sont  bien  moins  populaires  que  les  compi- 
lations de  Sacrobosco  (Jean  de  Holjwood).  Plus  célèbre  encore 
est  le  nom  de  l'alchimiste  Albert  de  BoUdslaedt,  surnommé  le 
Grand  par  ses  contemporains,  mais  dont  le  mérite  aux  veux  de  la 
postérité  est  bien  effacé  par  Roger  Ikcon. 
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En  Orient,  à  la  même  époque,  paraissent  deux  Ouvrages  impor- 
tants :  Traité  des  instruments  astronomiques  de  Haboul-Hlias- 
san-Ali  et  les  Tables  llkhaniennes  de  Nassir-Eddin,  pelit-fds  de 
Gengisklian.  Pour  l'Occident,  ces  tables  sont  remplacées  par  les 
Tables  alphonsines,  dressées  en  \i^i  par  l'ordre  d'Alphonse  VII, 
roi  de  Castille. 

Désormais,  la  science  occidentale  marche  d'un  pas  assuré.  Avec 
Purbach  et  son  élève  Regiomontanus,  nous  sommes  au  xv^  siècle. 
Le  premier  s'applique  surtout  à  amender  le  système  de  Ptolémée;  le 
second  donne  le  premier  un  Traité  complet  de  Trigonométrie.  L'Al- 
gèbre de  cette  époque  est  représentée  par  Lucas  de  Burgo  (Pac- 
cioli),  Nicolas  Chuquet.  Leur  contemporain,  Jean  Werner,  a  passé 
longtemps  pour  l'inventeur  de  la  méthode  trigonométrique  de  la 
prostaphérèse,  dont  on  se  servait  généralement  avant  l'invention 
des  logarithmes;  il  paraît  cependant  qu'elle  était  déjà  employée 
par  les  Arabes. 

Le  grand  nom  de  Copernic  (i473-i543)  inaugure  la  v*"  période. 
Malgré  un  grand  nombre  de  travaux,  la  vie  du  grand  Polonais  ne 
nous  est  pas  encore  parfaitement  connue.  Il  n'est  pas  possible  de 
déterminer  exactement  l'époque  à  laquelle  il  imagina  son  sys- 
tème. Il  paraît  qu'il  l'avait  déjà  entièrement  développé  en  i5i2. 
Mais,  heureux  dans  son  coin,  il  craignait  d'entamer  une  lutte 
qu'il  savait  inégale.  Longtemps  en  vain,  ses  amis  le  prièrent  de 
le  publier;  il  ne  se  rendit  que  très  tard  à  leurs  vœux;  cette  œuvre 
incomparable,  intitulée  :  De  Revolutionihus  Orbiuni  cœlestium 
libri  VI,  parut  seulement  après  sa  mort,  dédiée  inutilement  au 
pape  Paul  III. 

M.  Marie  nous  donne  une  courte  analyse  du  Livre  De  Révolu^ 
tionibus.  Il  s'est  appliqué  surtout  à  exposer  les  méthodes  par  les- 
quelles Copernic  détermine  les  rayons  des  orbites,  les  excentricités 
des  planètes  ;  il  fait  remarquer  que,  de  toutes  les  preuves  qui  nous 
font  admettre  aujourd'hui  la  théorie  du  mouvement  de  la  Terre, 
Copernic  ne  pouvait  faire  valoir  que  celle  de  la  plus  grande  sim- 
plicité; c'est  sans  doute  ce  qui  explique  le  mauvais  accueil  que 
lui  firent  beaucoup  de  ses  contemporains. 

De  Copernic  à  Cardan,  nous  relevons  plusieurs  savants  distin- 
gués :  Estienne  de  la  Roche,  auteur  d'un  Traité  d^ Arithmétique, 
(l^Alf^rhre  et  de  Géométrie,  Michel  Stifeh  Sébastien  Munsler,  qui 
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le  premier  a  disposé  le  style  du  cadran  solaire  parallèlement  à  l'axe 
du  monde,  iVonius,  qui  iinu^ina  un  instrument  analogue  au  vernier, 
Jean  F^ernel,  ([ui,  outre  plusieurs  Ouvrages  sur  la  médecine,  s'est 
fait  connaître  par  sa  mesure  du  degré  du  méridien,  et  enfin  Tarta- 
glia,  véritable  inventeur  de  la  formule  pour  la  résolution  des  équa- 
tions cubiques.  Ayant  eu  l'imprudence  de  la  montrer  à  Cardan, 
celui  ci  s'en  empara  et  la  publia.  Cependant  il  restera  toujours  à 
ce  dernier  le  mérite  d'en  avoir  trouvé  la  démonstration  et  de 
l'avoir  discutée  dans  tous  les  cas.  Cette  discussion  se  trouve  dans 
rOuvrage  intitulé  :  A/s  magna,  dont  M.  Marie  donne  une  analyse 
complète.  Nous  y  voyons  que  Cardan  résolvait  l'équation  du 
second  degré  à  l'aide  de  figures  géométriques,  un  peu  différentes 
de  celles  de  Mohammed  ben-Musa ,  mais  tout  aussi  bizarres. 
Pour  l'équation  du  troisième  degré,  il  se  sert  aussi  de  figures 
géométriques;  il  reconnaît  5'^  cas  différents  de  cette  équation, 
dont  i3  principaux  et  44  dérivés;  il  termine  par  des  équations 
de  degrés  supérieurs,  réductibles  au  troisième.  Outre  VArs  ma- 
gna, M.  Marie  analyse  encore  le  Sermo  de  plus  et  minus  de 
Cardan,  qui  est  de  moindre  importance.  Cardan  s'efforce  d'y  prou- 
ver^  entre  autres  choses,  que  moins  par  moins  peut  donner  parfois 
moins. 

De  Cardan  à  Viète,  nous  ne  trouvons  que  peu  de  noms  célèbres. 
Parmi  les  plus  connus,  sont  Ludovico  Lilio,  le  réformateur  du 
calendrier;  Erasme  Reinhold,  l'auteur  des  Tables  dites  Pruténi- 
ques;  Gérard  Mercator,  inventeur  du  système  de  projection  qui 
porte  son  nom  ;  Rheticus,  l'adhérent  zélé  de  Copernic  et  l'auteur  de 
Tables  trigonométriques,  publiées  par  Othon  Ferrari,  qui  résolut 
l'équation  du  quatrième  degré;  Bombelli,  qui  reconnut  la  réalité 
des  racines  dans  le  cas  irréductible;  Danti,qui  mentionne  la  dimi- 
nution de  l'obliquité  de  l'écliptique  ;  enfin  Ludolph  Van  Ceulen, 
qui  donna  la  valeur  de  tï  jusqu'à  35  décimales. 

Ch.   Hknry  et  Em.   Meyerson. 
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MELANGES. 


RECHERCHES    SUR    LES    SUBSTITUTIONS    UNIFORMES; 

Par  m.  IvOENIGS, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 

I.   —  Préliminaires. 

1.  Je    m'occupe  dans  ces   recherches   des   points   limites  vers 

lesquels  on  peut  tendre  par  l'application  indéfinie  d'une  substitution 

uniforme.    Je  n'étudierai  que   les   points-limites  pour  lesquels   la 

fonction  uniforme  C5(:>)  que  l'on  substitue  à  z  n'offre  pas  de  sin- 

± 
gularité  essentielle  :  tel  serait  le  cas  de  la  fonction  e  ^,   dont   le 

point  singulier  essentiel  zéro  est  un  point  limite,    lorsque   l'on 

attribue  à  la  valeur  initiale  z  une  détermination  réelle. 

2.  La  division  des  premiers  résultats  que  je  veux  présenter  est 
fondée  sur  une  distinction  que  je  vais  expliquer  tout  de  suite. 

Étant  donnée  une  suite  de  quantités  en  nombre  illimité 

(a)  ai,  a,,   ag,    .... 

je  dis  que  cette  suite  converge  régulièrement  vers  zéro,  lorsque, 
à  tout  nombre  positif  e,  si  petit  qu'il  soit,  on  peut  faire  corres- 
pondre un  nombre  Ne,  tel  que,  sous  la  seule  condition  p  >>  Ne,  on  ait 

mod  iXp  <  £. 

Si,  au  contraire,  la  suite  a  ne  présente  pas  ce  caractère,  mais 
que,  pour  si  grand  que  soit  N^  pour  si  petit  que  soit  s,  on  puisse 
toujours  vérifier  les  inégalités  simultanées  yo>-N,  mod  cLp<^t^ 
je  dirai  que  la  suite  (a)  converge  irrégulièrement  vers  zéro. 

Une  suite  étant  donnée,  si,  en  retranchant  de  chacun  de  ses 
termes  une  même  quantité  \^  on  peut  former  une  nouvelle  suite 
convergent  régulièrement  ou  irrégulièrement  vers  zéro,  je  dirai 
que  la  suite  primitive  converge  régulièrement  ou  irrégulièrement 
vers  ).. 
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l{.  Si  une  siiile  ne  [)résentc  aucun  des  caractères  de  convergence 
régulière  ou  irrégulière  vers  zéro,  à  partir  d'un  certain  rang  les 
modules  dv.  ses  tfîrmes  restent  su[)érieurs  à  un  riouibre  fixe. 

Dans  le  cas  de  la  convergence  régulière,  la  condition />>>  N? 
suffit  pour  assurer  l'inégalité  mod  0Lp<iô.  Dans  le  cas  de  la  con- 
vergence irrégulière,  il  faut  à  la  première  condition  f'u  adjoindre 
une  seconde,  pour  être  sûr  d'avoir  mod  a^,  <<  £ ,  et  c'est  cette 
seconde  condition  qui  caractérise  les  diverses  espèces  de  conver- 
gence irrégulière,  et  pourrait  permettre  de  les  classer. 

II.   —   Points   racines  et  guolpes  ciiici  laiues. 
A.   Soit  ^(^)  une  fonction  uniforme  :  je  pose,  pour  abréger. 

Il  est  clair  que  l'on  a,  /i  et  /?/  étant  positifs, 

Le  problème  que  je  traite  ici  est  étroitement  lié  avec  la  considé- 
ration des  racines  des  équations  du  type 

(E,,)  z  —  Op{z)  =  o. 

A  l'égard  de  ces  racines  j'établirai  les  pro})osilions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Si  l'entier  p  divise  l'entier  n,  l'équation  Fj,i 
admet  toutes  les  racines  de  Inéquation  E^. 

Théorème  II.  —  Si  c  est  le  reste  de  la  division  de  a  par  h, 
toute  racine  commune  aux  équations  E,<,  E^  vérifie  aussi  l'équa- 
tion Ef. 

Théorème  III.  —  Si  l'on  désigne  par  d  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  nombres  a-  et  b,  les  racines  commu/irs  aux 
équations  E^,  E^  vérifient  l'équation  E^/. 

Pour  démontrer  le  premier  théorème,  je  prends  p  fois  la  foncliou 
C5  des  deux  membres  de  la  relation 

fSp{x)=X, 

qui  exprime  que  x  est  racine  de  l'équation  Ey,  ;  il  vient 

Bull,  des  Sciences  niatliéni.,  3*  série,  t.  VM.  (Décembre  i883.)         uj 
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en  prenant  encore  p  fois  la  fonction  cp  de  la  relation  '^.,p(^x^^=  x^ 
on  trouve  ci,,^;(.r)=  jc,  et  ainsi  de  suite;  plus  généralement  on 
a  c5y^^(^)=  jc,  où  k  est  un  entier  quelconque. 

Le  seoond  théorème  se  démontre  ainsi  :  soit  a^=bq-\-c', 
X  étant  une  racine  de  E^  est  aussi  racine  de  E^^,  en  vertu  du  pre- 
mier théorème,  et  l'on  a 

en  prenant  alors  c  fois  la  fonction  cp  des  deux  membres,  on  trouve 

^j,tj^cix)='^cix)     OU     (p^((>r)  =  çp,.(.r); 

donc,  si  X  est  aussi  racine  de  E^,  on  a  cOrt(^)=:  x  et  par  suite 
aussi  C5c(^)  =  x^  c'est-à-dire  que  x  vérifie  l'équation  E^. 

Le  troisième  théorème  est  une  conséquence  directe  du  premier 
si  h  divise  a^  et  du  second  dans  le  cas  contraire. 

En  rapprochant  les  théorèmes  I  et  III,  on  voit  que  le  système  des 
racines  communes  à  E^  et  à  E^  est  formé  de  l'ensemble  des  racines 
de  l'équation  E^/. 

S.  D'après  cela,  les  racines  d'une  équation  E^  se  divisent  en 
deux  catégories  :  les  unes  vérifient  des  équations  dont  l'indice, 
inférieur  à/?,  divise  p\  les  autres  ne  vérifient  aucune  équation 
dont  l'indice  soit  inférieur  à  p,  et  alors  elles  ne  peuvent  vérifier 
que  les  équations  dont  l'indice  est  divisible  par  p.  De  ces  der- 
nières racines  je  dirai  qu'elles  appartiennent  à  V indice  p. 

Posons,  X  étant  racine  de  E^^ 

la  substitution  [v,  'f  (^)]  permute  circulairement  les  quantités 

Je  vais  en  outre  démontrer  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Les  quantités  x,  x ^ ,  oo.^^  .  .  . ,  .r^_,  sont  toutes 
des  racines  de  V équation  E^. 

Théorème  IL    —   Si  x  appartient  à  V indice  p-,   il  en  est  de 
infime  des  autres  racines  ^, ,  .r  2,   .  .  . ,  J^>_i . 
Do  la  rehihon 
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je  déduis,  en  prenant />  fois  la  foiielion  z>  des  (Itmix  mrndjios, 

?/^(-2^i)=  T'/>-Hi(-a7j=  ?i['f/'(^;J; 

or  '^p[x)=^  X  :  donc  cp^(^,  )=  cp,  (^)=r  ^Ti  .  On  démontrerait  de 
même  que  ^2  ^'<^'i'ifie  l'équation  Ey,,  puis  ^3,  etc.  Le  premier  théo- 
rème est  ainsi  établi. 

SI  l'on  suppose  maintenant  que  x^  appartienne  à  Tindice  y, 
comme  x^  vérifie  E^,  il  faudra  que  q  divise  /?  ;  soit  pz=znfj.  La 
substitution  ^{z)  permute  alors  circulairement  les  quantités 
X\  •,  X'^i  '^;\^  •  •  •  1  ^ (1  et  1  on  a 

X^    =  •^<'/-(-2  =  •^2</r-(-2  =    .  .  .    ^^    a"(/i_.i)^-l_42, 


^2<7       —  ^iq        —    •  •  •    —  "^/uy  —  '^  ' 


Donc,  puisque  x  =  Xg,  x  fait  partie  d'un  g;roupe  circulaire  de 
q  racines;  il  vérifie  doncl'équationEy^etappartient  nécessairement 
à  un  indice  inférieur  k  p  si  q  n'est  pas  ég^al  dp.  Il  suit  de  là  que, 
si  X  appartient  à  l'indice/?,  ^,  appartient  au  même  indice  et  par 
suite,  de  proche  en  proche,  X2,  ^3,  •  . .,  ^r^-i  appartiennent  tous  à 
l'indice  p. 

En  résumé  :  Les  j^acines  appcwtenantà  V indice p  se  distribuent 
en  groupes  de  p  racines  permutables  circulairement  par  la 
substitution  'f  (5). 

IIL   —  Des  poijnts  limites  a   convergence   nÉcuLiÈnE. 

6.  En  désignant  par  z  un  point  du  plan,  formons  la  suite  des 
quantités 

(0  ?iC,^)»  ?2(-5),  TsC-s),  .-.,  »/>(^); 

dans  l'hypothèse  où  cette  suite  offre  des  caractères  de  convergence 
vers  une  limite  :r,  il  y  a  lieu  de  distinguer  suivant  que  cette  con- 
vergence est  régulière  ou  irrégulière.  Je  commence  par  le  premier 

cas.  Je  pose 

cpp(^)  =  X  -f-  api 

on  a  . 

X  -l-a^^i  =  cp(:t'  -h  a^). 

Je  suppose  le  module  de  x  fini,  et  de  plus  j'écarte  le  cas  où  j^se- 
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rait  un  pôle  de  '-i(^).  A  partir  d\in  ran^  suffisamment  élevé  de 
l'indice /j>,  a.p  est  assez  petit  pour  que  le  second  membre  soit  dé- 
veloppable  suivant  la  série  de  Tajlor  et  l'on  a 

En  vertu  de  la  convergence  régulière  de  la  suite  (i),  a^  et  a^^i 
tendent  simultanément  vers  zéro  lorsque/?  croît  indéfiniment,  et 

il  reste  à  la  limite 

X  =  cp(a"). 

En  outre,  en  tenant  compte  de  ce  résultat  dans  la  relation  qui 
lie  a^^i  et  a^,  on  trouve 


il  m 


^'{x). 


Si  le  module  de  d [x)  était  supérieur  à  l'unité,  à  partir  d'un  cer- 
tain rang,  le  module  de  a^  irait  en  croissant  avec  /?,  et  oLp  n'aurait 
pas  zéro  pour  limite.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  points  limites,  à  convergence  régulière^  qui  sont  pour 
^{z)  des  points  non  singuliers,  sont  nécessairement  des  points 
racines  appartenant  à  V indice  i  ;  et  de  plus  ils  doivent  rendre 
le  module  ^' {z)  au  plus  égal  à  U unité. 

7.  La  réciproque  de  cette  proposition  peut  être  établie;  mais  il 
existe  dans  cette  question  un  cas  douteux,  absolument  comme 
dans  le  cas  des  séries  :  c'est  lorsque  le  point  racine  rend  le  module 
de  ^' {z)  précisément  égal  à  l'unité.  Je  ne  traiterai  pas  dans  ces 
premières  recherches  ce  cas  particulier,  qui  prête  à  des  développe- 
ments très  étendus.  J'énonce  ainsi  la  réciproque  de  la  proposition 
précédente  : 

Si  Von  appelle  x  un  point  racine  appartenant  à  V indice  i, 
et  rendant  le  module  de  ^' {z)  inférieur  à  V unité ^  il  existe  un 
cercle  Gx  de  centre  ;r,  de  rayon  fini,  tel  que  tout  point  z  intérieur 
conduit  au  point  x  par  des  points  qui  i^ont  sans  cesse  en  s'en 
rapprochant. 

En  effet,  en  posant 

o{z)  =  o{x)-\-(z  —  x)'.^'{x)  -^(z  —  xY'\i{z), 
la  lonclion   6(r)  est  holomorphe  à    l'intérieur  d'un  cercle  G  de 
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centre  Jt.  Je  désigne  par  A  le;  maximuiii  du  module  de  'l{z)  dans  ce 

cercle,  et  j'a[)[)elle  C  un  cercle  concentrique  au  cercle  C  et  ayant 

pour  rayon 

I  —  mod  Vf'{.T) 
Â 

SoitC^  celui  des  deux  cercles  G  ou  G'  qui  est  intérieur  à  l'autre;  à 
l'intérieur  de  G^  '^{^)  ^'st  holomorphe,  et  en  même  temps  on  a 

,  ,         I  —  mo(\'^'  (  x) 

iiiod  (z  —  ^•)  <C  7 — ■ 7 

A 

(1  ou 

mod  [{z  —  x)  '^{z)\  <  inod(^  —  a?)  A  <  i  —  modo'(x), 

et  a  fortiori 

mod  [o  {x)  -h  (5  —  x)  4'(-s)]  <  I, 
c'est-à-dire 

mod  -i '-^ —  <  I 

ou,  en  mettant  x  au  lieu  de  ^{x)  et  ^^  au  lieu  de  '^{z-) 

,   Z\  —  X 

mod <  1, 

z  —  X 

c'est-à-dire  que  ;;,  est  plus  rapproché  de  x  que  z\  de  même^  ^2 
sera  plus  rapproché  de  x  que  z^,  et  ainsi  de  suite.  Donc  les  points 
Zx,  Z21  z-i,  .  . . ,  vont  en  s'approchant  sans  cesse  de  x  et  ont  x  pour 
limite. 

8.  Je  compléterai  ces  propositions  par  le  théorème  suivant  : 

En  supposant  que  x  soit  un  point  limite  à  convergence  régu- 
lière rendant  le  module  de  f'{z)  inférieur  à  r unité  et  ne  V an- 
nulant pas  y  tandis  que  la  différence  ^p{z-)  —  ^  tend  vers  zéro, 
le  rapport 

(Op(z)--X 

tend  vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro. 

En  elFet,  de  l'expression  oLp  =  '^p{^)  —  ^  ^^^^  Vnc,  par  la  loi  de 
récurrence, 
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d'où 

Dans  cette  expression,  k  est  un  entier  autre  que  zéro,  et  A^  une 
fonction  entière  de  a^;  nous  pouvons,  en  effet,  supposer  que  nous 
partions  d'un  point  z  intérieur  au  cercle  G  dans  lequel  <^{z)  est 
développable  suivant  la  série  de  Taylor.  En  faisant  varier  p  de- 
puis I  jusqu'à  (m  —  i),  nous  aurons,  si  nous  effectuons  le  pro- 
duit 

m—i 


^  =W{x)]-^-^]J{i  +  4Ap). 


Je  pose 


m— 1 

\ 


1 

en  prenant  les  logarithmes,  je  trouve 

logP,„=  ^log(i-f-a^A^). 
1 

Dans  la  série  ^  log(i  -i-  ^-p  ^p)j  le  rapport  d'un  terme  au  pré- 
1 
cèdent  a  pour  expression 


log(i-+-a;_i  Ap_t) 
Ce  rapport  peut  s'écrire,  lorsque  y>  est  suffisamment  grand, 


«/>  A;, 


oii  £;,  et£^_j  tendent  simultanément  vers  zéro. 

La  limite  de  ce  rapport  est  égale  au  produit  des  limites  des  trois 
fractions  :  la  première  tend  vers  ['>5'(:c)]*  dont  le  module  est  infé- 
rieur à  l'unité,  les  deux  autres  tendent  vers  l'unité.  Donc,  dans  la 
série 

00 
^l0g(l-|-a^A;;), 
1 

le  rapport   d'un   terme  au  précédent  tend  vers   une   limite  dont  le 
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uiocJule  est  InlVîriL'iii'  à  runité;  cette  série   est  absolument  conver- 
gente, et  en  appelant  (•)  sa  somme,  on  a,  par  conséquent, 


Il  m  i',„  =  e 


Mais,  en  posant  -,  e''^  =  B,  la  quantité  H  est  finie  et  diflérente 
(le  zéro,  et  l'on  a 

Il  m  7. — ,- ;—  =  H  : 

c'est  la  proposition  que  je  voulais  démontrer. 

IV.    — •  Des  points  lim(tes  a  convergence  iuuégllière. 

9.  J'ai  dit  dans  les  préliminaires  que  chaque  espèce  de  conver- 
gence irrégulière  était  caractérisée  par  la  deuxième  condition  qu'il 
faut  adjoindre  à  la  condition/?  >»  N  pour  être  assuré  de  l'inégalité 
mod  a^  <<£.  Je  considérerai  le  cas  où  la  suite 

vO  ?l(^),      ?2(^),      ?3(^),        ..-, 

converge  irrégulièrement  vers  une  limite  .r,  de  telle  sorte  que, 
si  l'on  prend  seulement  les  termes  dont  les  indices  sont  divisibles 
par  un  entier/?,  la  condition  que  l'indice  m  soit  supérieur  à  un 
nombre  convenable  suffise  pour  que  le  module  de  Om(z)  —  x  soit 
inférieur  à  un  nombre  positifs  pris  aussi  petit  qu'on  voudra.  Au- 
trement dit,  je  suppose  qu'en  ne  prenant  dans  la  suite  (i)  que  les 
termes  dont  Findice  est  divisible  par/?,  la  suite  ainsi  obtenue, 

(P)  'f/'(^)'        'f2/)(-^>        'f3/'(--)'         •••) 

offre  les  caractères  d'une  convergence  régulière  vers  x. 

Il  est  clair  que  rien  ne  justifie  a  priori  l'arbitraire  qui  préside  à 
notre  choix.  Mais  la  suite  montrera  jusqu'à  quel  point  il  est  fondé. 

10.  Si  nous  posons  '^r,(z)=:/{z),  nous  remarquons  d'abord 
que  la  suite  (/?)  et  la  suite  (1)  du  n"  6  ne  diflere  qu'en  ce  que/ 
remplace  o  :  on  est  donc  en  droit  d'appliquer  les  théorèmes  des 
n"**  6,  7  et  8. 

Ainsi  : 


Dans  le  cas  actuel,  le  point  limite  x  est  une  racine  de  Véqua- 


ri  "■     i   "  \ 

tion  E^  rendant  le  module  de  —''t7~  ci u  plus  égal  à  r unité. 
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Et  réciproquement  : 
En  appelant  x   une  racine  de  V équation  E^,   qui  rende  Le 

module  de     ^{  "    inférieur  à  l'unité,  il  existe  un  cercle  deÇ^x 

dz  "^ 

de  centre  x^  tel  cjue  tous  ses  points  conduisent  au  point  x,  de 
façon  que  la  suite  (/>)  converge  régulièrement  vers  x. 

Enfin  : 

Lorsque  k  croit  indéfiniment,  le  rapport 

l      dx      \ 

converge  vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro. 

11.  Mais  il  importe  d'approfondir  davantage  la  question,  de 
façon  à  mettre  bien  en  lumière  la  raison  pour  laquelle  la  suite  (/?) 
converge  régulièrement  vers  x,  tandis  que  la  suite  (i)  converge 
irrégulièrement. 

Soit  [JL  l'indice  auquel  la  racine  x  appartient  :  [j.  divise yj>,  on  a 

p  =  \^-q\ 
soit 

X^    ^Ti,    5^2,     .  .  .  ,    X^—\ 

le  groupe  circulaire  de  racines  dont  x  fait  partie.    On   a  pour 

Si  Ton  suppose  que  x  rende  le  module  de  '  ^'  ^  inférieur  à 
l'unité,  on  aura  donc 

mod  \i{x)  cp'(-27i).  •  •  <?'(^[A-i)]<i, 

c  est-a-dire  que,/70W/'^  =:=:  .2:,  le  module  de  — ~^_ —   est  intérieur  a 

l'unité  et,  par  conséquent,  en  vertu  de  la  réciproque  énoncée  dans 
le  numéro  précédent,  la  suite 

(!^)  ?;.(-),     ?2,.(-),     ?3i,(-)>     ••• 

[)résenlc  les  caraclèrcs  d'une  convergence  régulière  vers  x.  D'ail- 
leurs, la  suite  (jjl)  renferme  tous  les  termes  de  la  suite  (/>);  de 
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plus,  il  iTiîsL  j)as  possihlc  (le  trouver  un(;  suilc  (|jl') 

V^^^'   '■f'2,;,/(-),   'fa.^K-),    .  •  -, 

odVanl  Jos  caractères  d'uno  convergence  régulière  vers  x  et  dans 
laquelle  on  aurait  {Ji'<^  |jl  :  autrement  x  appartiendrait  à  un  indice 
inférieur  à  jji,  et  non  à  |jl  lui-même. 

Ainsi,  en  excluant  le  cas  limite  douteux  où  le  module  de  — ^y_  — 

est  égal  à  l'unité  pour  r  =  x,  on  [)eut  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Siy  en  prenant  dans  la  suite  (i)  les  ternies  dont  les  indices 
sont  divisibles  par  Rentier  /?,  on  peut  former  une  suite  {p) 
convergent  régulièrement  vers  x^  en  appelant  jjl  V indice  au- 
quel x  appartient,  on  peut  toujours  supposer  p  =  a  et,  déplus, 
jjL  est  la  valeur  la  plus  petite  que  puisse  prendre  le  nombre  p. 

12.  Prenons  donc  une  racine  x  appartenant  à  l'indice  jji  et,  véri- 
fiant la  condition 

je  forme  les  suites 


La  première  suite  converge  régulièrement  vers  x.  D'ailleurs,  la 
substitution  ^{z)  permet  de  passer  de  la  première  suite  à  la 
deuxième,  de  la  deuxième  à  la  troisième,  etc.  Il  en  résulte  donc 
que  la  deuxième  suite  converge  régulièrement  vers  x^,  la  troi- 
sième vers  x.>,  etc.,  la  dernière  vers  X;x_i,  pourvu  qu'on  suppose 
qu'aucune  des  quantités  x,  .r,,x^,  . . .  ^  x^_^  n'est  un  pùle  de 
cp(^),  cas  que  j'examinerai  tout  à  l'heure.  Si  l'on  remarque  d'ail- 
leurs que  X  est  una  racine  quelconque  du  groupe  circulaire 
.r,  x^,  . . . ,  ci'[x_,,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Ln  groupe  circulaire  de  jj.  racines,  vérifiant  ht  ((tndiiion 
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étant  donné,  chaque  racine  du  groupe,  par  exemple  ^/,  est  le 
centre  d'un  cercle  Go-,  :  z  étant  un  point  intérieur  à  ce  cercle, 
Op(z)f  pour  p  indéfiniment  croissant,  tendra  vers  l'une  ou 
l'autre  des  racines  du  groupe  suivant  le  reste  de  la  division 
de  p  par  ]j.. 

Les  termes  dont  les  indices  sont  tous  congrus  à  (h  —  i)  sui- 
vant le  module  y,  forment  une  suite  cjui  coruerge  régulièrement 
vers  la  racine  Xh' 

13.  Je  ne  m'arrêterai  pas  à  la  démonstration  du  fait  suivant  : 
On    peut    toujours    entoui'er    chaque    point    du    groupe,    par 

exemple  .r/,  d'un  cercle  Y t  ayant  son  centre  en  ce  point,  de  sorte 
<[u'il  suffise  de  partir  d'un  point  intérieur  à  l'un  de  ces  cercles 
pour  sauter  successivement  des  uns  aux  autres,  et  de  telle  façon 
que,  dans  un  passage  dans  un  cercle,  on  soit  plus  rapproché  de  son 
centre  que  dans  le  passage  qui  précédait. 

On  se  rend  ainsi  très  bien  compte  de  cette  convergence  irrégu- 
lière de  la  suite  (i)  que  nous  avions,  dès  l'abord,  arbitrairement 
définie. 

V.     —     L'iNFIJVl    ENVISAGÉ    COMME    POIKT    LIMITE. 

14.  Un  pôle  de  ^(^)  ne  peut  être  un  point  limite  à  convergence 
régulière  :  cela  est  évident.  Mais,  si  le  point  O'  de  la  sphère  qui 
représente  l'infini  est  un  pôle  de  <^(*^),  ce  point  peut  être,  sous 
une  condition  très  simple,  envisagé  comme  un  point  limite  à  con- 
vergence régulière. 


Je  pose 


^    —    ~  >         ^  j   —    —  •)         ".«2  —    ~  '  *  *  *  ) 


Z 


^l  ^2 


on  a 


cû  I  — 


En  supposant  (juc  m  soit  le  degré  de  multiplicité  du  ])ôie,  on  a 

?(  -  )  =  -^ 


et  y(^^')  est  holomorphe,  ainsi   «pic  son  inverse,  dans  Tintéricur 
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d'un  cercle  C  enlouraiiL  le  point  z'  ^^  o  :  j'ai  d'ailleurs 


r  '  ,  •  1-        •  1  1         •  •  r     /        ^''" 

Le  point  ^=  o  est  un  point  limite  pour  la  substitution  \^ii-r-r 
pourvu  que  pour  z'  =^  o  le  module  de  la  dérivée 

soit  inférieur  à  l'unité.  Si  m  >>  i ,  il  est  nul;  si  ///  =r  i ,  ce  module 
esterai  à  mod  -, ?  c'est-à-dire  au  module  de  —, —  ;  il  faut  donc 

que  le  module  de  o'(oc  )  soit  supérieur  à  l'unité. 

Dans  le  cas  où  c2'(oc  )  a  un  module  supérieur  à  l'unité,  il  existe 
dans  le  plan  où  se  meut  la  variable  z  un  cercle  C^,  tel  que  tout 
point  z  extérieur  à  ce  cercle  conduit  à  l'infini,  par  voie  de  conver- 
gence régulière. 

Cette  expression  de  convergence  régulière  vers  l'infini  s'explique 
assez  par  ce  qui  précède,  et  n'a  rien  de  choquant  si  l'on  fait  usage 
de  la  représentation  à  l'aide  de  la  sphère. 

Ajoutons  que,  tandis  que  ^p{z)  croît  indéfiniment,  le  rapport 

I     -77 — -^  tend  vers  une  limite  finie  et  différente   de  zéro,  pourvu 
que  <^'(oo)  ne  soit  pas  infini. 

15.  Enfin,  l'infini  peut  faire  partie  d'un  groupe  circulaire.  En 
effet,  soit  le  groupe 

Il  peut  arriver  que  Xh-\  soit  un  pôle  de  ^(^),  il  suffit  que  l'infini 
soit  un  point  ordinaire  de  ^{z)^  tel  que  co(oo)  =  ^^^,.  J.a  repré- 
sentation à  l'aide  de  la  sphère  permet,  dans  ce  cas  comme  dans  le 
précédent,  de  ramener  l'étude  de  l'infini  à  celle  d'un  point  quel- 
conque de  la  sphère.  Au  lieu  de  l'intérieur  d'un  cercle  C^^,  nous 
aurons  à  en  considérer  l'extérieur. 

VI.  —  Exemples. 

16.  .le  donnerai  quelques  exemples  des  [)ropositions  générales 
qui  précèdent. 
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Une  subslilullon  linéaire  (^i,  -)  peut  toujours  se  définir  par  \a 


relalion 


;,  —  a       ^r  z  —  a 
h  z  —  b 


Zx 


pourvu  que  les  deux  points  doubles  a  et  h  soient  distincts  :  on 
peut  alors  supposer  que  le  module  de  K  est  inférieur  à  l'unité.  Si 
l'on  appelle  c  la  valeur  de  z  qui  rend  Zs  infini,  on  a  alors 


d        I 


donc  mod(c  —  <7)  >  mod(c  —  b),  et  la  racine  a  est  la  plus  éloi- 
gnée du  pôle  de  z^.  Les  deux  racines  a.  et  b  appartiennent  à  l'in- 
dice I,  et  il  n'y  a  pas  de  racine  appartenant  à  un  indice  supérieur. 
En  dilTérentiant,  on  trouve 

dz  \z  —  b  J         K\z  —  a 

Pour  z^  a  il  vient 


pour  z  z=  b 


\  dz  la 
fdz,\ 

y  dzii, 


dzr\  i_ 

K 


he  point  a  est  donc  seul  un  point  limite. 
Si  le  module  de  K  est  égal  à  l'unité,  on  a 


, ,  .(,  z  I)  —  (l  .    b  z         fi 

K  =:  e'**     et     -^ 7  =e'P^ 7-; 

Zu —  b  z  —  b 


et,  à  moins  que  8  ne  soit  commensurable  avec  tt,  il  n'y  a  pas  de 

limite.  Si  0  est  commensurable  avec  t:,  on  retombe  sur  z  après  un 

nombre  fini  d'opérations.  J'ai  écarté  ce  cas  dans  mes  recherches. 

Enfin,  reslc  le  cas  où  les  deux  racines  a  et  b  coïncident;  on  peut 


écrire  alors 


^1  —  a  h  —  a 
on  a 

dzi  /  Zy  —  a 

dz  \  z  —  a 


h 


(pii,  j)our  ;  =  r/,  donne  Tunilé.   Il  y  a  doute  dans  ce  cas.  Maison 
voit  tout  (le  suite  que 


= ,--.  -  /'"• 


a        z  —  a 


MÉLANGES.  i5i 

qui  pour/;  infini  donno  limite  (zp —  a)  =  o.   I.e  point  doulile  est 
donc  lin  point  limite  pour  tous  les  points  du  plan. 

17.  Je  prendrai   encore    l'exemple    de   la    substitution  (Zi,z') 

définie  par  l'équation 

I   mz'^-hi 

z^  — — 

z    z^-\~ni 

Cette  substitution  trouve  une  application  dans  le  mode  de  cor- 
respondance par  lequel  on  associe  à  un  point  d'une  conique  à 
centre  le  point  où  la  normale  à  la  conique  rencontre  pour  la 
seconde  fois  la  courbe. 

Les  racines  appartenant  à  Findice  i  sont  données  par  l'équa- 
tion 

Aucune  d'elles  n'est  limite. 

Pour  avoir  celles  qui  appartiennent  à  Findice  2,  il  suffit  d'envi- 
sager les  deux  équations 

_        I  m^2_i_i  I    rnz^^x 

Zi  —  —  -  — — j      ^  = — . 

z  z^-\-  m  Zx    z^-^  m 

De  ces  équations,  on  tire  z'^  —  5-  =  ( ;:,  —  z)  [z ^  -\-  z)  =  o  \  la 
relation  3,  —  3  =  0  donnerait  les  racines  appartenant  à  Findice  i, 
ce  qui  est  conforme  au  théorème  I  du  n"  4.  La  relation  z^  -\-  z±=o 
conduit  à  l'équation  z'*  —  i  =  o  et,  par  suite,  aux  deux  groupes  cir- 
culaires 

En  posant 

m  =  a  -\-  ib, 

on  trouve  que  le  premier  couple  est  limite  si  a^  i  :  c'est  au  con- 
traire le  second  si  a  <Ci — I.  Aucun  n'est  limite  si  a  est  compris 
entre  +1  et  —  i  ;  il  j  a  doute  pour  r/  =  dz  i . 

18.  Je  ne  puis  passer  sous  silence  l'application  de  cette  théorie 
à  la  règle  de  Newton  pour  le  calcul  approché  des  racines. 
Soit/(:?)  une  fonction  holomorphe;  prenons 
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on  a 

'^"^  =  17^)]^- 

Toutes  les  racines  simples  de  f{z)  =  o  sont  des  points  limites 
à  convergence  régulière. 

Il  en  est  d'ailleurs  de  même  pour  les  racines  multiples,  car  dans 
l'expression  de  f'{^)  on  trouve,  en  prenant  le  rapport  des  déri- 
vées (2/?  —  2)''"'"^^  des  deux  termes  de  la  fraction,  pour  une  racine 
multiple  d'ordre/?  de /(:?), 

19.  Si  l'on  prend,  au  lieu  de/'(x;),une  fonction  holomorpheo(^), 

f(z) 
la  substitution  o(z)  =  z —  =^— ^  admettra  pour  point  limite  tout 

zéro  de/(-3)  pour  lequel  le  module  de  i  —  • 'zrr^^  ^^^'^  inférieur 

à  l'unité. 

Dans  cette  hypothèse,  si  cette  inégalité  du  module  est  vérifiée 

pour  tous  les  zéros  de  f{z),  et  que  ceux-ci  soient  simples,  enfin 

si  f{z)  et  g{z)  sont  deux  polynômes  à  coefficients  réels,  il  est  assez 

curieux  de  remarquer  que  l'on  peut  remplacer /'(:;)  par  g{z)  dans 

la  formation  de  la  suite  de  Sturm.  La  raison  en  est  que,  pour  toute 

f'iz) 
racine  réelle  def(z)f  le  rapport  •^         est  forcément  positif. 

20.  Grâce  à  des  coupures,  on  peut  faire  en  sorte  qu'une  fonc- 
tion algébrique  de  la  variable  z  n'ait  en  chaque  point  du  plan 
qu'une  valeur,  et  se  comporte  comme  une  fonction  uniforme.  On 
peut  appliquer  à  ce  cas  la  théorie  générale. 

Je  prends  pour  exemple  la  substitution  (^,  ^,),  où  -s,  est  lié  à  z 

par  l'équation 

^1^  —  z  —  a  =  o. 

Si  l'on  introduit  une  coupure  indéfinie  issue  du  point  cri- 
tique —  a,  une  fois  fixée  une  valeur  de  s^  pour  une  valeur  de  z, 
en  s'assujetlissant  à  ne  rencontrer  jamais  la  coupure,  l'équation 
précédente  définit  une  valeur  unique  pour  Zt  en  chaque  point  du 
plan. 

Ainsi,  (pie  a  soit  réel  et  positif,  de  même  que  z,  nous  pourrons 
prendre  pour  :;,  la   valeur  réelle  positive  racine  de  l'équation  et 
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posci"  alors 

puis 

;;,  =  V  ^1  H-  a  =  V  <^t  -  -  \  a  -\-  z^ 
puis 

^3  =  Va-l- Va-i- (/'«-H  ^,      

D'après  la   théorie  générale,  le  point  limite  doit  être  la  racine 

positive  de  l'équation 

zv  —  z  —  rï  =  o, 

et  l'on  vérifie  sans  peine  que  c'est  ce  qui  a  lieu. 

Si  l'on  appelle  .r  cette  quantité  limite,  on  a  pour  g  =  jc 

dz,  I 


dz       pxi'~^ 
La    racine  x   est  plus  grande   que   l'unité,    il    en   résulte    que 
I.  Conformément  au  théorème  du  n"  8,  le  produit 


porP-^ 

{pxP-'^f{zk  —  x) 

tend  vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro  lorsque  k  croît  in- 
définiment. 

Si,  en  particulier,  on  fait/?  =  2,  «  =  2,  ce  théorème  conduit  à 
l'expression  bien  connue  de  tx,  que  l'on  rencontre  dans  la  méthode 
des  périmètres. 

Vil.  —  Essai  u'extejvsiojv  a  des  slbstitutjojvs  plus  générales. 

21.  Il  reste  encore  bien  des  points  que  nous  n'avons  pas  abor- 
dés :  je  citerai  d'abord  le  cas  douteux  que  j'ai  signalé  dans  le  n"  7, 
et  la  question  des  points  limites  à  convergence  irrégulière  autres 
que  ceux  que  j'ai  étudiés.  Enfin,  au  point  de  vue  géométrique,  la 
division  du  plan  en  régions  d'après  les  points  limites  auxquels 
conduisent  ses  divers  points  reste  à  être  traitée  tout  entière. 

22.  Envisagée  au  point  de  vue  géométrique,  la  question  que  j'ai 
traitée  est  susceptible  d'une  grande  généralisation. 

Si  l'on  pose 

z>  où  et  'l  sont  des  fonctions  uniformes  des  variables  l'éelles  ./•  et  )', 
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on  a  le  mode  le  plus  général  de  transformation  qui  fait  corres- 
pondre un  point  P,(^i,  j'<)  à  un  point  P(^,jk).  On  peut  même 
alors  étendre  la  théorie  à  un  champ  à  plusieurs  variables,  et  cher- 
cher les  points  limites. 

Je  prendrai  trois  variables  et  les  trois  fonctions  uniformes  : 

-1  =  ^(^,7,  -)• 

Soit  M(a,  b,  c)  un  point  limite,  p  la  distance  de  ce  point  au 
point  P(:r,  y,  ^),  p»  sa  distance  au  point  P,  (.r,,  >'<,  x;,  ),  ....  Je 
dirai  que  le  point  P^,  pour  k  infini,  tend  régulièrement  vers  le 
point  M  si  la  suite 

p,    pi,    p2,    p35     .  •  -,    pA-,     ..  • 

converge  régulièrement  vers  zéro. 

En  écartant  le  cas  où.  M  serait  un  point  de  discontinuité  par  les 
fonctions  cp,  '|,  8,  on  trouve  que  [a,  b,  c)  vérifient  les  équations 
simultanées 

'  z  =  0(^7,7,  z). 
En  posant 

^A'  =  «  -+-  «A-,     yic  =  ^  4-  |Ba-,      -a-  =  c  -+-  YA-, 

on  a 

do 


«A+l  = 

ta^'^-^tb^^^' 

-+--^TA-^*(aA-,   t^A-,   YA-), 

PA-^I  = 

Ta^'^-^ôb^'^ 

+  ^7A+^F(a;,,  ?,.,  Y,.), 

7A  +  1  = 

-^I^VA  +  efa,.,  ?/,,  yaV 

Posons 

F  («A-,   ?A-, 

/ôo 

âo  o          ()c&       \2 

\2        /<)6                   \ 

on  a 

pL,  -F(a/,,  ?/,,  Y/..)--A(a/,,  p,,.  ya). 

1^'  csl  II  lie  forme  quadratique  ternaire  de  a^,  [jy;,  ya  <^^  -^  'i^c  forme 
cubique  dont   les  coeKicienls   sont  des   fonctions   entières  de  ces 
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nièincs  (]  nanti  lés.  On  a 

\  PA  /       pi-      pi- 

Lorsque  a/,,  jj/,,  y/;^  lendenL  vers  zéro,  on  a 

lim  (  i 1  =  lim— -  =  lim  — -— . — 4 — 4—' 

V    PW  pi  F(a!,[ii.,  Yi) 

Soient  q,  r, ,  Ç  des  variables  finies  proportionnelles  à  y./^,  Jj/;,  -.7. 
Je  forme  le  rapport 

r-  +  -^^  +  c^' 

Il  (aiit  que  la  limite  de  ce  rapport  soit  au  plus  égale  à  l'unité  : 
donc,  si  dans  tous  les  cas  ce  rapport  est  inférieur  à  Tunité,  on  sera 

sur  que  ^-^  tend  vers  une  limite  inférieure  à  i. 

PA- 

Or  ce  rapport  est  au  plus  égal  à  la  plus  grande  des  racines  de 
Téquation  en  S.  Si  donc  les  racines  de  l'équation  en  S  sont  toutes 
inférieures  à  l'unité  en  valeur  absolue,  on  est  sûr  que  le  rapport 

'— ^-^  tend  vers  une  limite  inférieure  à  l'unité. 

?/. 

On  est  dès  lors  conduit  à  ce  théorème,  que  j'énonce  sans  dé- 
monstration : 

Si  le  point  (a,  b,  c)  vérifie  les  équations  (i)  et  si  de  plus  la 
forme  quadratique  F(Ç,  ti,  Ç)  —  ^-  —  r^-  —  Ç-  est  définie  et  né- 
gative, il  existe  une  sphère  S  de  centre  M(rt,  b^  c),  telle  que 
tout  point  intérieur  conduit  au  point  M  par  convergence  ré- 
gulière. 

On  applique  aisément  ce  théorème  à  la  transformation  liomo- 
graphique  de  l'espace  qui  conserve  le  plan  de  l'infini. 

Enfin,  on  reconnaîtra  la  possibilité  de  définir  aussi  dans  ce  cas 
des  groupes  circulaires  limites^  comme  je  l'ai  fait  dans  ces  re- 
cherches. 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  2«  série,  t.  VII.  (Décembre  i883.)       2j 
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ALBERT    GIRARD,    DE    SAINT-MIHIEL; 
Par   m.  Paul  TAXNERY. 

i.  Un  des  géomètres  les  plus  remarquables  du  commencement 
du  xvii^  siècle  a  été  Albert  Girard,  que  les  historiens  des  Mathé- 
matiques et  les  biographes  considèrent  comme  Hollandais.  Ses 
Ouvrages,  écrits  en  français,  ont  été  de  fait  publiés  à  Leyde  et  à  la 
Haye  de  1620  à  i634,  et  il  vivait  à  cette  époque  dans  les  Pays-Bas, 
où  il  était  au  service  des  Etats  généraux,  probablement  comme 
ingénieur,  ainsi  que  l'avait  été  avant  lui  Simon  Stevin,  de  Bruges. 

C'est  dans  l'édition  de  i634  (Elzevir,  Leyde)  des  Œuvres  Ma- 
thématiques de  ce  dernier,  édition  revue,  corrigée  et  augmentée 
par  Albert  Girard,  mais  parue  seulement  un  an  après  sa  mort,  que 
se  trouvent  les  seules  données  historiques  que  l'on  possède  sur  son 
compte.  La  lettre  dédicatoire,  adressée  aux  Etats  généraux  et  au 
prince  d'Orange  (Frédéric  de  Nassau)  débute  ainsi  : 

Messeigneurs,  voici  une  pauvre  veuve  avec  onze  enfants  orphelins,  aux- 
quels le  mari  et  père,  décédé  il  y  a  un  an,  n'a  laissé  qu'une  bonne  réputa- 
tion ()^ avoir  fidèlement  servi  tl  employé  tout  son  temps  à  la  recherche 
des  plus  beaux  secrets  de  Mathématiques;  ayant  été  ravi  lorsqu'il  projetait 
d'en  laisser  quelques  monuments  utiles  à  la  postérité  et  de  sa  propre  in- 
vention. 

Mais  une  Note  d'Albert  Girard  (vol.  IV,  p.  482)  sur  les  engre- 
nages : 

Etant  ici  en  pays  étrange,  sans  Mœcenas,  et  non  sans  pertes,  avec  une 
grande  famille,  je  n'ai  pas  le  loisir,  ni  le  pouvoir  d'escrire  ici  tout  ce  qui 
y  pourrait  estre  convenable, 

nous  apprend  formellement  qu'il  était  étranger  dans  les  Pays- 
Bas  (^  ).  Il  est  clair  que  son  pays  d'origine  ne  peut  être  cherché  en 
dehors  de  la  Belgique  ou  de  la  France. 

2.  Notre  géomètre  s'intitule  d'ailleurs  constamment  :  Albert 
Girard,    samielois,    mathématicien.    Terquem  a   déjà  (^)   traduit 


(')  Celte  remarque  parait  avoir  été  faite  pour  la  première  fois  par  M.Vorster- 
ruan  van  Oijen  {Bullctlino  Boncompogni,  t.  III,  1870,  p.  3Go). 

(^)  Nouvelles  Annales  de  MathcnHitiques,  t.  \II  (i853),  p.  itjj.  Je  dois  ce 
renseignement  à  robligeancc  de  M.  lloiiel. 
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Sdinielois  par  «  de  SaliiL-Miiiicl  »,  mais  sans  justifier  en  rien  celte 
traduction.  Quelque  autorité  que  pût  lui  donner  l'origine  lorraine 
de  Terquem,  la  démonstration  restait  à  faire  lorsque  la  même  iden- 
tification me  vint  à  l'esprit. 

Contre  mon  attente  cependant,  il  me  fut  impossible  de  tiou\(r, 
en  quelque  endroit  que  je  pusse  imaginer  de  le  chercher,  l'emjjloi 
du  vocable  Samielois  pour  désigner  les  habitants  de  Saint-Mihiel. 
Toutes  mes  tentatives  furent  vaines  jusqu'à  ce  que  M.  Victor 
l'.gger  me  signalât  l'existence  de  livres  imprimés  en  latin  à  Saint- 
Mihiel  par  les  Du  Bois,  de  i6i3  à  i63o,et  portant  comme  indication 
d€  lieu  Samieli  in  Lotharingia  ou  Samieli  [^  ). 

Je  dois  les  renseignements  qui  suivent  à  la  complaisance  de 
M.  Lallement,  vice-président  du  tribunal  civil  de  Saint-Mihiel. 

Les  orthographes  Saint-Miel,  Sainmiel,  Saimmiel  sont  fréquentes 
au  XV II''  siècle  et  représentent  la  prononciation  locale  actuelle. 
Dans  le  patois,  la  diphthongue  ai  se  prononce  comme  dans  ait. 

Les  actes  de  mariage  et  de  décès  n'existent  pas  à  Saint-Mihiel  pour 
la  période  qui  nous  occupe;  ceux  de  baptême  commencent  au 
()  mai  10^6.  De  cette  époque  au  i'^''  janvier  1610  on  ne  trouve 
(11  octobre  i  SgS)  qu'un  Girard  (Humbert),  fils  de  Jean,  dont  le  père 
a  exercé  comme  notaire  de  log^  à  1682.  Le  nom  de  Girard  est  au 
reste  relativement  rare  dans  le  pays,  tandis  que  celui  de  Gérard 
est  très  commun. 

On  doit  signaler  un  Jean  Girard  de  VigneuUes  (à  lo"^'"  de  Saint- 
Mihiel)  qui  signa  en  i56o,  avec  les  huguenots  de  Saint-Mihiel,  une 
pétition  pour  le  libre  exercice  de  la  religion  réformée. 

3.  Il  ne  peut  plus  être  mis  en  doute  qu'en  revendiquant  avec 
persistance  au  sein  des  Pajs-Bas  la  qualité  de  Samielois,  x\lbert 
Girard  ne  jetât  comme  de  lointains  appels  à  la  patrie  dont  les  évé- 
nements l'avaient  séparé,  et  que  cette  patrie  ne  fût  pour  lui  Saint- 
Mihiel,  qu'il  soit  né  d'ailleurs  dans  la  ville  même  ou  dans  les  envi- 
rons, ce  qu'on  ne  peut  guère  décider  aujourd'hui.  Aucune  autre 
ville  ne  peut  se  prêter  à  l'identification  du  vocable,  et  s'il  ne  semble 
représenter  qu'une  orthographe  prétentieuse  de  certains  lettrés,  il 


(')  Les  Du  Bois  étaient  des  imprimeurs  deNerdiiu  ([ui  loiulèreiit  une  sueeursalc 
à  Saint-MihieL  Dans  un  des  Ouvrages  en  question,  la  cour  des  grands  jours  du 
Barrois  est  appelée  Suprema  Sotniellana. 
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devait  être  à  cette  époque  compris  sans  hésitation  par  tous  les  com- 
patriotes d'Albert  Girard. 

L'absence  de  son  nom  dans  les  actes  de  baptême  de  la  ville  ne 
doit  pas  étonner.  On  peut  l'expliquer  de  trois  façons   : 

Ou  Albert  Girard  était  né  dans  une  paroisse  des  environs  de 
Saint-Mihiel,  hypothèse  qu'il  est  aussi  difficile  de  réfuter  que 
d'établir,  à  moins  qu'un  heureux  hasard  n'apporte  quelque  lumière 
sur  ce  j)oint. 

Ou  bien  il  était  né  avant  i5^();  il  serait  mort  ainsi  à  plus  de 
cinquarte-sept  ans.  Cette  supposition  ne  présente  rien  de  matériel- 
lement impossible;  je  ne  suis  toutefois  guère  porté  à  l'admettre.  Les 
textes  que  nous  avons  indiqués  semblent  montrer  qu'il  est  mort 
dans  la  force  de  l'âge,  et  que  ses  onze  enfants  étaient  encore  rela- 
tivement jeunes.  J'admettrais  volontiers  qu'il  est  mort  dans  les  en- 
virons de  la  cinquantaine,  qu'il  était  né,  par  suite,  de  lôSoàiogo. 

Ou  bien  enfin  les  parents  d'Albert  Girard  étaient  huguenots  et 
il  n'a  pas  été  baptisé  suivant  les  rites  catholiques.  Il  est  à  peu  près 
certain  de  fait  qu'il  appartenait  à  la  religion  réformée,  et  que  ce 
lut  là  un  des  principaux  motifs  qui  le  firent  s'expatrier  pour  cher- 
cher dans  les  Pays-Bas  un  asile  qui  ne  semble  pas  avoir  répondu 
à  ses  espérances.  Il  y  avait  à  cette  époque  à  Saint-Mihiel  et  dans 
les  environs  un  grand  nombre  de  protestants  dont  beaucoup  quit- 
tèrent le  pays  à  la  suite  des  édits  des  ducs  de  Lorraine.  Le  premier 
de  ces  édits  est  du  19  septembre  1072;  il  semble  que  l'expatria- 
tion d'Albert  Girard  ait  été  très  postérieure  et  qu'il  n'ait  quitté  son 
pays  que  déjà  parvenu  à  l'âge  d'homme,  peut-être  déjà  marié. 

Qu'il  me  suffise  d'avoir  contribué  pour  ma  faible  part  à  restituer 
à  une  ville  de  notre  Lorraine  un  mathématicien  dont  la  haute 
valeur  n'est  pas  contestable.  On  sait  que,  dans  son  Ins^ention  nou- 
velle en  Algèbre  (1629),  il  a  été  le  précurseur  de  Descartes  pour 
l'interprétation  des  quantités  négatives  ;  que,  d'autre  part,  il  a 
achevé  (Leyde,  1620)  pour  les  deux  derniers  Livres  une  traduction 
française  de  Diophante  commencée  par  Simon  Stevin  sur  le  texte 
latin  de  Xylander,  travail  qui,  à  cette  époque,  présentait  de  hautes 
dillicultés.  Je  me  propose  du  reste  de  revenir  sur  ses  écrits  à  une 
autre  occasion. 

FIN    DE    L.V    PREMIÈBE    PARTIE    DU    TOME    VII. 
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G.-W.  BORCHARDT  (1). 

Tome  XC;  1880. 

Frobenius  (G.).  —  Relations  entre  les  fractions  réduites  de  séries 
procédant  suivant  les  puissances  de  la  variable.  (1-17). 

Le  problème  de  déterminer  une  fonction  rationnelle  dont  le  numérateur  et  le 
dénominateur  aient  un  degré  prescrit  et  qui  coïncide  avec  une  fonction  donnée 
pour  le  plus  grand  nombre  possible  de  valeurs  données  a  été  résolu  pour  la 
première  fois  par  Cauchy  (Analyse  algébrique,  p.  SsS)  et  plus  tard,  mais  plus 
amplement  (Journ.  fur  Math.,  t.  XXX),  par  Jacobi,  qui  a  enseigné  à  représenter 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  diverses  manières  sous  la  forme  de  déter- 
minants. Cependant  il  n'a  pas  abordé  les  relations  qui  ont  lieu  entre  plusieurs 
fractions  de  ce  genre  dont  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  sont  de  degrés 
différents.  Ce  sont  les  relations  les  plus  importantes  de  cette  sorte  que  M.  PYo- 
benius  a  réunies  succinctement  dans  ce  Mémoire;  mais,  pour  plus  de  simplicité, 
il  s'est  borné  au  cas  où  les  valeurs  données  de  la  variable  coïncident  toutes  on 
une  seule  (Jacobi,  loc.  cit.,  p.  149;  voir  aussi  Kronfxker,  Monatsberichtc  der 
Berliner  Akademie,  1878,  p.  97). 
§  1.  Sur  les  fractions  réduites  de  séries  procédant  suivant  des  puissances.  — 


(')  Voir  Bulletin,  V,.   19.). 
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v^  2.  Relations  algébriques  entre  les  numérateurs,  les  dénominateurs  et  les  restes 
des  réduites.  —  §  3.  Sur  les  réduites  de  la  série  de  Taylor.  —  §  4.  Intégration 
de  l'équation  différentielle  C„^  =  o.  —  §  5.  Développement  en  fractions  conti- 
nues de  séries  procédant  suivant  des  puissances. 

Weingaj^en  (/.).  —  Con  tribu  lion  à  la  théorie  des  surfaces  isosta- 
tiques. (i8-33). 

Dans  ses  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes,  Lamé  a  énoncé  la  proposition 
qui  dit  qu'un  solide  élastique  en  équilibre  peut  être  décomposé  par  trois  fa- 
milles de  surfaces  orthogonales,  en  parallélépipèdes  infiniment  petits  dont  les 
faces  sont  sollicitées  normalement  par  les  forces  élastiques.  Lamé  a  donné  le 
nom  de  surfaces  isostatiques  à  ces  familles  de  surfaces.  L'erreur  inhérente  à 
cette  proposition  n'est  pas  difficile  à  découvrir.  Cependant  un  intérêt  particulier 
s'attache  à  l'erreur  de  l'éminent  mathématicien;  car,  selon  ses  propres  paroles, 
c'est  de  cette  propriété,  si  nettement  caractérisée,  que  lui  est  venue  l'idée  des 
coordonnées  curvilignes.  Il  semble  qu'il  n'existe  pas  de  recherches,  publiées  jus- 
qu'à présent,  sur  les  conditions  dont  dépend  l'existence  de  surfaces  isostatiques. 
Les  développements  de  M.  Weingarten  ont  établi  ces  conditions  et  signalent 
quelques  questions  qui  s'y  rattachent  de  plus  près.  M.  Weingarten  montre  en 
particulier  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  consistent  en  ce  que  trois 
certains  invariants  s'évanouissent.  Ces  trois  équations  qui  sont  du  premier  ordre 
aux  différentielles  partielles  par  rapport  aux  grandeurs  qu'elles  contiennent,  et 
linéaires  par  rapport  aux  quotients  différentiels  de  ces  mêmes  grandeurs,  font 
l'objet  de  l'adroite  analyse  de  M.  Weingarten. 

Kirchhoff  (G.).   —   Remarques   sur  le  Mémoire  de    M.   Voigt  : 
Théoine  du  point  lumineux.  (34-38). 

Dans  ses  Leçons  sur  la  Physique  viathétnatique  {Mécanique),  M.  Kirchhoiïa 
traité  (Leç.  XXIII,  §  4)  le  mouvement  causé  parles  mouvements  infiniment  petits 
d'une  sphère  rigide  contenue  dans  un  fluide  compressible.  Ce  problème  est  très 
semblable  à  celui  qu'a  résolu  JNI.  Voigt  dans  son  Mémoire  {Journ.,  t.  LXXXIX; 
Bulletin,  Vj,  p.  199)].  La  méthode  employée  par  M.  Kirchhoft'  dans  son  livre 
s'applique  aussi  à  la  solution  du  problème  proposé  par  M.  Voigt  et  est  beau- 
coup plus  expéditive  que  le  chemin  que  cet  auteur  a  pris  :  c'est  ce  que  M.  Kirch- 
hofl"  fait  voir  par  sa  Note. 

(teiser.  —  Sur  un  théorème  fondamental  de  la  Géométrie  cinéma- 
tique de  l'espace.  (39-43). 

11  s'agit  du  théorème  donné  par  M.  INIannheim,  p.  260  de  son  Cours  de 
Géométrie  descriptive,  comprenant  les  Éléments  de  la  Géométrie  cinéma- 
tique :  «  Lorsqu'une  figure  de  forme  invariable  se  déplace  de  manière  que  quatre 
de  ses  points  restent  sur  (piatrc  surfaces  données,  pour  une  position  quelconque 
de  cette  figure,  les  normales  aux  surfaces  trajectoires  de  tous  ses  points  ren- 
contrent deux  mêmes  droites.  »  Ce  théorème,  publié  par  M.  Mannhcim  au  Journ. 
de  Math,  de  INI.  Liouville  (2"  série,  t.  XI,  1S66),  appartient  à  Schîinemann  qui 
l'avait  fait  insérer  en  i855  aux  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie.  — 
M.    Ciciser    ajou'.e    à    celte   \olc    luslori(|iic    une    (h'inonslralion    analvli(|no    du 
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théorème  que    SchJJneman    s'était  borné    à   énoncer  sans   démonstration,    mai* 
cU)nt  il  avait  tiré  d'imporlanles  conséquimccs. 

Schoenemann.   —  Sur  la  conslruction  de  normales  et  de  plans 
normaux  de  certaines  surfaces  et  lignes  courbes.  (44-48)- 
Réimpression  de  la  publication  citée  par  M.  Geiser  dans  la   Note  précédente. 

Korteweg  i^Dr.  J.). —  Sur  la  loi  pondéromotrice  élémentaire.  (49- 

70). 

Les  lois  des  efTets  pondéromoteurs  et  électromoteurs  entre  des  courants  fermé:* 
trouvent  leur  expression  la  plus  simple  dans  les  formules  potentielles  de  .M.  V. 
Neumann  et  peuvent  être  considérées  comme  démontrées  par  l'expérience;  au 
contraire,  il  est  toujours  encore  possible  de  concevoir  sur  les  deux  lois  élémen- 
taires de  l'Électrodynamique,  la  pondéromotrice  et  l'électromotrice,  des  hypo- 
thèses différentes  et  qui  s'excluent  l'une  l'autre,  mais  qui  peuvent  être  envisagées 
comme  également  autorisées,  eu  égard  à  l'explication  des  faits  observés  jusqu'à 
présent.  M.  Korteweg  s'est  proposé,  dans  le  Mémoire  actuel,  de  rechercher  jus- 
qu'où s'étend  cette  indétermination  pour  la  loi  pondéromotrice,  c'est-à-dire 
d'établir  une  théorie  générale,  renfermant  des  fonctions  indéterminées  et  qui  ne 
se  permet  pas  d'autres  hypothèses  que  celles  qui  ont  été  examinées  par  l'expé- 
rience ou  qui,  à  cause  de  leur  probabilité  intrinsèque,  ont  été  reçues  dans  toutas 
les  théories  établies  jusqu'à  ce  jour.  Une  addition  d'hypothèses  convenables 
pourra  donc  transformer  cette  théorie  générale  en  une  quelconque  des  théories 
plus  spéciales.  MM.  Stefan  et  Maxwell,  qui  ont  tenté  d'établir  une  telle  théorie, 
n'ont  pas  fait  attention  à  la  possibilité  de  couples  de  forces  entre  des  éléments 
de  courants.  Depuis  l'établissement  de  la  théorie  potentielle  de  M.  Helmholtz 
où  entrent  ces  effets  de  couples,  on  a  signalé  cette  lacune  dans  le  travail  pré- 
cieux de  M.  Stefan,  et  Margules,  qui  a  essayé  de  la  remplir,  a  omis  un  des 
effets  possibles  des  couples. 

§  1.  La  loi  élémentaire  pondéromotrice.  —  §  2.  Effet  pondéromoteur  entre  des 
courants  fermés.  —  §  3.  Effet  pondéromoteur  qu'un  courant  fermé  exerce  sur 
un  élément  de  courant.  —  §  4.  Déduction  des  théories  plus  spéciales. 

Fuchs  (L.).  —  Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Borchardt.  (71- 

73). 
Hazzidakis  {J.-N.),  —  Sur  une  équation  difFérenliclle  du  second 

ordre.  (74-79)- 

Hazzidakis  [J.-N.).   —  Sur  une  propriété  des  systèmes  d'équa- 
tions différentielles  linéaires  et  homogènes.  (80-82). 

Grafle.  —  Déduction  rapide  des  théorèmes  d'addition  pour  les  in- 
tégraleselliptiquesenpartantdel'équation (- -^  =  o.  (83-84). 

Sturm  {J').  —  Sur  les  courbes  planes  du   troisième  ordre.  (85- 
loi  ). 
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Dans  son  Mémoire  Sur  les /ormes  des  courbes  du  troisième  ordre  (t.  LXXV 
du  Journ.;  Bulletin,  IV,,  p.  90),  M.  Durège  met  à  profit  le  théorème  :  «^'il 
y  a  sur  elles  des  points  d'où  l'on  peut  tirer  quatre  tangentes  réelles,  il  y  en 
a  aussi  où  ces  tanjentes  sont  toutes  imaginaires.  »  Pour  le  démontrer,  il  sup- 
pose connus  les  trois  systèmes  de  points  conjugués  et  la  génération  de  la 
courbe  du  troisième  ordre  par  deux  involutions  projectives  de  rayons  :  ce  sont 
des  propriétés  qu'on  n'apprend  qu'après  une  étude  profonde  de  la  courbe. 
M.  Sturm  donne  au  n°  1  une  démonstration  qui  ressort  immédiatement  de  la 
génération  de  la  courbe  au  moyen  de  faisceaux  projectifs  de  rayons  et  de  sec- 
tions coniques,  génération  découverte  par  Chasles  et  qui  paraît  être  la  plus 
naturelle.  De  plus,  Fauteur  développe,  au  n°  2,  un  supplément  de  la  démon- 
stration, due  à  M.  Salmon,  pour  la  constance  du  rapport  anharmonique  des 
quatre  tangentes  issues  d'un  point  de  la  courbe;  car,  si  excellente  que  soit 
cette  démonstration,  elle  ne  prouve  la  constance  que  pour  les  points  qui  appar- 
tiennent à  la  même  branche.  Les  n°'  3  et  4  donnent  enfin  des  considérations 
purement  géométriques  et  extrêmement  simples  sur  des  propriétés,  pour  la  plu- 
part connues,  des  courbes  du  troisième  ordre  :  réalité  des  points  d'inflexion, 
des  tangentes  issues  d'un  point  de  la  courbe,  relation  entre  le  point  de  contact 
et  le  point  tangentiel. 

Franke,  —  Sur  les  équations  de  troisième  et  de  quatrième  degré. 

(102-108). 

Koenigsberger  {L.).  —  Remarques  générales  sur  le  théorème  d'A- 
bel    (109-163). 

Soit  V  une  fonction  rationnellement  logarithmique  des  grandeurs  a,  a',  a",  . . ., 
où  a,  a' ,  a",  ...  sont  certains  paramètres;  on  peut  mettre  le  théorème  d'Abel 
sous  la  forme 


(0 


px^  pT^  px^ 

I     f{x,y)dx+  I     f{x,y)dx-\-...-\-  j       f{x,  y)dx^  v, 


f{Xyy)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  la  fonction  y  de  x.  Envisa- 
geons ce  théorème  d'abord  sous  le  point  de  vue  fourni  par  la  théorie  générale 
de  la  transformation  des  intégrales  abéliennes  :  il  fournit  alors  une  relation 
spéciale  d'intégrales  semblables,  qui  correspond  à  l'équation  de  transformation 
linéaire  dans  les  intégrales,  ou  bien  le  théorème  d'Abel  peut  être  considéré 
comme  une  combinaison  algébrique,  et  unique  dans  sa  forme,  des  valeurs  de 
l'intégrale  d'une  fonction  algébrique  pour  différentes  limites  d'intégration  liées 
algébriquement  l'une  à  l'autre  et  d'intégrales  plus  simples  (les  fonctions  dis- 
«■ontinucs  de  celles-ci),  pour  des  arguments  composés  algébriquement  de  ces 
limites  d'intégration,  et  ainsi  le  théorème  peut  se  prêter  à  de  vastes  recherches; 
car,  si  l'on  envisage  l'intégrale  ff{x,y)dXj  oii  y  désigne  une  fonction  algé- 
brique irréductible  de  x,  comme  intégrale  de  l'équation  din'érentielle 

le  théorème  d'Abel  fournit  une  |>roposition  sur  une  relation  algébrique  dune 
même  intégrale  de  l'équation  différentielle  (2)  pour  divers  arguments  liés 
alg»''bri(|n<Mn(Mit    ifs   uns   au\    iuilros,   et   «l'une    intt''i;r;il<«  dc^  tMniation'i  diOV'ren- 
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tielles 


ôz        .  ,         ,      „         .     àz  ,      „         .     àz  ,      „ 

où  les  fonctions  ^  dénotent  des  fonctions  rationnelles  satisfaisant  à  la  condition 
d'intégrabilitc,  des  grandeurs  a,  et  où  celles-ci  sont  lices  d'autre  part  aux  pre- 
miers arguments.  Sous  ce  point  de  vue,  le  théorème  d'Abcl  permettra  une  géné- 
ralisation des  relations  analytiques,  et  c'est  pour  développer  ses  études  sur  ce 
sujet  que  M.  Kônigsberger  a  publié  ce  travail,  qui  se  rattache  à  un  autre  Mé- 
moire du  même  auteur.  «  Sur  des  relations  algébriques  entre  des  intégrales  d'é- 
quations différentielles  distinctes»  (t.  LXXXIV;  Bulletin,  IIIo,  p.  ii3). 

Netto  {E.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  discriminants.  (i64- 
i85). 

Voici  comment  M.  Kronecker  s'est  exprimé  sur  ce  travail  (t.XCII  du  Journ., 
p.  119  et  120)  :  «  Si  des  variables  H  se  présentent  dans  le  domaine  de  rationna- 
nte, la  forme  discriminante  contiendra  toujours  des  formes  de  la  plus  haute 
multiplicité  comme  diviseurs  multiples;  elles  forment  «  les  singularités  »  de 
la  forme  discriminante  à  la  recherche  desquelles  s'attachent  le  plus  grand  in- 
térêt et  aussi  de  grandes  difficultés.  Voilà  pourquoi  nous  insistons  d'autant 
plus  sur  un  travail  publié  récemment  par  M.  Netto;  ce  Mémoire  traite  les  pro- 
blêmes algébriques,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire  ici,  selon  les  principes  de 
l'Arithmétique,  et  l'on  y  trouve  déjà  une  série  de  résultats  développés.  Pour  en 
exposer  la  portée  pour  la  théorie  générale  des  grandeurs  algébriques,  il  faut  re- 
prendre les  genres  issus  d'un  domaine  de  rationnalité  (f,,  i^,  . . .,  f„)  qui  font  le 
sujet  des  élucidations  du  §  12.  Les  grandeurs  entières  algébriques  de  ces  genres 
sont  fonctions  entières  des  variables  x^,  x^,  . . .,  x^^,  et  conséquemment  fonctions 
algébriques  des  fonctions  élémentaires  symétriques,  désignées  par  t',,  f^,  ...,1',, 
des  mêmes  variables  x.  Dans  chacun  de  ces  genres  il  existe  des  systèmes  fon- 
damentaux qui  ne  dépendent  que  d'un  nombre  aussi  grand  d'éléments  que 
l'ordre  du  genre,  et  cet  ordre  a  été  désigné  par  e  aussi  bien  ci-dessus  qu'au  lieu 
cité  de  M.  Netto.  La  forme  discriminante  sera  donc  remplacée  par  un  «  discri- 
minant du  genre  »,  et  celui-ci  est  une  puissance  du  discriminant  de  l'équation 

X'*  —  f,  x"-'  -!-  t  ^-"-2  — . . . ^=  f „  =  o, 

dont  l'exposant  se  trouve  déterminé  dans  le  travail  de  M.  Netto.  Le  discrimi- 
nant de  chaque  équation  du  genre  est  divisible  par  ce  discriminant  du  genre,  et 
en  outre  M.  Netto  fait  voir  que  chacun  des  discriminants  d'équation  contient 
encore  des  systèmes  de  diviseurs  ou  des  formes  de  plus  haute  multiplicité 
comme  facteurs  qui  sont  en  même  temps  des  diviseurs  multiples  de  la  forme  dis- 
criminante. Si  ces  résultats  de  M.  Netto  se  prêtent  à  être  appliqués  à  l'équation 
fondamentale  introduite  ici,  comme  cela    est   probable,  elles   fourniraient   des 

iD 

contributions  à  la  connaissance  de  cette  forme  primitive  —  qui  fait  1  objet  prin- 
cipal des  «  développements  ci-dessus  ». 

Faà  de  Bruno.  —  Sur  quelques   théorèmes  relatifs  au  dévelop- 
pcm(;nt  des  fonctions  et  aux  covariants.  (186-188). 
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Schr'oder  [Ernst).  —    Sur  une   détermination  singulière  d'une 
fonction  par  des  conditions  formelles.  (189-220). 

Wiener  (^Christian).  —  Étude  géométrique  et  analytique  de  la 
fonction  weierstrassienne.  (221-202). 
M.  Weierstrass  a  démontré  cette  proposition  remarquable  :  «  La  fonction 


où  X  est  une  variable  réelle,  a  un  nombre  entier  impair  supérieur  k  \,  b  une 
constante  positive  inférieure  à  i,  n'a  en  aucun  point  un  quotient  différentiel  dé- 
terminé tant  que  la  valeur  du  produit  ah  ne  surpasse  pas  une  certaine  limite, 
les  intervalles  des  x  étant  choisis  d'une  manière  particulière,  essentielle  pour  la 
proposition.  M.  Paul  du  Bois-Reymond  observe  là-dessus  que  certaines  singu- 
larités n'affectent  pas  des  espèces  particulières  de  nombres  qui  ne  se  présentent 
toujours  qu'isolément,  mais  qu'elles  sont  réparties  uniformément  et  comme 
continûment  sur  le  domaine  entier  des  grandeurs  de  l'argument.  Il  dit  encore 
dans  une  Note  :  «  Mainte  énigme  me  semble  cachée  sous  la  métaphysique  des 
fonctions  weierstrassiennes,  et  je  ne  puis  me  défendre  de  penser  qu'une  étude 
plus  approfondie  finira  par  nous  amener  à  une  limite  de  l'intellect  semblable 
à  la  limite  établie  dans  la  Mécanique  par  les  notions  de  force  et  de  masse. 
En  deux  mots,  ces  fonctions  me  semblent  constituer  des  séparations  de  l'es- 
pace, non  comme  les  nombres  rationnels  dans  l'illimitément  petit,  mais  dans 
l'infiniment  petit.  » 

M.  Wiener  fait  l'étude  géométrique  et  analytique  de  la  fonction  intéressante 
et  y  ajoute  une  représentation  graphique  en  tant  qu'elle  est  possible  pour  une 
ligne  possédant  dans  l'espace  fini  un  nombre  infini  d'ondulations.  La  proposition 
de  M.  Weierstrass  se  trouve  être  vraie  en  général;  cependant,  pour  quelques  en- 
droits spéciaux,  il  résulte  un  quotient  différentiel  déterminé.  L'intuition  que  l'au- 
teur atteint  ainsi  sert  à  réfuter  la  conjecture  de  M.  Paul  du  Bois-Reymond, 
(jui  aurait  ouvert  à  l'inconcevable  la  porte  des  Mathématiques. 

Craig  (Thomas).  —  Distorsion  d'une  sphère  élastique.  (253- 
266). 

En  cherchant  à  estimer  la  déformation  que  les  masses  de  glaces  accumulées 
aux  régions  polaires  de  la  Terre  produisent  dans  la  surface  solide  de  notre 
globe,  M.  Craig  fut  porté  à  faire  l'étude  des  distorsions  d'une  sphère  solide 
élastique  sollicitée  aux  extrémités  d'un  diamètre  par  deux  forces  données,  sous 
l'hypothèse  que  l'axe  ne  se  raccourcit  que  légèrement. 

Kônigsberger  (L.).  —  Sur  des  intégrales  algébriquement  loga- 
rithmiques d'équations  différentielles  linéaires  non  homogènes. 
(267-280). 

Si  l'équation  différentielle  -^  =y  (où  y  est  une  fonction  algébrique  de  a') 
possède  une  intégralo  algébrique  o«i  algébriquement  logarilhnii(|uc,  celle-ci    ou 


KKVUK   DHS   PUBLICATIONS.  ii 

son  logaritlirnande  est  représentable  comme  fonction  ralionnelle  dox  et  de  y. 
Pris  dans  ce  sens  et  sous  cette  forme,  le  théorème  d'Abel  permet  une  extension 
à  des  équations  dilTérentielIes  linéaires  non  homogènes  d'ordre  quelconque. 

Picard  (Emile). —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  à  coef- 
ficients  doublement  périodiques.  (281-302). 

Écrivant  l'équation  de  Lamé  sous  cette  forme 

d'y 


dx' 


=  [n { n  -^r  i) k^  sn"^ X  -\-  h ]y, 


où  sna?  désigne  la  fonction  elliptique  ordinaire  de  module  k,  n  un  entier  posi- 
tif et  h  une  constante  quelconque,  M.  Ilermito  a  montré  qu'un  système  fonda- 
mental d'intégrales  est  formé  de  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde 
espèce.  Des  circonstances  analogues  se  présentent  pour  toute  équation  différen- 
tielle linéaire  à  coefficients  doublement  périodiques  de  première  espèce  dont 
l'intégrale  générale  est  uniforme.  Les  équations  de  ce  genre  jouissent  d'une  pro- 
priété dont  la  démonstration  fait  l'objet  de  la  I"  Partie  du  travail.  M.  Picard 
établit  qu'une  équation  d'ordre  m  admettra,  en  général,  comme  intégrales  dis- 
tinctes m  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce;  c'est  ce  qui  ar- 
rive pour  l'équation  de  Lamé,  quand  h  est  quelconque.  Les  changements  de 
forme  analytique  que  peuvent  subir  les  intégrales  dans  certains  cas  particu- 
liers sont  l'objet  d'une  étude  spéciale.  Dans  la  11*  Partie  l'auteur  considère  des 
systèmes  d'équations  linéaires  simultanées  à  coefficients  doublement  pério- 
diques; il  étudie  en  particulier  un  système  du  troisième  ordre  jouissant  d'une 
propriété  remarquable,  et  il  termine  par  une  application  géométrique  de  cette 
étude. 

Rosanes.  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  correspondance  réci- 
proque. (3o3-32i  ). 

La  corrélation  de  deux  plans,  établie  par  une  forme  bilinéaire  ternaire,  a  fait 
le  sujet  de  recherches  répétées  :  elles  se  sont  étendues  à  la  question  de  savoir 
comment  l'on  pourrait  construire  la  transformation  avec  certaines  données  dont 
le  nombre  était  suffisant,  ou  aux  problèmes  ([ui  concernent  la  coïncidence  des 
plans  mis  en  correspondance.  Mais  on  ne  semble  pas  avoir  fait  attention  à  une 
autre  sorte  de  propriétés  de  la  transformation  générale  réciproque,  propriétés 
qui  sont  remarquables  tant  par  leur  simplicité  que  par  leur  analogie  avec  des 
théorèmes  connus  de  la  théorie  des  sections  coniques.  Les  figures  relatives  à  ces 
courbes  subissent  une  généralisation  en  ce  sens  qu'un  élément  sin>ple  (point, 
droite)  est  remplacé  par  un  couple  d'éléments  dans  la  coïncidence  desquels 
celles-là  prennent  leur  origine.  L'extension  ainsi  gagnée  est  encore  très  propre 
à  faire  mieux  ressortir  certaines  propriétés  des  sections  coniques  et  fournit  une 
nouvelle  proposition  sur  les  couples  conjugués  de  points  d'une  courbe  de  second 
ordre.  —  L'application  aux  formes  quaternaires  qui  donne  des  généralisations 
de  propriétés  des  surfaces  de  second  ordre  n'a  été  faite  <[ue  dans  un  cadre  plus 
restreint.  —  La  connaissance  de  couples  de  points  dépendants  tels  qu'ils  ont  été 
définis  dans  un  Mémoire  du  même  auteur  (t.  LXXXVIII,  Bulletin,  ^  2'  P-  '"7) 
se  trouve  complétée  par  les  concepts  nouvellement  introduits.  La  construction 
du  sixième  couple  dépendant  de  cinq  couples  est  ramen(''e  à  un  problème  simj)!»^ 
et  connu.  Enfin,  pour  la  figure  de  l'espace  de  huit  coupIt>s  <lépendants  de  points. 
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le  degré  des  surfaces  qui  s'y  présentent  se  déduit  maintenant  avec  facilité,  tan- 
dis qu'il  était  alors  resté  indéterminé. 

Bî'iins  {H.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions  sphériqiies. 

(322-328). 

Dans  sa  démonstration  pour  la  convergence  des  séries  procédant  suivant  des 
fonctions  sphériques,  M. Dini  s'appuie  sur  ces  trois  propositions,  empruntées  à  la 
théorie  des  fonctions  sphériques  P„(x)  :  i"  (an  +  i)?,^  =  P^^^^  —  Prt_  i  ;  2"  les 
n  racines  de  P„(cosw)  =  o  sont  toutes  réelles,  simples  et  à  peu  de  chose  près 
uniformément  réparties  sur  l'intervalle  de  o  à  tt,  d'autant  plus  uniformément 
que  n  est  plus  grand;  3°  limP„(cos(.>)  =  o  pour  n  =  <x) ,  non  seulement  si  cosw 
diffère  de  rt  i  d'une  quantité  finie,  mais  aussi  si  o>  tend  avec  n  croissant  suivant 
un  certain  mode  vers  o  ou  vers  tt.  M.  Bruns  donne  des  démonstrations  très  élé- 
gantes, élémentaires  et  rapides  de  ces  propositions  sans  aucun  secours  puisé 
dans  la  théorie  des  fonctions  sphériques.  Ainsi  la  démonstration  de  convergence 
que  nous  venons  de  mentionner  se  simplifie  de  manière  à  devenir  aussi  simple 
et  directe  que  celle  de  Dirichlet  pour  les  séries  trigonométriques. 

Heine  {E.).  —  Sur  la  fonction  sphérique  P''(cosy)  pour  n  infini. 
(329-331). 

Hermite  [Ch.).  —  Sur  l'intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce. 
(Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Schwarz,  de  Gœttingue). 
(332-338). 


JORNAL  DE  SCIENCIAS  MATHEMÂTICAS  E  ASTRONOMICAS,  publicado  pelo 
Dr.  Francisco  Gomes  Teixeira,  professer  de  Mathematica  na  Universidade 
de  Coimbra,  socio  correspondente  da  Academia  Real  das  Sciencias  de  Lisboa 
e  da  Sociedade  de  Sciencias  physicas  et  naturaes  de  Bordeaux  ('). 

Tome  II;  1880. 

Bellavitis  (G.).  —  Solution  trouvée  par  la  méthode  des  équipol- 
lences.  (3-6,  i  pi;  ital.). 

A  l'aide  de  sa  méthode  des  équipoUences,  M.  Bellavitis  donne  la  solution  de 
la  question  posée  dans  le  I"  volume,  page  ï\?.,  par  M.  Schiappa-Monteiro, 
dans  les  termes  suivants  :  «  Trouver  un  cercle  tangent  à  un  cercle  donné,  qui 
passe  par  un  point  donné  A,  et  dont  le  centre  soit  situé  sur  une  droite  égale- 
ment donnée  CD  »,  et  aussi  la  solution  de  cette  autre  question,  énoncée  page  160 


(')   Voir  linlh'tin.  11.^,  iS:,. 
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(lu  inciiie  Volume,  ainsi  qu'il  suit  :  «Tracer  un  arc  de  cercle  qui  fa>5*c  des  augle» 
donnés  avec  deux  cercles  concentriques  connus.  » 

IJa  Ponte  Horta  (/^'.).  —  Etude  sur  le  problème  proposé  au  n"  10. 
(7-32;  I  pL). 

\o'\T  Bulletin,  i'  série,  p.  188. 

Cette  suite  du  travail  de  M.  da  Ponte  Horla  se  rapporte  :  1"  auv  lieux  sy- 
métriques des  centres  des  cercles  qui  coupent  deux  cercles  donnes  sous  des 
angles  donnés  (p.  7-16);  a"  aux  lieux  des  centres  des  cercles  qui  coupent  une 
droite  donnée  sous  l'angle  a',  et  un  cercle  aussi  donné  sous  l'angle  a. 

Gomes  Teixeira  i^F .).  —  Sur  la  décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles; fin.  (33-4  i;  li*-)- 

Marrecas  Ferreitrt  (L.-F.).  —  Sur  un  problème  de  Mécanique 
appliquée.  (42-45). 

Ce  problème  de  Mécanique  appliquée  consiste  à  construire  une  voûte  dans 
une  cavité  déterminée,  sous  certaines  conditions  énoncées. 

Craveiro  Lopes   (C.-//.).    —    Solution  d'un  problème  proposé. 

(46-48). 

Cette  question  peut  s'énoncer  ainsi  :  «  Étant  données  trois  circonférences 
dont  les  centres  sont  A,  B,  C,  et  dont  les  deux  premières  ont  une  corde  com- 
nuine  IJ,  mener  par  le  point  I  une  transversale  qui  les  rencontre  respectivement 
aux  points   X,  Y  et  Z,   de   telle  sorte  que  XZ  soit  à  XY  dans  le  rapport  donné 

m 
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Schiappa  Monteiro  (A.).  —  Question  proposée.  (4^)- 

Il  s'agit  de  prouver  géométriquement  que  les  lieux  H,  H'  des  points  de  l'es- 
pace dont  les  distances  à  deux  droites  fixes  M,  N,  non  situées  dans  le  même  plan, 

ont  entre  elles  un  rapport  constant  — >  sont  des  hyperboloïdes  scalénes  ou  non 
de  révolution  (sic). 

Bellavitis  (G.).    —  Extrait  d'une  Lettre  à  F.  Gomes  Teixeira. 

(49)- 

Cet  extrait  d'une  lettre,  éci-ile  par  Hellavitis  de  l'adouc  au  D""  Gomes  Teixeii;» 
de  Coïmbre,  est  relatif  à  l'application  de  la  méthode  des  éciuipollenccs  au  beau 
théorème  énoncé,  p.  /17,  par  M.  Ci'aveiro  Lopes. 

Marrecas  Ferreira  (L.-F.).  —  Question  proposée,  n"  12.  (49)- 

Cette  question  est  la  suivante  :  «  Deux  points  étant  donnés,  déterminer  avec 
le  compas  ordinaire  le  point  milieu  de  la  distance  ([ui  les  sépare.  » 

Marrecas  Ferreira  (L.-F.).  —  Sur  la   fjueslion  pro[)osée  n"   11. 

(5o-53). 
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Schiappa  Monteiro  {Alfredo).  —  Recherches  synthétiques  et 
analytiques  sur  le  cercle  variable  assujetti  à  couper  continuel- 
lement deux  cercles  donnés  sous  des  angles  également  donnés. 
(54-64,  i3o-i37,  174-182;  fr.). 

Hermite  (Ch.).  —  Sur  l'intégrale   /      /(sin^,  cosx)dx.  (65-67). 

Schiappa  Mojiteiro  {Alfredo).  —  Sur  l'aire  latérale  d'un  coin 
conique.  (68-76,  81-96,   iio-i25). 

II  s'agit  de  calculer  élémentairement  l'aire  latérale  et  le  volume  d'un  coin 
conique,  déterminée  par  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  avec  deux  plans, 
l'un  de  ces  plans  étant  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution.  (C'est  la  question 
proposée  à  la  page  176  du  I"  volume  du  Jornal  de  Sciencias  jnathetnaticas  e 
astroîiomicas. 

Schiappa  Monteiro  {Alfredo).  —  Question  proposée  n"  13.  (76). 

Il  s'agit  de  déterminer  le  sommet  commun  de  deux  triangles  symétriquement 
semblables,  de  bases  données  AD  et  BC. 

Marrecas  Ferreira  [L.-F.).  —  Sur  l'équation  du  second  degré. 

(77-80). 

Bellavitis  (G.).  —  Résolution  de  la  question  proposée  n°  12.  (86). 

Schiappa  Monteiro  [Alfredo).  —  Solution  de  la  question  pro- 
posée au  n"  1  du  tome  I  en  employant  la  méthode  des  équipol- 
lences,  et  comparaison  de  cette  solution  avec  celle  que  donne 
la  Géométrie  élémentaire.  (97-109). 

Marrecas  Ferreira  (L.-F.).  —  Sur  la  question  proposée  n"  3. 
(126-129). 

On  a  vu  que  cette  question  n°  13  demande  de  déterminer  le  sommet  commun 
de  deux  triangles  symétriquement  semblables  et  de  bases  données  AD  et  BC. 

Gonies  Teixeira  (F.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles  de  second  ordre.  (i38-i53). 

Birger-IIansted.  —  Trois  théorèmes  relatifs  à  la  théorie  des 
nombres.  (i54-i64;  fr.). 

Marrecas  Ferreira  (L.-F.).  —  Sur  un  problème,  (i 65- 166). 

Ce  problème  est  relatif  aux  arrangementsdes  lettres  dans  deux  cadenas  à  secret. 

Uarfins  da  Sika{J.-A.).—  Sur  une  formule  intégrale.  (167-17:1). 
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Dans  ce  Mémoire,  M.  MarLiiis  da  Silva,  sous-lieuteiiant  élève  d'artillerie,  fait 
usage  d'une  formule  abélieiine  et  montre  qu'il  a  puisé  à  bonne  souixe  sa  con- 
naissance approfondie  du  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Birger-Ilansted.  —  Questocs  proposlas  n"*  lin  lo.  (173). 

Des  deux  questions  envoyées  par  M.  Birger-Hansted,  de  Copenhague,  à  son 
collègue  de  Coïmbre,  la  première  a  trait  aux  congruences  de  nonibres  premiers; 
la  seconde  est  ainsi  formulée  :  «  Etant  donnée  une  figure  plane  composée  d'un 
hexagone  régulier,  sur  les  côtés  duquel  sont  d'autres  hexagones  réguliers  con- 
gruents  au  premier,  on  veut  savoir  comment  il  est  possible  de  couper  cette 
figure  par  trois  lignes  droites  qui  la  divisent  en  parties  congruentes  ou  non 
congruentes,  de  telle  sorte  (juavec  ces  parties  on  puisse  former  un  hexagcjne 
régulier.  » 

Birger-Hansted.  —  Quelques  transformations  de  l'équation  dil- 
férentielle  linéaire  à  coefficients  constants,  par  substitution 
d'une  nouvelle  variable.  (183-187). 

Pérou  (J.)  et  Birger-Hansted.  —  Questions  proposées  n"*  16  et 
17.  (188). 

La  première  de  ces  deux  questions,  le  n°  16,  relative  aux  nombres,  est  proposée 
par  M.  J.  Perott,  jeune  mathématicien  et  érudit  polonais;  la  seconde,  relative 
aux  carrés  magiques,  est  proposée  par  M.  Birger-Hansted,  de  Copenhague. 

Gomes  Teixeira  (/^.).  —  Notice  sur  G.  Bellavitis.  (189-191), 

Dans  cette  brève  Notice,  M.  Gomes  Teixeira  a  appelé  l'attention  de  ses  com- 
patriotes sur  le  savant  professeur  de  l'Université  de  I^adoue,  et  sur  ses  immenses 
travaux  que  la  mort  venait  d'arrêter,  travaux  parmi  lesquels  il  faut  citer  au 
premier  rang  sa  Méthode  des  équipollences,  qui  rendit  son  nom  célèbre  en 
Europe.  Cette  nouvelle  méthode  de  Géométrie  que  Bellavitis  développa  plus 
tard  avec  tant  de  succès  fut  publiée  pour  la  première  fois,  en  1882,  dans  les 
Annales  de  l'Institut  Lombard-Vénitien.  Un  second  Mémoire  parut  en  1837, 
un  troisième  en  i843,  puis  enfin  en  i854,  dans  la  collection  des  Mémoires  de  la 
Société  italienne  des  Sciences  de  Modène,  parut  sa  fameuse  Sposizione  del  me- 
todo  délie  equipollenze,  qui  donna  à  la  nouvelle  méthode  une  forme  définitive, 
et  que  M.  Laisant  fit  ensuite  passer  dans  notre  langue.  Bellavitis  était  un  éru- 
dit de  premier  ordre,  un  bibliographe  distingué,  en  même  temps  qu'un  éminent 
mathématicien.  Il  publiait  à  Padoue  une  Revue  des  Journaux  scientifiques, 
qui  est  précieuse  par  les  indications  bibliographiques  qu'elle  renferme  et  qui 
fait  autorité  grâce  à  la  haute  compétence  du  directeur  dans  toutes  les  questions 
relatives  aux  diverses  parties  des  Sciences  mathéniatiques. 

Tome  III;   1881. 

Schiappa  Monteiro  [Alfredo).  —  Sur  une  question  proposée 
dans  le  Journal  de  Mathéniatiques  élémentaires  de  M.  Bour- 
get.  (3-6). 
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Celle  question  est  la  suivante  :  «  Inscrire  un  triangle  dans  un  cercle  donnr, 
étant  aussi  donnes  les  points  milieux  des  arcs  sous-tendus  par  ses  côtés.  » 

Marrecas  Ferreira  {L.-F.).  —  Sur  un  problème  de  Géométrie. 

(7-5). 

Voici  l'énonce  de  ce  problème  :  «  Etant  données  deux  droites  qui  se  coupent 
en  un  plan,  et  un  point,  tirer  par  ce  point  des  transversales  satisfaisant  à  cette 
condition,  que  les  rectangles  des  segments  définis  par  les  droites  et  le  point 
soient  équivalents  à  un  rectangle  déterminé.  »  Ce  problème,  proposé  par  Amyot 
et  divers  autres  auteurs,  est  considéré  comme  l'un  des  problèmes  les  plus  inté- 
ressants de  la  Géométrie  élémentaire  par  M.  Marrecas  Ferreira,  et  cet  habile  géo- 
mètre en  a  fait  l'objet  d'une  étude  spéciale  et  approfondie. 

Gomez  Teixeira  (Pedro).  —  Question  proposée  n*"  18.  (i6). 

Martins  da  Sih'a  (J.-A.).  —  Sur  la  transformation  des  fonc- 
tions X"  de  Legendre  en  intégrale  définie.  (17-20). 

Gomez  Teixeira  {Francisco).  —  Leçon  préliminaire  sur  l'origine 
et  sur  les  principes  du  Calcul  infinitésimal,  faite  aux  élèves  de 
l'Université  de  Coïmbre.  (21-40). 

Rocha  Peixoto  {A. -F.).  —  Sur  un  théorème  relatif  aux  sections 
planes  du  cône  de  révolution.  (4t)-48). 

Martins  da  Siha  [J.-A.).  —  Sur  la  réduction  directe  d'une 
classe  d'intégrales  définies  multiples.  (49-54 )• 

Bodrigues  (J.-M.).  —  Sur  une  formule  de  Wronski.  (55-64). 

Martins  da  Sih^a  (J.-A.).  —  Démonstration  d'un  théorème  de 
M.  Besge.  (60-72). 

Ce  théorème  de  M.  Besge  se  trouve  simplement  énoncé,  sans  démonstration, 
au  tome  XIX,  novembre  1874?  an  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées de  INI.  Liouville,  l'illustre  mathématicien  que  la  France  vient  de  perdre. 

Génies  Teixeira  (Fr.).  —  Sur  l'histoire  de  Nonius.  (73-80). 

Ee  savant  fondateur  et  éditeur  du  Journal  des  Sciences  mathématiques  et 
astronomiques  de  Coïmbre  reproduit  d'abord  un  article  de  AI.  Brensing,  de 
Brème,  publié  sous  le  titre  de  Nonius  ou  Vernier?  dans  le  n"  2889  du  journal 
allemand  Astronomische  Nachrichten  ;  et,  pour  donner  une  idée  plus  complète 
de  l'histoire  de  Nonius,  il  fait  suivre  cet  article  de  la  proposition  III"  du  livre 
rarissime  de  Pedro  Nunez  intitulé  de  Crepusculis.  C'est  dans  ce  passage  de  son 
I-ivre  que  h;  savant  portugais  présente,  pour  la  première  fois,  l'instrument  qui 
sert  à  mesurer  les  petites  parties  des  lignes  droites  ou  des  angles. 

Scliiappa  Monteiro  {Alfrcdo).  —  Solution  de  la  question  pro- 
posée n"  17.  (81-86). 
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La  question  à  résoudre  était  celle-ci  :  «  Etant  donné  un  carré  magique  formé 
par  ri^  nombres  distincts,  de  combien  de  manières  est-il  possible  de  permuter 
.entre  eux  ces  w'  nombres  sans  que  le  carré  magique  cesse  d'exister?  » 

Rodrigues  (J.-M.).  —  Sur  la  théorie  des  facultés.  (87-96). 

Schiappa  Monteiro  (-^.).  —  jNote  de  Géométrie  descriptive  sur 
l'intersection  des  surfaces  de  second  ordre.  (97-104^- 

Goines    Teixeira   {P-)»  —   Sur  quelques    théorèmes    d'Arithmé- 
tique. (io5-i  i5). 

Birger  Hansted.  —  Question  proposée  n°  19.  (116). 

Schiappa  Monteiro  (A.).  —  Question  proposée  n"  20.  (iiO). 

Schiappa  Monteiro  (A.).  —  Solution  de   la   question   proposée 
n«  16.  (117-130). 

Schiappa   Monteiro  {A.).  —  Note  sur  la   li^^ne  de  striction  de 
l'hyperboloïde.  (i3i-i5o). 

Après  les  travaux  de  Michel  Chasles  et  de  M.  de  la  Gournerie  sur  la  ligne  de 
striction  de  l'hyperboloïde,  M.  Schiappa  Monteiro  l'étudié  à  son  tour,  mais  à 
laide  seulement  de  l'Algèbre  ordinaire. 

Schiappa  Monteiro   (yi.)-  —  Solution  de  la  question  proposée 
nM5.  (i5i-i53). 

l^a  question  n°  15  était  la  suivante  :  «  Étant  donnée  une  figure  plane  compo- 
sée d'un  hexagone  régulier,  sur  les  côtés  duquel  sont  six  autres  hexagones  régu- 
liers congruents  au  premier,  on  demande  de  couper  cette  figure  par  trois  lignes 
droites  qui  la  divisent  en  parties  congruentes  ou  non  congruentes,  de  telle  sorte 
qu'avec  ces  parties  on  puisse  former  un  hexagone  régulier. 

Gomes  Teixeira  {Fr.).  —  Bibliographie.  (i54-i56). 

Dans  cette  brève  revue  bibliographique,  M.  Gomes  Teixeira  analjse  les  Mé- 
moires suivants  : 

1°  Note  sur  l'équation  aux  dérivées  partielles,  par  M.  Paul  Mansion,  de  Gand  ; 

2°  Sur  une  propriété  de  la  fonction  de  Poisson  et  sur  la  méthode  do  Jacobi 
pour  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  par 
M.  Philippe  Gilbert,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  catholique  de 
Louvain  ; 

3°  Etude  sur  le  déplacement  d'un  solide  invarialdc  dans  l'espace,  par  M.  I.uis 
Porfirio  da  Motta  Pegado; 

4°  Observations  sur  le  magnétisme  terrestre  dans  l'Ile  do  Saint-Thomas,  par 
Guillaume-Auguste  de  Britlo  Capello, 

Schiappa,  Monteiro  {A.).  —  Question  proposée  n°  !21.  (i56V 
BuU.  des  Sciences  /iiatfiei».,  j"  série,  t.  VIL  (Janvier  i883.i  l\.^ 
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11  s'agissait  de  trouver  les  solutions  entières  de  l'équation  .T^  =  y',  sans  re- 
courir aux  logarithmes. 

Bodrigues  {J.-M,).  —  Sur  une  formule  d'Euler.  (107-176). 

II  s'agit  d'une  formule  fondamentale  du  Calcul  intégral  qui,  si  on  la  prend 
dans  son  acception  philosophique,  constitue,  au  dire  de  M.  Rodrigues,  l'expres- 
sion algorithmique  de  l'unité  logique  entre  les  trois  algorithmes  théoriques,  pri- 
mitifs et  fondamentaux  du  Calcul  intégral. 

Martins  da  Silva  (J.-A.).  —  Note  sur  la  transformation  d'une 
Intégrale  définie.  (177-184). 

Gomes  Teixeira  (/^.)-  —  Sur  la  multiplication  des  déterminants, 

(180-186). 

Schiappa  Monteiro  (A.).  —  Solution   de   la  question  proposée 
nM4.  (187-189). 

Gomes  Teixeira  {-F-)-  —  Bibliographie.  (190-191). 

L'auteur  de  cet  article  bibliographique  s'occupe  d'un  Mémoire  très  important 
de  M.  Paul  Mansion, professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  royale  de  Gand, 
sur  l'Évaluation  approchée  des  aires  planes.  Dans  ce  Mémoire,  'qui  parut 
d'abord  dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  M.  Mansion 
traite  des  principales  formules  employées  pour  évaluer  approximativement  les 
aires  planes,  c'est-à-dire  celles  de  Simpson,  de  Weddle,  de  Poncelet,  de  Parmen- 
lier,  de  Dupain  et  d'Eugène  Catalan. 

A.  M. 


NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,   rédigées  par  MM.  Gerono  el 
Ch.  Brisse  (1).  —  3*  série. 

Tome  I;   1882,   i*"^  semestre. 

Halphen.  —    Sur  un  critérium  relatif  à   la  théorie   des  sections 
coniques.  (5-7). 

Nature  d'une  conique,  déterminée  par  trois  de  ses  points  et  par  son  centre  : 
cas  spécial  de  l'hyperbole;  conique  déterminée  par  trois  de  ses  tangentes  et  par 
son  centre. 

Resal  (//.).  —  Sur  quelques  applications  du  théorème  de  Savary, 
relatif  aux  enveloppes  des  courbes  planes.  (7-10). 
Roulement  de  deux  circonférences  (S)  et  (S');  enveloppe  dune  hyperboloïde 

(')  \t.ir  liulletin.  \  ...  iji. 
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ou  d'une  épicycloïde;  enveloppe  de  la  développante  d'une  circonférence  concen- 
trique à  (S);  enveloppe  d'une  circonférence  (S,)  dont  le  centre  se  trouve  sur 
la  circonférence  (S),  Pour  des  courbes  roulantes  quelconques,  toute  enveloppe 
est  une  certaine  roulette.  Enveloppes  d'une  normale  à  une  ellipse  roulante. 

Barbarin  {P.)-  —  Note  sur  les  coordonnées  bipolaires.  (10-28). 

L'auteur  a  résumé  d'une  façon  intéressante  des  notions  générales  sur  les  équa- 
tions des  courbes  en  coordonnées  bipolaires  sur  leurs  tanjjentes  et  leurs  asym- 
ptotes. L'article  se  termine  par  une  étude  des  ovales  de  Descartes,  des  coniques 
à  centre  et  des  ovales  de  Cassini,  dans  ce  système  de  coordonnées. 

Un  abonke.  —  Généralisation  d'une  propriété  de  la  surface  de 
l'onde.  (29-31). 

Il  s'agit  d'un  théorème  de  Mac-Cullagh  sur  la  génération  de  la  surface  de 
Tonde  au  moyen  de  l'ellipsoïde  et  d'une  propriété  des  normales. 

Ocagne  (^M.  cV).  —  Remarques  sur  le  pendule.  (32-33). 

Deux  propriétés  du  mouvement  d'un  pendule  circulaire  dans  un  milieu  dont  la 
résistance  est  constante. 

Picart  (A.).  —  Solution  d'un  problème  de  Géométrie.  (33-39). 

Voici  l'énoncé  du  problème  en  question  : 

Dans  un  triangle  isoscèle  OAliî,  l'angle  à  la  base  A  vaut  n  fois  l'angle  au 
sommet  O;  déterminer  le  rapport  de  la  base  AB  au  côté  OA. 

On  arrive  à  l'intégration  d'une  équation  aux  différences  finies  que  l'auteur  ef- 
fectue fort  élégamment. 

Ocagne  [M.  cV).  —  Etude  sur  un  mode  de  détermination  des 
courbes  planes.  Application  cinématique.  (4o-45). 

M.  d'Ocagne  considère  une  certaine  transformation  tangentielle  d'une  courbe, 
étudie  les  relations  entre  les  rayons  de  courbure  correspondants,  et  applique  sa 
méthode  à  la  Cinématique  plane.  Sur  ce  dernier  point,  les  résultats  sont  loin  de 
présenter  de  la  nouveauté.  Les  notations  des  équipoUences  les  rendraient  à  peu 
près  intuitifs. 

CoRRESPONDAivcE. —  31.  J.  Roîuero  :  intéressante  figuration  géomé- 
trique de  propriétés  arithmétiques,  à  l'occasion  d'une  question 
de  M.  Proth(1323). 

Les  Correspondances  émanant  d'étrangers  devraient  bien  être  mises  tout  d'a- 
bord en  français  correct  par  la  Rédaction;  il  y  a  des  formes  de  langage  obscures 
pour  le  lecteur  français.  {\Ç)-\9>). 

Questions  proposées.  —  1382,  1383.  (4^^)- 

Picart  [A.).  —  Note  sur  les  propriétés  dos  lignes  géodésiques  et 
des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde.  (49-^)2). 
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L'article  en  question  a  pour  objet  de  démontrer  géométriquement  quelques- 
unes  des  plus  importantes  propriétés  des  lignes  géodésiques  et  des  lignes  de 
courbure  de  l'ellipsoïde.  Cependant,  l'auteur  ne  craint  pas  d'y  appliquer  égale- 
ment l'analyse,  ce  qu'il  fait  avec  beaucoup  d'habileté.  Les  lignes  géodésiques 
passant  par  un  ombilic  sont  l'objet  d'une  étude  toute  spéciale. 

Somme  toute,  il  y  a  là  un  résumé  fort  intéressant  de  toutes  les  principales 
propriétés  dont  il  s'agit  avec  des  démonstrations  fort  élégantes. 

Weill.  —  De    l'involution  de  plusieurs  points  sur  une   conique. 

(62-79). 

Par  la  considération  de  l'involution  de  trois  points  sur  une  conique,  l'auteur 
arrive  à  déterminer  tout  d'abord  la  condition  pour  que  deux  coniques  soient 
capables  d'un  triangle  inscrit  et  circonscrit.  De  là,  il  passe  ensuite  à  l'examen 
de  l'hexagone  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques,  puis  il  énonce  un  certain 
nombre  de  propriétés  nouvelles  sur  ces  questions,  dont  il  s'est  occupé  depuis 
longtemps  avec  une  prédilection  véritable  et  auxquelles  les  coordonnées  tangen- 
tielles  s'appliquent  heureusement. 

Concours  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques  en  1881.  — 
Lnoncé  des  conditions  d'admissibilité  :  i*^  sur  un  sujet  de  li- 
cence; 2°  sur  les  Mathématiques  spéciales;  3*^  sur  les  Mathéma- 
tiques élémentaires.  Enoncés  des  comparaisons  finales  :  i''  sur 
un  sujet  de  licence;  2*^  de  Calcul;  3*^  sur  la  Géométrie  descrip- 
tive. Enoncés  de  leçons  :  i"  sur  les  Mathématiques  élémentaires  ; 
2"  sur  les  Mathématiques  spéciales.  (-9-85). 

Questions  proposées  pour  l'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  da- 
noise. Enoncés  de  l'année  1872  à  l'année   1879  inclusivement. 

(8i-87). 

Compositions  données  aux  examens  de  licence  dans  les  différentes 
Facultés  de  France,  en  1880.  Enoncés  des  Facultés  de  Marseille, 
iiesançon,  Bordeaux,  Grenoble,  Lyon,  Montpellier,  Nancv,  Poi- 
tiers, Toulouse,  Rennes,  Glermont  et  Dijon  (session  de  juillet) 
et  des  F'acultés  de  Marseille  et  Besançon  (session  de  novembre), 
(87-90,  i33-i4o). 

Bibliographie.  —  Traité  de  Géométrie  analytique,  par  M.  H.  Pic- 
quet,  capitaine  du  génie,  répétiteur  d'Analyse  à  l'Ecole  Poly- 
technique, secrétaire  de  la  Société  Mathématique  de  France, 
i*"*  Partie,  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions,  i  vol.  gr. 
in  8";  préface  de  l'auteur.  (90-96). 

Ilouché  (E.).  —  Sur  l'intersection  de  l'hyperboloïde  de  révolution 
ci  (riinc  (Iroilc.  (97-98). 
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Méthode  nouvelle,  simple  eu  théorie  et  offrant  de  grands  avantage;)  au  point 
de  vue  graphique. 

Du/au  {ii-)' —  Tliéorome  de  l'hexagone  inscrit  dans  une  conique. 
(99-102). 

[^'auteur  déduit  de  la  propriété  fondamentale  de  la  [)olaire  le  théorème  de 
l'ascal,  puis  celui  de  Brianchon,  et  cela  par  un  raisonnement  géométrique  élé- 
u)  en ta  ire. 

Antomari  (yY.).  —  Sur  deux  propriétés  relatives  aux  foyers  et  aux 
cercles  focaux  dans  les  coniques.  (102-109). 

D'après  la  première  de  ces  propriétés,  une  conique  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  géométrique  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  un  cercle  fix«;  et 
à  une  droite  fixe  est  constant,  les  distances  étant  comptées  normalement.  D'a- 
près la  seconde,  c'est  le  même  lieu  géométrique,  les  distances  au  cercle  étant 
comptées  sous  un  angle  constant. 

Laquière.  —  Sur  un  théorème  de  Pappus;  extrait  d'une  Lettre, 
(i.o). 

Sur  le  centre  de  gravité  d'un  système  de  masses  égales  parcourant  les  cùlés 
d'un  polygone  fermé. 

Pomey  (J.-B.).  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  l'admis- 
sion à  l'Ecole  Polytechnique  en  1881.  (iii-ii3). 
Lieu  géométrique  relatif  à  un  cylindre  parabolique. 

Mor et- Bleuie.  — >  Solution  de  la  question  proposée  pour  l'admission 
à  l'Ecole  Normale  supérieure  en  1881.  (114-117)- 
Problème  relatif  à  la  courbe  du  troisième  ordre  27^^^=  !\x^. 

Cartier  [H.).  —  Solution  d'une  question  proposée  pour  l'admission 
à  l'Ecole  Polytechnique  en  1880.  (i  18-122). 
Lieux  géométriques  relatifs  à  une  ellipse  et  à  un  cercle  concentrique. 

Lez  [H.).  —    Concours  d'admission  à  l'Ecole    Centrale  en    1880 
(première   session);    solution    de  la  question  proposée.    (122- 
126). 
F^roblème  relatif  à  l'hyperbole. 

Ecole  navale  (Concours  de  188 1).  —  Enoncés  des  compositions  de 
Géométrie,  de  Statique,  d'Aritiimélique,  d'Algèbre,  de  Trigo- 
nométrie, de  Géométrie  descriptive.  (  i  26-1  2- V 

Ecole  forestière  (Concours  de  188  i). —  Enoncés  des  compositions 
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de  Afathéniatiques,  de  Trigonométrie  et  Calcul  logarithmique. 

(.28). 

École  Polytechnique  (Concours  de  188 1).  —  Enoncés  des  compo- 
sitions de  Mathématiques,  de  Géométrie  descriptive,  données 
à  quelques    élèves    qui    n'ont   pu   concourir    que    tardivement. 

(129). 

Concours  d'admission  à  l'Ecole  Centrale  en  1881  (première  ses- 
sion). —  Énoncés  des  compositions  de  Géométrie  analytique, 
de  Trigonométrie,  de  Physique  et  Chimie  et  de  l'épure.  (i3o- 

l32). 

Questions  proposées.  —  1384  à  139o.  (i4o-i43). 
Avis  aux  candidats  à  l'École  Polytechnique  :   au  sujet  des  pro- 
grammes d'admission.  (i43). 

L'Astronomie.  —  Annonce  du  Journal  publié,  sous  ce  titre,  par 
M.  C.  Flammarion.  (i44)- 

Legoux  [A.).  —  Stabilité  de  l'équilibre  d'un  point  matériel  attiré 
ou  repoussé  par  un  nombre  quelconque  de  points  matériels  fixes 
proportionnellement  aux  masses  et  à  une  puissance  de  la  dis- 
tance. (i4->-i53). 

L'émincnt  professeur  de  la  Faculté  de  Grenoble  traite  seulement  le  cas  de  l'at- 
traction, celui  de  la  répulsion  ne  comportant  qu'un  simple  changement  de  signes. 
Pour  l'étude  de  la  stabilité,  on  considère  comme  négligeable  le  carré  du  dépla- 
cement du  point,  et  l'on  trouve  comme  conditions  trois  inégalités,  qui  doivent 
être  satisfaites  simultanément. 

Liguine  {\  .). —  Sur  les  systèmes  articulés  de  MM.  Peaucellier, 
Hart  etKempe.  (i53-i63). 

Dans  le  même  Recueil  (2*  série,  t.  XIV,  p.  629),  M.  Liguine  a  déjà  publié  un 
intéressant  Mémoire  Sur  les  systèmes  de  tiges  articulées.  Il  se  propose  ici  d'éta- 
blir la  relation  entre  les  chemins  parcourus  dans  le  mouvement  donné  et  le 
mouvement  transformé,  ainsi  que  les  rapports  des  vitesses,  pour  les  trois  appa- 
reils de  MM.  Peaucellier,  Hart  et  Kempe  (Foi/*  aussi  un  article  de  M.  d'Ocagne, 
Nouv.  Ann.,  2»  série,  t.  XX,  p.  f^56). 

Picnrt  [A.).  —  Note  sur  les  paraboloïdes  du  second  ordre  oscu- 
lateurs  aux  surfaces.  (163-171). 

I/auteur  résume  les  principales  propriétés  relatives  à  ces  paraboloïdes.  et  se 
propose  surtout  d'étudier  l'enveloppe  des  paraboloïdes  osculateurs  du  second 
ordre  qui  ont  leurs  points  de  contact  sur  une  ligne  donnée. 


REVUE   DES  PUBIJCATIONS.  i3 

Ocagne  {M.  d').   —    Soinriiallon  d'une  série  reinar(]ualjl«'.  (171- 

.73). 

II  s'agit  de  la  série  de  Slaiiivilic. 

z  5'  z" 

I  -Ha  -  -h  rt  (a  -t-  A)  — — 1-. .  .-I-  a(a  ~\-  k). .  .\a  -h  (n  —  i)A- 1 1 » 

I  1.2  i .2. .  .n 

dont  Gcrgonnc  et  Ampère  se  sont  occupés.    M.    d'Ocagnc  trouve    pour  somme 

II 
(i-kz)    k, 

Berloty  (le  P.).    —   Sur  les   équations  algébriques    de  la    forme 

{xP  —  a^)'l(x)  =  0.  (173-176). 

Conditions  pour  que  F(^)  admette  comme  facteur  {xi'  —  ai'). 

Auzelle  (J-)-  —  Concours  d'admission  à  l'École  Centrale  (2"  ses- 
sion, 1879);  solution  de  la  question  proposée  (176-180). 

Problème  relatif  aux  coniques  tangentes  aux  quatre  côtés  d'un  carré. 

Bouderies  [J-)-  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spé- 
ciales, proposée  au  concours  d'agrégation  de  1880.  (i8o-i84)- 
Problème  relatif  à  un  ellipsoïde  et  à  un  cône. 

Leinekugel  (A.).  —  Solution  de  la  première  question  proposée 
au  concours  général  de  1879  (Philosophie).  (i84-i85). 
Inscription  d'un  trapèze  isoscèle  dans  un  quadrilatère. 

Lez  (Lf')'  —  Solution  des  questions  proposées  au  concours  géné- 
ral de  1879  (troisième).  (185-189). 

Première  question  :  Théorème  sur  la  circonférence.  —  Deuxième  question  : 
Propriétés  du  triangle. 

Concours  général  de  1881.  —  Mathématiques  spéciales,  Mathé- 
matiques élémentaires,  Philosophie,  Rhétorique,  Seconde. 
Enoncés  des  compositions.  (189-192). 

Questions  proposées.  —  1396  à  1399.  (192). 

Brisse  (Ch.).  —  Application  des  propriétés  des  polynômes  homo- 
gènes à  la  discussion  de  l'équation  en  s.  (193-206). 

Cet  intéressant  article  débute  par  l'étude  de  l'équation  en  5  et  par  la  dis- 
cussion des  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  savoir  :  trois  racines  simples, 
une  racine  double,  une  racine  triple,  une  ou  plusieurs  racines  nulles.  L'auteur 
examine  ensuite  l'influence  de  la  nature  des  racines  de  l'équation  en  a-  sur  la 
forme  des  fonctions  considérées,  ce  qui  le  conduit  naturellement  à  la  classilica- 
tion  complète  des  surfaces  du  second  ordre.  La  détermination  des  sections  cir- 
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culaires  et  des  conditions  pour  qu'une  surface  de  second  ordre  soit   de  révolu- 
tion termine  l'étude  dont  il  s'agit. 

Brisse  (Ch.).  —  Réduction  de  l'équation  générale  des  surfaces  de 
second  ordre  en  coordonnées  obliques.  (20^-216). 

C'est  en  quelque  sorte  un  complément  de  l'étude  qui  précède.  L'auteur  re- 
prend les  formules  générales  de  transformation  en  coordonnées  obliques,  puis 
les  applique  à  la  recherche  des  cordes  principales  dans  les  surfaces  du  second 
ordre,  cordes  dont  les  directions  dépendent  essentiellement  de  l'équation  en  s. 
L'article  se  termine  par  l'étude  des  relations  entre  les  directions  des  cordes 
principales  et  celles  des  plans  de  section  circulaires,  puis  par  la  réduction  de 
l'équation  générale  du  second  degré. 

Caron  {J-)-  —  Sur  l'intersection  d'une  droite  et  d'une  surface  de 
révolution  du  second  degré.  (21 --2 19). 

Extension  à  toutes  les  surfaces  de  révolution  du  second  ordre,  de  la  méthode 
de  M.  Rouché,  analysées  plus  haut. 

Lebon  {E .).  —  Sur  l'intersection  d'une  droite  et  d'une  surface  de 
révolution  du  second  ordre.  (219). 
Même  sujet. 

Henry  {E .).   —  Solution  d'une  question  d'Analyse,  proposée  au 

concours  d'agrégation  de  1880.  (220-229). 

Propriétés  diverses  de  la  surface  définie  par  les  formules 

;r  =:  (  M  H-  [â  )  cos  a  —  u'  sin  a, 
y  z=  {^it  -\-  ^)  sin  a  4-  i/'  cos  a, 

-  =  ?(?), 
en  admettant  que  u  soit  une  fonction  de  a  et  u'  la  dérivée. 

Moret-Blanc.  —  Solution  des  questions  de  licence  proposées  au 
concours  d'agrégation  de  1880.  (23o-236). 

1.  Intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  simultanées.  —  2.  Pro- 
blème de  Mécanique  :  rotation  d'un  tube  autour  d'un  axe  vertical. 

Concours  d'agrégation  de  l'enseignement  secondaire  spécial  en 
1880.  —  Epreuves  écrites  :  Algèbre  et  Géométrie,  Géométrie 
descriptive,  Mécanique.  —  Épreuves  orales  :  Algèbre  ou  Trigo- 
nométrie, Géométrie  descriptive,  Mécanique.  Epreuves  pra- 
tiques. (236-239). 

Questions  proposées.  —  1400  à  1403.  (239-240). 

Ocagne  (M.  d').  —  Sur  le  développement  des  logarithmes  et  des 
exponentielles.  (241-244)- 
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Hecherclie  du  développement  de  log/(x)  suivant  les  puissances  de  'i{x), 
la  fonction  /{•£)  étant  elle-niéine  développée  suivant  les  mêmes  puissances. 
Problème  inverse  :  développement  de. /(x)  connaissant  celui  de  \o{i/(x).  Dé- 
veloppement de  e*  comme  vérification. 

Gambey.  —  Solution  de  la  question   de  Mathématiques  spéciales, 
proposée  au  concours  d'agrégation  de  1879.  (245-254)- 
Problème  sur  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  sur  un  paraboloïde  circonscrit. 

Gambey.  —  Solution  de  la  question  de  Mécanique  élémentaire, 
proposée  au  concours  d'agrégation  de  1879.  (254-256). 

Équilibre  d'une  lame  homogène  demi-circulaire,  suspendue  par  un  fil  attaché 
aux  extrémités  de  son  diamètre. 

Dorlet  {E.).  —  Solution  de  la  question  proposée  en  Mathéma- 
tiques spéciales  au  concours  général  de  1880.  (256-265). 

Problème  sur  une  courbe  de  troisième  degré  ayant  un  point  de  rebrous- 
sement. 

Moret-Blanc.  —  Solution  des  questions  proposées  en  Mathéma- 
tiques élémentaires  au  concours  général  de  1880.  (266-268). 

I.  Résolution  d'un  système  d'équations. 

II.  Problême  sur  le  cercle. 

Leboii  {E .).  —  Solution  de  la  question  de  Géométrie  descriptive, 
proposée  au  concours  d'agrégation  de  l'enseignement  spécial  en 

1880.  (269-274)- 

Cône  enveloppe  des  plans  qui  coupent  deux  plans  verticaux  suivant  deux 
droites  rectangulaires. 

Roubaudl  (C).  —  Solution  de  la  question  de  Mécanique,  pro- 
posée pour  l'obtention  du  brevet  de  Gluny  en  1880.  (2y4''^7'^)' 
Mouvement  de  deux  corps    unis  par  un  fil  et  placés  sur  deux  plans    inclinés. 

Kien  (L.).  —  Solution  de  la  question  proposée  en  1881   (i"^^  sec- 
lion),  pour  le  concours  d'admission  à  l'Ecole  Centrale.  (278-283). 

Problème  sur  l'ellipse  et  ses  normales. 

AIoret-Blanc.  —  Solution  des  questions  proposées  au  concours 
pour  les  bourses  de  licence  à  Marseille,  en  1881.  (283-288). 

I.  Points  d'inflexion  d'une  cubique. 

II.  Lieu  des  foyers  des  coniques  passant  par  l'inlcrsectiou  d'un  cercle  et  de 
deux  droites  parallèles  données. 

A.  L. 
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ASTRONOMISCHE  NACHRICHTEN,  begrundet  von  H.-C.  Schumacher,  heraus- 
gegeben  von  Prof.  D''  C.-A.-F.  Peters.  Kiel  ('). 

Tome  XCVIII,  n°*  2329-2352;  1880. 

Jedrzejewicz  {M.).  —  Mesures  micrométriques  d'étoiles  doubles 
faites  à  son  observatoire  particulier  de  Plonsk.  (1-16,  i45-i52, 
1^1-190,  193-198,  2P.5-234,   207-266,  278-282,  289-300,  353- 

362). 

Dunér  (iV.-C).  —  Découverte  d'une  nouvelle  étoile  variable.  (i5- 
■  6). 

L'étoile  des  zones  de  Bonn,  zone  -f-  87°,  n"  2771,  est  variable  de  la  huitième  à 
la  onzième  grandeur. 

Luther  [E .)  et  Rahts  (./.).  —  Observations  de  planètes  faites  au 
cercle  méridien  de  l'Observatoire  de  Konigsberg,  de  décembre 
1879  à  avril  1880.  (17-20). 

HoiigJi  {G.-M  .).  —  Observations  des  satellites  d'Uranus  faites  à 
1  Observatoire  de  Dearborn  (Chicago),  en  mars,  avril  et  mai  1880. 

(25-28). 

Les  satellites  observés  à  l'équatorial  de  i84^  pouces  anglais  sont  Ariel,  Um- 
bricl,  Titan  et  Oberon. 

(jill  {D.).  —  Observations  de  la  comète  a  de  1880,  faites  en  fé- 
vrier 1880  à  l'Observatoire  du  cap   de  Bonne-Espérance.  (29- 

:io). 

Doberck  (  U.).  —  Formules  pour  le  mouvement  de  quelques  étoiles 
doul)les.  (3i-32). 

Bruluis  (C.)  et  Peler  (B.):  —  Observations  de  planètes  faites  à 
l'équatorial  de  l'Observatoire  de  Leipzig  en  janvier,  février  et 
mars  1880.  (33-48). 

Swift  (/v.).  —  Découverte  d'une  comète,  comète  1880  IV,  faite 
le  18  aoiU  à  Rochester.  (47-48). 

A  hetti  {A .).  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  de  Swift,  1 879 

1')  Voir  Bulletin.  IV,.  ï5',. 
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III,  vA  comparaison  de  l'épliéméride  avec  les  observalicjiis  (ailes 
à  l'Observatoire  de  Padoiie  en  juillet  et  août  i8-().  (49-54). 

Les  éléments 

T  =:  1879  avril  28,0679')  L.  m.  B., 

~  -■--■    17-   9- 17-'' 

i  TTz  107. i4 .  i8,(), 
•*>g7  ^^    9'9'4^*52o, 

salisfont  à  l'ensemble  des  observations  du  10  juillet  au  if)  août. 

Schmidt  (J.-F.-J.).  —  Observations  d'étoiles  variables.  (53-54)- 

Tacchini  (P-).  —  Observations  de  planètes  faites  en  juin  et  juil- 
let 1880  à  l'équatorial  de  Merz  de  l'Observatoire  du  Collège  Ro- 
main. (55-58). 

Doberck  {W.).  —  Eléments  de  l'étoile  double  Ç  d'Hercule.  (59- 

6-2). 

Les  éléments  sont  calculés  d'après  l'ensemble  des  observations  faites  de  182G  à 
1873. 

Ceraski{  IV.).  —  Note  sur  une  étoile  variable.  (61-64). 
L'étoile  de  la  Durchmusterung,  dont  la  position  est 
iR  =  o^^9'"39%     à  —  -}-8i''j,6, 
est  variable  avec  une  période  d'environ  dix  jours. 

Peters  (C.-F.-IV.).  —  Résultats  des  observations  du  pendule. 
IP  Partie. —  Mesure  de  la  longueur  du  pendule  simple  à  secondes 
à  Berlin.  (65-84). 

Les  observations  ont  été  faites  à  l'aide  du  pendule  à  réversion  de  Lohmeier, 
dans  le  but  de  comparer  les  résultats  fournis  par  cet  instrument  avec  ceux  au- 
trefois obtenus  à  Berlin  avec  un  pendule  invariable  de  Fortin  (observations  de 
1828  à  1824),  avec  un  pendule  filaire  de  Repsold  (Bessel,  i835),  enfin  avec  un 
pendule  à  réversion  de  Repsold  (Albrecht,  1869).  On  sait  que  l'ensemble  de  ces 
observations  a  été  discuté,  en  1874,  par  Bruhns  dans  les  publications  de  l'Institut 
impérial  de  Géodésie  prussienne. 

L'ensemble  de  huit  séries  d'expériences  a  donné  à  M.  Peters,  pour  la  longueur 
du  pendule  simple  à  secondes,  à  Berlin  et  au  niveau  de  la  mer, 

>v  =  994,1860-™. 

Les  anciennes  déterminations  avaient  donné 

A  =:  994,23lS™". 
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Schmidt{J.-F.-J.).  —  Recherches  sur  la  couleur  des  étoiles.  (83- 
90)- 

Le  savant  directeur  de  l'Observatoire  d'Athènes  a  d'abord  étudié,  à  l'aide 
d'une  échelle  de  couleurs  qui  lui  est  spéciale  et  qui  permet  de  définir  par  un 
nombre  la  couleur  d'une  étoile,  les  variations  que  présente  la  couleur  de  Vénus 
lorsque  la  planète  s'abaisse  vers  l'horizon;  dans  ce  cas,  il  ne  lui  a  pas  été  diffi- 
cile de  montrer  que  la  planète  devient  d'autant  plus  rouge  que  sa  distance  zé- 
nithale augmente.  L'intensité  de  la  coloration  rouge  peut  d'ailleurs  être  traduite 
par  une  courbe  dont  les  ordonnées  croissent  depuis  zéro  (la  planète  est  blanche 
au  zénith)  jusqu'au  rouge. 

Cette  courbe  étant  construite  permet  ensuite  de  mesurer  le  degré  de  rouge  que 
l'atmosphère  donne  forcément  aux  étoiles  qui  restent  toujours  voisines  de  l'ho- 
rizon et  par  suite  d'arriver  à  une  appréciation  vraie  de  la  couleur  de  ces 
étoiles. 

Les  étoiles  spécialement  étudiées  par  M.  Schmidt  sont  6  de  Céphée,  t,  de  l'Aigle, 
C  des  Gémeaux,  Jâ  de  la  Lyre  et  Mira  Ceti. 

Burnham  [S .-W.).  —  Note  sur  l'étoile  double  de  87  de  Pégase. 

(  89-90  )• 

Les  mesures  montrent  que  le  compagnon  a  un  mouvement  certain  autour  de 
l'étoile  principale. 

Meyer  (M. -IV.).  —  Observations  équatoriales  faites  à  l'Observa- 
toire de  Genève  en  mai,  juin  et  juillet  1880.  (91-94). 

Les  observations  ont  été  faites  au  nouvel  équatorial  de  10  pouces  que  M.  E. 
Plantamour  a  fait  installer  à  Genève. 

Swift  (L.).  —  Note  sur  les  circonstances  de  la  découverte  d'une 
comète  faite  le  17  août  1880.  (p^-gô). 
Cette  nébulosité,  observée  une  nuit  par  M.  Swift,  n'a  pas  été  revue. 

Moller  {Axel).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Faye, 
1880  III,  faites  à  Lund  du  29  au  3i  août  1880.  (95-96). 

Coggia.  —  Découverte  d'une  planète,  (217^,  faite  à  Marseille  le 
3o  août  1880,  (95-96). 

Spoerer.  —  Recherches  sur  la  périodicité  des  taches  solaires,  la 
longueur  de  leur  période  et  les  époques  des  maxima  ou  minima. 

(97-104). 

La  période  des  taches  solaires  est  de  ii,3i.)  années;  les  époques  des  miniiua 
et  maxima  sont  données  par  les  formules  : 

Minimum 1713,91  \  -^■  a.  1 1  .oi3, 

Max i m u m 1 7Ô8 ,  36 'j  -,-  a .  1 2 , 333 , 

où  a  prend  les  valeurs  entières  o,  i,  2,  . .  . . 
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Schmidt  {J.-F.-J.).  —  Observations  d'étoiles  variables,  faites  à 
Athènes  en   1880.  (io3-i  \'a.), 

Palisa  {A.).  —  Découverte  de  la  planète  (218) ,  faite  le  4  septembre 
1880.  (i  I  i-i  \ '.>.). 

Oppenheim  (//.)•  —   Calcul  des  perturbations   de  Clvtie  (7?)   par 
Jupiter,  de  1862  à  l'époque  actuelle.  (ii3-i:>t8). 

Palisa  [A.).  —  Observations  de  comètes  et  de  planètes  faites  à 
l'Observatoire  de  Pola,  de  août  1879  a  avril  1880.  (129-144)- 

Hartwig.  —  Découverte  d'une  comète,  1880  V,  faite  à  l'Obser- 
vatoire de  Strasbourg  le  29  septembre  1880.  (i43-i44)- 

Burnliam  {S .-Il .).  — Note  sur  l'étoile  double  î^  du  Sagittaire. 

(i5i-i52). 

Les  observations  de  i86'^  à  1880  montrent  un  mouvement  de  rotation  rapide. 

Pechille  (C .-F).  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen  faites  en 

1879  au    grand  équatorial  de   l'Observatoire  de   Copenhague. 
(i53-i56). 

Tebbutt  {J').    —   Eléments    paraboliques    de   la    grande  comète 
australe,  comète  I,  1880.  (i55-i56). 

Doberck  (  W.). —  Eléments  de  l'étoile  double  Tj  de  la  Couronne  bo- 
réale. (107-160). 
Ces  éléments  représentent  l'ensemble  des  observations  faites  de  1781  à  187J. 

Bruhns    (C).    —   Observations  de   la   comète   Hartwig,  comète 

1880  V.  (159-160). 

Pechille  [C.-F.).  —  Passage  de  Mercure  du  6  mai  1878  observé  à 

Copenhague.  (161-174)- 

Le  premier  contact  intérieur  a  été  observé  par  rupture  brusque  de  la  goutte 
noire.  Des  observations  de  la  position  de  Mercure  sur  le  disque  du  Soleil  ont 
ensuite  été  faites  avec  un  micromètre  annulaire.  Le  Mémoire  de  M.  Pechule  con- 
tient le  développement  des  formules  nécessaires  à  la  réduction  d'observations  de 
cette  espèce,  lorsque  l'astre  observé  est  assez  voisin  de  l'horizon  pour  que  les  cor- 
rections de  réfractions  deviennent  considérables. 

Zelbr (^K.)  elllai'twig  (F.).  —  Eléments  paraboliques  et  éphémé- 
ride  de  la  comète  Hartw^ig,  comète  1880  \  .  (^i69-[7o). 
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Oppenheim  (H.).  —  Éléments  paraboliques  et  cpliéméride  de  la 
comète  Hartwig,   1880  V.  (191-19?/). 

Burnham  (S.  W.).  —  Note  sur  l'étoile  double  0  du  Petit  Cheval. 
190-192). 
La  révolution  du  compagnon  est  de  3o  à  l\o  ans. 

Oppolzer  (f .).  —  Perturbation  du  premier  ordre  exercées  sur  la 
planète  Goncordia  C^j  par  Jupiter  et  Saturne.  (199-204). 

Burnham  [S.-W.).  —  Note   sur  l'étoile  double  O2367.  (2o3- 

204). 

Les  deux  étoiles  mesurées  par  O.  Struve  sont  fixes,  mais  il  y  a  au  voisinage 
du  compagnon  (à  une  distance  de  o",-]-)  une  très  petite  étoile  non  encore 
signalée. 

Klinkerfues  (  W.).  —  Observations  de  la  comète  b  de  1880,  faites 
en  avril  et  mai  à  Gottingue.  (2o5-2o6). 

Notice  nécrologique  sur  W.  Lassell.  (20'--2o8). 

\Y.  Lassell,  né  le  18  juin  1799  à  Bolton  (Lancashire),  est  mort  à  Maidenhead 
le  5  octobre  1880.  Vers  1820,  il  construisit  de  ses  mains  un  télescope  de  7  pouces 
d'ouverture,  avec  lequel  il  découvrait  la  sixième  étoile  du  trapèze  d'Orion.  En 
i844>  il  obtenait  un  télescope  de  2  pieds  d'ouverture  et  de  20  pieds  de  distance 
focale;  c'est  avec  cet  instrument  qu'il  a  découvert  le  satellite  de  Neptune  (1847), 
puis  Hyperion  (i8'|8)  et  enfin  Umbriel  et  Ariel  (i85i).  Enfin,  en  1861,  il  transpor- 
tait à  Malte  un  télescope  de  4  pieds  d'ouverture  et  y  découvrait  environ  600  né- 
buleuses nouvelles. 

Depuis  son  retour  de  Malte,  le  télescope  de  4  pieds  est  resté  inutile;  AL  Lassell 
avait  seulement  installé  à  Maidenhead  le  télescope  de  2  pieds. 

Sivi/t  (L.).  —  Découverte  d'une  comète,  comète  1880  VI,  faite 
à  Rochester  le  12  octobre  1880.(207-208). 

Schniidt   [J.-F.-J.).   —   Recherches  sur  la  rotation  de  Jupiter. 
(209-222), 

Une  tache  noire  qui  s'est  montrée  pendant  l'été  de  1862  sur  l'hémisphère  nord 
de  Jupiter  et  que  M.  Schmidt  a  pu  observer  du  i5  mai  au  7  juillet  avait  autre- 
fois donné  à  cet  astromone  pour  la  rotation  de  Jupiter  : 

Rotation  de  Jupiter  =  9''o5"'25'',68'î  r=o",i79.  —  Observations  de  i86>. 

La  tache  rouge,  qui  est  actuellement  visible  dans  riiémisphère  austral  de  la 
planète,  et  que  la  constance  de  sa  forme  paraît  devoir  faire  considérer  comme 
fixe  sur  Jupiter,  donne  à  M.  Schmidt  :  i 

Rotation  de  Jupiter  =  9''55™3^i", 63  ±  o'',o9.  —  Observations  de  1879-1880, 
résullal  cjiii  surpasse  dey'  environ  le  nombre  §«''ncralcnienl  admis. 
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Afeyer  (AI. -IV.).  —  Elénienls  paraboliques  el  éphéméride  de  la 
comète  Harlwig,  1880  V.  (  s>.2.^)-224)- 

Tacchini  [P-).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Faye 
et  de  la  comète  de  Hartwig-  (1880  V)  faites  à  l'Observatoire  du 
Collège  Romain  en  septembre  et  octobre  1880.  (235-238). 

Zelbr  {K.).  —  l^^léments  paraboliques  et  épliéméride  de  la  comète 
de  Hartwig,  1880  V.  (239-240). 

Kûstner  (/'.)•  —  Observations  d'étoiles  de  comparaison  faites  en 
1880,  au  petit  cercle  méridien  de  l'Observatoire  de  Berlin  (241- 

^48). 

Knorre  (V.).  —  Observations  de  petites  planètes  faites  à  l'équa- 
torial  de   9  pouces  de  Berlin,   pendant  le  second    semestre  de 

1879.  (247-206"). 

Peters  [C.-F.-IV.). —  Éléments  paraboliques  de  la  comète  Hart- 
wig. (255-256). 

Meyer  (AI. -IV.).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de 
Faye,  faites  à  l'Observatoire  de  Genève  en  septembre  et  octobre 

1880.  (267-270). 

BredikJiiiie  (Th.).  —  Spectre  de  la  comète  de   Hartwig.  (271- 

272). 

f^es  deux  bandes  les  moins  refrangibles  ont  été  mesurées  et  elles  ont  pour  lon- 
gueurs d'ondes  556  et5i5. 

Doberck  (  IV.).  —  Eléments  de  y  des  Chiens  de  chasse  =  S, 
1768.  ('i^i-'iji  ). 

Ces  éléments  représentent  les  observations  de  1827  a  1880.  La  période  de  révo- 
lution est  de  cent  dix-neuf  ans. 

Schiniclt  [J.-.F.-J.).  —  Note  sur  l'étoile  variable  de  Cépliée,  dé- 
couverte par  M.  Ceraski.  (283-284). 
La  période  de  variation  est  de  -iJ  ii*"  5o"\ 

Knott  (G.).  —  Observation  du  minimum  de  l'étoile  variable  de 
M.  Ceraski,  le  23  octobre  1880.  (285-286). 

Peters  (C.-ll.-F.).  —  Observations  de  la  comète  de  Hartwig, 
1880  V,  faites  en  octobre  1880,  à  Clinton  (U.-S.).  (280-288). 
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Tempel  {W.).  —  Observations  delà  comète  périodique  de  Faye 
et  de  la  comète  de  Hartwig,  1880  V,  faites  à  FObservatoire 
d'Arcetri( Florence)  d'août  à  octobre  1880.  (299-304). 

Notice  nécrologique  sur  B.  Peirce.  (3o3-3o4). 

Peirce,  professeur  d'Astronomie  à  Cambridge  (Massachusetts),  né  à  Salem  le 
/}  avril  1809,  est  mort  à  Cambridge  le  6  octobre  1880. 

Ilowe  (H.-A.).  —  Note  sur  deux  nouvelles  solutions  du  problème 
de  Kepler.  (3o5-3o8). 

Étan*^  donné  une  solution  approchée,  toujours  facile  à  obtenir,  de  l'équation 

U  =  m  —  e  sinU, 
M.  Howe  donne  deux  formules  propres  à  calculer  assez  exactement  la  valeur  de  U. 

Lelimann-FiUiès  {R-)-  —  Note  sur  les  formules  dans  le  i34^  pa- 
ragraphe du  Theoria  motus  de  Gauss.  (30^-3 10). 

Upton  [JVinslow).  —  Observations  de  la  comète  Hartwig,  1880  V, 
faites  à  l'Observatoire  naval  de  Washington  en  octobre  1880, 
et  éléments  paraboliques  de  cette  comète.  (3i  i-3i2). 

Konkoly  [N.-V,)  et  Kobold  (//•).  —  Observations  de  la  comète 
de  Hartwig,  1880  V,  faites  à  O  Gyalla  du  3o  septembre  au 
2  novembre  1880.  (3 1 1-3 18). 

Le  spectre  de  la  comèle  est  formé  de  quatre  bandes  lumineuses  ayant  pour 
longueurs  d'ondes  56o,  549,  517,  486;  elles  sont  donc  très  voisines  des  lignes 
deC.Hj. 

Les  positions  de  la  comète  ont  été  observées  du  3o  septembre  au  2  novembre, 
par  le  D"^  Kobold. 

RilcJiie  {J-)'  —  Eléments  et  éphémérides  de  la  comète  de 
Swift,  1880  VI.  (3i9-32o). 

Lohse  [J.-G.).  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  de  Swift, 
1880  VI.  (  319-320). 

Stebnitzkv  (major/.).  —  Nouvelle  détermination  de  lalongilude 
et  de  la  latitude  de  Constantinople.  (32i-32/(). 

Les  résultais  obtenus  sont,  pour  la  position  géographique  de  la  tour  du 
Seraskierat, 

9r3  4o<'o'57",3:., 

L  =  i''ô5"'5i'",  72  E.  de  (Ireenwicii, 
L;i   longitude  est  (lé<luitc  de  celle  d'()(lcss;i. 
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Copeldiicl  [Jialplt)  et  Loltse  (J.-G.).  —  Élérnenls  cl  é[)liéiii('ii(i(j 
de  la  comète  VI  de  1880.  (3 19-328). 
La  comète  paraît  idcnti(|iie  à  la  comète  III  de  iHfiç). 

Zelhi'  {K.)  ('X  Ilcpprrii'er  (J.-V.).  —  Eléments  paraboliques  et 
éphéméride  de  la  comète  VF  de  1880.  (327-328). 

Chandler  (S.-C).  —  Note  sur  l'identité  do,  la  comète  VI  de 
1880  (comète  de  Swift)  avec  la  comète  III  de  1869.  (327-33o). 

Block  {E.).  —  Observations  des  comètes  V  et  VI  de  1880,  faites 
à  l'Observatoire  d'Odessa  en  octobre  et  novembre  1880.  (329- 
33o). 

Mo  lier  (Axel).  —  Observations  de  la  comète  Swift  (1880  VI) 
faites  à  Lund.  (33 1-332). 

Oppenheim  (//•),  —  Eléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la 
comète  de  Swift  (  1880  VI).  (33i-332). 

Moesta  (C.-W.),  — Note  sur  la  parallaxe  de  a^  du  Centaure. 
(333-334). 

La  parallaxe  a  pour  valeur  o",52i  ±  o",o66. 

Abetti  {A.).  ' —  Observations  de  la  comète  de  Hartwig,  faites  à 
Padoue  en  octobre  1880.  (333-334). 

Peters  (C.-F.-lf.).  —  Observations  de  la  comète  Hartwig",  faites 
à  Kiel  en  novembre  1880.  (335-336). 

Loiv  (AI.).  — Recherches   sur  la   hauteur  du  Pôle  à  Hel^oland. 
(337-342). 
La  latitude  de  la  station  gcodésique  occupée  en  1857  par  le  général  Bayer  est 

54°io'48",8o. 

Young  (C.-A.).  —  Observations  de  la  comète  de  Swift  (1880  VI), 
faites  en  octobre  et  novembre,  à  Princeton,  New-Jersev  (U.  S.). 
(341-342). 

Tacchini  (P-)-  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Fave 
et  de  la  comète  Hartwig  (1880  V),  faites  en  octobre  et  no- 
vembre au  Collège  Romain.  (343-34^). 

Block  (E.).  —  Observations  dos  comètes  Harlwig  (1880  V)  et 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  i"  série,  l.  VIL  (Février  t883.)  R.3 
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Swill  (1880  VI),  faites  en  octobre  et  novembre  à  FObservatoire 
d'Odessa.  (347-348). 

Young  (C.-A.).  —  Observation  du  spectre  de  la  comète  de 
Hartwig.  (  349-3 5o). 

Lespectre  se  compose  de  trois  bandes  ayant  pour  longueurs  d'onde  les  nombres 
556,4, 5i6,9,  47"^>7*  La  première  bande  est  très  rapprochée  de  la  ligne  b  du  ma- 
gnésium; les  deux  dernières  se  rapprochent  des  bandes  les  plus  réirangibles  de 
la  lumière  du  bec  de  Bunsen. 

Borgen  {C).  —  Observations  de  la  comète  de  Swift  (1880  VI), 
faites  à  Wilbelmshaven  en  novembre  1880.  (351-352). 

Meyer  (31.- IV.).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de 
Faje  et  de  la  comète  de  Hartwig  (1880  V),  faites  à  l'Obser- 
vatoire de  Genève  en  octobre  et  novembre  1880.  (363-366). 

Upton  (îVitisloiv).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  Swift 
(1880  VI),    d'après    les    observations    de   Washington.    (36-- 

368). 

Palisa  (./.).  —  Observations  de  comètes  et  de  planètes,  faites  à 
Pola   pendant  les  mois  de    septembre   et  octobre    1880.  (36()- 

372). 

Strasser  (G.).  —  Observations  de  la  Lune  et  d'étoiles  de  culmi- 
nation  lunaire,  faites  en  1878  et  1879  à   Kremsmiinster.  (371- 

3-8). 

Boss  (Lewis).  —  Eléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la  comète 
de  Swift  (1880  VI).  (377-380). 

Bellamy  (TF.).  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  de  Swift 
(1880  VI).  (379-380). 

Notice  nécrologique  sur  ./.-C   (TV/^-ço/i.  (383-384). 

Watson  (J.-C),  longtemps  directeur  de  l'Observatoire  d'Ann  Arbor,  est  mon 
à  Madison,  le  ?,2  novembre  1880,  à  l'âge  de  /jS  ans. 

Tome  XCIX,  n°'  2353-2370;   i88r. 

Schmidt  (J. -F. -,/.).  —  Note  sur  l'influence  des  erreurs  d'obser- 
vation dans  la  détermination  de  la  durée  de  rotation  de  Jupi- 
1er.  (1-12). 
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Les  poiiUs  ii(»irs  (|iit!  l'on  observe  parfois  sur'  .Iii|)il(;r  on  dans  ses  hande-;,  ain>i 
([UC  les  points  hrillanls  (|ui  soriL  IVc(|n('nls  -iiir  Ici  Ijarnhs,  ont,  en  f^éin-ral,  nn 
mouvement  propre,  rapide  sur  la  planèLe. 

Schulllof  cl  Bossert.  —  Note  sur  la  comète  de  Swift,  comète  \'l 
de  1880.  (11-16). 

La  comète  de  Swift  est  identique  à  la  comète  18G9  III,  mais  la  révolution,  au 
lieu  de  s'cfl'ectucr  en  onze  ans,  se  fait  en  cinq  ans  et  demi.  La  comète  est  donc 
revenue  en  1874  sans  avoir  été  aperçue;  elle  reviendra  dans  des  conditions  défa- 
vorables en  i885. 

Pechille.  —  Découverte  de  la  comète  VII  de  1880,  faite  à  Copen- 
hague le  16  décembre  1880.  (i5-i6). 

ScJiulliof  et  Bossert.  —  Eléments  elliptiques  de  la  comète  de 
1880.  (i5-i6). 

D'après  l'ensemble  des  observations,  la  durée  de  la  révolution  serait  de 
1280  ans. 

Zelhr  {K.).  —  Recherches  sur  l'orbite  de  la  comète  III  de  1869. 

(17-20). 

Les  observations  de  1869  peuvent  être  assez  bien  représentées  par  une  ellipse 
de  onze  années.  Le  calcul  parait  donc  laisser  indécise  la  question  de  savoir  si  la 
comète  1869  III  ou  1880  VI  a  une  révolution  de  cinq  ans  et  demi  ou  de 
onze  ans. 

Hepperger  (7.  v.\  —  Eléments  elliptiques  et  éphéméride  de  la 
comète  VI  de  1880,  comète  de  Swift,  (ig-22). 

Les  éléments  sont  calculés  dans  l'hypothèse  d'une  révolution  de  1097  '^'^^j  ^^^ 
montrent  l'identité  de  la  comète  actuelle  avec  la  comète  1869  III. 

Tempel  [IV.).  —  Observations  de  la  comète  V  de  i83o,  comète 
Hartwig,  et  de  la  comète  VI  de  1880,  comète  Swift,  faites  à 
Arcetri,  en  novembre  et  décembre  1880.  (21-24). 

Schmidt  (J.-F.-J.).  —  Observations  de  la  comète  VI  de  1880, 
faites  à  Athènes  en  novembre  et  décembre  1880.  (  23-26). 

Bredikhine  (Th.).  —  Sur  la  constitution  de  Jupiter.  (25-26). 

La  zone  équatoriale  de  Jupiter  est  une  zone  solideélevée;  l'hémisphère  austral 
est  plus  chaud  que  l'hémisphère  boréal. 

Tacchliii  (P.).  —  Observations  delà  comète  VI  de  1880  (Swift), 
faites   en  décembre  1880    à    l'équatorial    du   Collège    Romain. 

(27-30). 
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Herz  {Norbert).  —  Note  sur  la  résolulion  du  problème  de  Kepler. 

(3i-32). 

Pechille  (C.-F.).  —  Éléments  et  épliéméride  de  la  comète  VII 
de  1880,  découverte  par  lui,  le  16  décembre.  (3i-32). 

Moesta  (C.-IV.).  —  Remarques  sur  les  observations  de  j3  et  a  du 
Centaure.  (33-44)- 

La  différence  de  parallaxe  des  deux  étoiles  est  de  o",  35  d'après  les  observations 
de  Sautinger;  d'après  celles  du  Cap,  elle  serait  de  o", 45- 

Chandler  (S.-C).  —  Sur  la  période  probable  de  la  comète  VI 

de  1880,  comète  de  Swift.  (45-46). 

La  période  de  la  comète  est  de  cinq  ans  et  demi,  soit  deux  mille  trois  jours. 
Cela  résulte  du  calcul  rigoureux  des  observations  de  la  comète  III  de  1869. 

Oppenheim  [H.).  —  Eléments  paraboliques  de  la  comèie  VII  de 
1880,  comète  de  Pechûle.  (47-48). 

Moesta  [C.-W.).  —  Suite  des  remarques  sur  les  observations  a 
et  p  du  Centaure.  (49-08  . 

•Glaseiiapp  {S.-V.).   —  Résultat  des  observations  de  l'étoile  va- 
riable p  de  Persée.  (07-58). 
L'éphéméride  du  D''  Schônfeld  est  très  exacte. 

Konkoly   [N.    v.).    —   Différence    de   longitude   entre  Berlin   et 
ÔGyalla.  (57-60). 
La  longitude  de  O  Gyalla  est  0*^19™  10% 69  ouest  de  Berlin. 

HoletscJiek  (</.).  —  Eléments    et    éphéméride   de    la  comète  de 
1880,  comète  de  Pechûle.  (59-60). 

Kobotd  {][.).  —  Observations  de  la  comète  VI  de  1880  faites  à 
O  Gyalla  en  novembre  1880.  (61-62). 

Peters  (C.-F.-W.).  —  Observations    de  la  comète  VII  de  1880 
faites  à  Kiel  en  décembre  1880.  (61-62). 

Millose^vich  {E .).  —  Observations  de  la  comète  VII  de  1880  (Pe- 
chiilc)  faites  à  l'Observatoire  du   Collège  Romain  en  décembre  ! 
1880. (63-64). 

Gasparis  {A.  de).  —  Sur  les  rapports  qui  existent  entre  les  va- 
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rialions  simultanées    de    cerlaius  éléments  des   ellipses  instan- 
tanées du   [)rol)l(mic  des  trois  corps;   i*"*  partie.   (65-y2). 

Pcteis  [C.-H.-F.).  —  Note  sur  la  transmission  par  le  câble  trans- 
atlantique des  dépêches  astronomiques  annonçant  une  décou- 
verte. (73-75). 

lioletschek  («/.)•  —  Eléments  paraboliques  et  éf)béméride  de  la 
comète  VII  de  1880  (comète  Pechûle).  (75-78). 

MillosewicJi  (^.).  —  Observations  de  la  comète  VI  de  1880, 
comète  Swift,  faites  à  l'équatorial  de  l'Observatoire  du  Collège 
Romain  en  décembre  1880.  (77-80). 

Oppeiiheiin  {H.).  —  Eléments  et  épliéméride  de  la  comète  VII 
de  1880.  (79-80). 

Gasparis  [A.  de).  —  Suite  des  recherches  sur  les  variations  si- 
multanées des  éléments  de  l'ellipse  instantanée  dans  le  pro- 
blème des  trois  corps.  (81-88). 

Schmidt  [J.-F.-J.).  —  Variations  et  éclat  de  T  de  Céphée,  étoile 
variable  découverte  par  M.  Geraski.  (87-92). 
La  période  est  de  2J  11''  5i"\ 

Searle  (A.).  —  Note  sur  la  lumière  zodiacale.  (91-94)- 

Il  existe  entre  l'Aigle  et  les  Pléiades,  passant  par  le  Verseau  et  la  partie  sud 
du  Bélier  et  des  Poissons,  une  bande  permanente  de  matière  cosmique  lumineuse 
qui  a  été  parfois  confondue  avec  la  lumière  zodiacale. 

Konkoly  {N.  r.).  —  Observations  speclroscopiques  de  la  comète 
Pechiile.  (93-94). 

Le   spectre  de   la    comète  est   formé    de  trois   bandes  ayant  pour  longueurs 

d'onde 

mm 
1 5Go,3 

II 5i6,3 

m ^76,3 

yimbronn.  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  VII  de  1880. 

(95-96). 

Pickering  {E.-C).  —  Observations  do  la  comèle  lll  (\q  1869 
faites  en  décembre  1869  à  l'Observaloire  de  Harvard  Collège 

(95-96). 
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Gasparis  {A.  de).  —  Suite  des  recherches  sur  les  variations  si- 
multanées des  éléments  de  l'ellipse  instantanée  du  problème 
des  trois  corps.  (97-102). 

Sclimidt  (J.-F.-J.).  —  Observations  des  comètes  de  Faye  et  de 
Hartwig,  faites  en  1880  à  l'Observatoire  d'Athènes.   (101-108). 

Pickering  [E.-C).  —  Observations  de  l'éclipsé  du  Soleil  du 
3o  décembre  1880,   faites  à  l'observatoire  de  Harvard  Collège. 

(107-108). 

CJiandltr  (S.-C).  —  Eléments  de  la  comète  VII  de  1880,  comète 
Pechide.  (109-1 10). 

Frisby  {E .).  —  Eléments  de  la  comète  de  Swift,  calculés  d'après 
trois  observations  méridiennes  de  Washington.  (111-112). 

Notice  nécrologique  sur  le  baron  Demboivski.  (i  i  i-i  12). 

Le  baron  Dembowski  est  mort  à  Gallarate  le  19  janvier  1881,  à  l'âge  de  Gg  ans. 
Ses  premières  observations  d'étoiles  doubles  ont  été  faites  à  Naples  en  1802;  en 
1860  il  avait  fait  construire  à  Gallarate  un  observatoire  où  il  a  observé  jusqu'à 
ses  derniers  jours. 

Peters  (C.-H.-F.).  —  Recherches  sur  les  étoiles  variables,  faites 
à  l'Observatoire  de  Clinton  (Hamilton  Collège),  (i  i3-i28). 

Schaeberle  (J.-M.).  —  Observations  de  la  comète  IV  de  1880, 
comète  de  Hartvvig,  faites  en  octobre  1880  à  l'Observatoire  de 
Ann  Arbor.  (127-128). 

Peters  (C.-F.-JJ  .).  —  Détermination  de  la  longueur  du  pendule 
simple  à  secondes  à  Kônigsberg.  (129-138). 

La  longueur  du  pendule  simple  à  secondes  est  de  99  |""",4oGi,  à  Kônigsberg  ou 
dans  les  localités  voisines,  on  a  successivement  trouvé,  soit  par  les  observations 
d'un  pendule  à  fil,  soit  par  les  observations  d'un  pendule  à  réversion,  les  résul- 
tats suivants  : 

Longueur  I.oiiîtiieur 

du  pondulo  du  pendule 

Station  01)servateur.  simple.  u  réversion.  DifTérence. 

uim  mm  mm 

Altona Sabine  QÇ)\,?>'i\7.  99 '1,3007  -f-o,o3.35 

Berlin Besscl  99'^,23)8  99'|,i86o  4-o,o435 

Kônigsberg Hcsscl  99^,4098  994,4061  +0,0087 

Kônigsberg l'eters  99'!, 4358  99'|,4o(ii  -1-0,0297 

î/existcncc  do  ces  diflérenccs  montre  qu'il  existe  encore  une  assez  grande  in- 
miihido  dans  la  valeur  du  coefficient  de  résistance  de  l'iiir. 
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Tdcchini  {P.).  —  Oljscrvalions  de  la  comète  Pecliiilc,  comète  \  II 
de  j8(S(),  laites  en  déceml)re  1880  à  rOI)scrvatolr(;  du  (]oll(;^(i 
Uojnaiii.  (i3--i  ^o). 

Peters  {C.-ll.-F.).  —  Observations  de  la  planète  Fri«i^ga  (jT  , 
faites  à  rObservatoirc  de  Lichtfîeld  (Clinton).  (141-142). 

PritcJiett  (U.S.).  —  Observations  de  la  comète  JV  de  1880,  co- 
mète Hartvvii;,  faites  à  l'observatoire  Morrison  (Glasgow,  U.  S) 
en  novembre  1880.  ( i43-i 44)- 

Luther  (JR.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1880 
à  Tcquatorial  de  l'Observatoire  de  Diisscldorf.  (i4^-i5<)). 

Luther  (  JF.).  —  Ephéméride  de  Leucothea  (35^.  pour  l'opposition 
de  mars-avril  1881 .  (i5i-i  54). 

EngelJicn-dt  (B.  v.).  —  Observations  des  comètes  Hartwig, 
Swift  et  Peclîûle,  faites  à  son  observatoire  privé  de  Dresde  d'oc- 
tobre 1880  à  février  1881.  (i53-i58). 

Meyer  (  W.).  —  Observations  de  la  comète  Pechiile,  faites  à  l'Ob- 
servatoire de  Genève  en  janvier  1881.  (157-158). 

Abetti  (A.).  —  Observations  de  la  comète  Pechule,  faites  à  Padoue 
en  janvier  1881.  (157-160). 

Strasser  (G.).  —  Observations  de  la  comète  VI  de  1880,  faites  à 
Kremsmiinster  en  décembre  1880  et  janvier  1881.  (i5()-i()o). 

Pucci  {E.).  —  Note  sur  la  réduction  des  observations  astrono- 
miques et  des  angles  géodésiques  d'une  surface  de  niveau  à  une 
autre.  (161-168). 

Oppenheim  {IL).  —  Épbéméride  de  la  comète  MI  de  1880,  co- 
mète de  Pechule,  pour  février  et  mars  1881.  (169-170). 

bptoii  (Jit'/isloiv).   —  Eléments  ellipti(|ues  de  la  comète  \i  de 
1880,  comète  de  Swift,  (i  71-172). 
La  période  serait  de  21891,  soilG  ans. 

Tacchini  (P.).  —  Note  sur  le  diamètre  de  Vesta.  (i  y.')-!  74). 
A  la  dislanco  r  le  diamètre  apparent  de  N'esta  est  de  i".  'ii. 

B  mil  ha  m  (S.-W.). —  Note  sui  rétoilc  don  hic  oï547-  i'73-i74^- 
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Peleis  (C.-F.-iy.).   —  Observations  de  la  comète  Vil  de  1880, 
comète  Pechiile,  faites  à  Kiel  en  janvier  1881.  (173-174)- 

Borsch  (A.).  —  Mesure  des  coefficienls  de  dilatation  du  fer  et  du 
zinc,  au  moyen  de  l'appareil  de  Bessel  pour  la  mesure  des  bases. 

(170-190). 

Holetschek  (/.).  —  Éphéméride  de  la  comète  VII  de  1880,  comète 
de  Pechule,  pour  mars  1881.  (189-190). 

Dunér  (A^.-C).   —    Découverte   d'une  nouvelle    étoile    variable. 
(191-192). 

L'étoile  1044  de  la  zone  -\-Vj^"  du  Catalogue  de  Bonn,  qui  est  l'étoile  57a  du 
Catalogue  des  étoiles  rouges  de  Schjellcrup,  est  variable. 

Abetti  (A,).  —  Observation  de  la  comète  de  Pechule,  comète  Vil 
de  1880,  faite  à  Padoue  le  22  février  1881.  (191 -192). 

Palisa  (J.).  —  Découverte  de  la  planète  (S^ .  (191-192). 

Tacchini  (P-).  —   Suite  des  observations  de  la  comète  VII  de 
1880;   Pechule,  faites  au   Collège  Romain  en  janvier  et  février 

1881.  (.93-194). 

Winkler  (  TV.).  —  Observations  d'éclipsés  de  satellites  de  Jupiter, 
faites  à  Gohles  (près  Leipzig)  de  1876  a  1881.  (195-198). 
La  lunette  employée  est  un  équatorial  de  Steinheil  de  108°""  d'ouverture. 

Tempel  (  W .).  —  Observations  de  la  comète  de  Swift,  faites  à 
Arcetri  en  janvier  1881.  (197-198). 

Tacchini  [P .).  —  Observations  de  petites  planètes  faites  en  1880 
à  l'Observatoire  du  Collège  Romain.  (199-202). 

Peters  [C.-H.-F.).  —  Observations  de  la  comète  III  de  1864, 
faites  à  Clinton.  (2o3-2o4)- 

Tebbutt  {J.)'  —  Observation  micrométrique  de  la  distance  de 
Jupiter  à  l'étoile  363  du  Catalogue  de  Washington  le  20  no- 
vembre 1880.  (2o5-2o6). 

Abetti  {A.).  —  Observations  de  la  comète  de  Pechule,  Vil  de 
1880,  faites  à  Padoue  le  24  février  i88i.  (207-208). 

B/oc/:  (/{.).  —  Observations  des  comèles  VI  de   1880  (Swifl)  el 
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Vil  de   1881  (Pechiile),  faites  à  Odessa  d'octobre  1880  à  février 
1881 .  (209-21 5»). 

Jedrzejewicz.  —  Observations  de  la  taclie  rouge  de  Jupiter,  faites 
à  Plonsk  pendant  l'opposition  de  i  880-1 881.  (211-216). 
La  durée  de  la  rolalion  de  l'extrémité  orientale  de  la  tache  est  de 

9'' 55- 34%  41/1  =to%i3. 

Kobold  {IL).  —  Observations  de  la  comète  VII  de  1880  (Pechiile) 
faites  à  O'Gyalia   du  20  décembre  1880   au   23  février  1881. 

(2I'J-22o). 

Strasser  (G.).  —  Observations  de  la  comète  VII  de  1880  (Pe- 
chiile), faites  à  Kremsmunster  en  janvier  1881.  (219-220). 

Pickerijig  {E .-C).  —  Observations  du  satellite  de  Sirius,  faites 
1'        à   Harvard   Collège,   de   1867  à    1872,   par  J.   Winlock.    (219- 

!    ^22). 

il 

{  Engelhardt  {B.  v.).  —  Observations  de  la  comète  VII  de  1880 
I       (Pechiile),  faites  à  Dresde  du  20  janvier  au  3  mars  1881.  (228- 

[  224). 

Schmidt  [J.-F.-J.).  —  Observations  d'étoiles  variables,  faites  à 
Athènes  en  1880.  (225-234). 

Peters  {C.-H.-F.).  —  Comparaison  de  la  grandeur  des  étoiles 
d'après  Ulugh  Beg  avec  l'éclat  actuel.  (235-24o). 

Abetti  (A.).  —  Observations  de  petites  planètes  en  opposition, 
faites  à  l'équatorial  de  Padoue  en  1880.  (241-254). 

Schmidt  (J.-F.-J.).  —  Observations  de  la  comète  VII  de  1880 
(Pechiile),  faites  à  Athènes  du  3o  décembre  1880  au  25  février 
1881.  (253-256). 

Abetti  (A.).  —  Observations  de  petites  planètes  en  opposition, 
faites  à  l'équatorial  de  Padoue  en  1880.  (257-262). 

Jedrzej aviez.  —  Mesures  micrométriques  d'étoiles  doubles,  faites 
à  Plonsk  en  1876  et  1877.  (263-272). 

Schmidt  [J.-F.-J.).  —  Observations  des  taches  solaires,  faites  à 
Athènes  en  1880.  (273-278). 
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Glauser  (/•).  —   Recherches  sur   le  point  radiant  des   comètes. 

(279-282). 

RI.  Hoek  a  signalé,  dans  plusieurs  publications,  que  les  comètes  pouvaient 
être  réunies  par  groupes  ayart  un  point  radiant  commun,  ce  qui  compléterait 
l'analogie  entre  ces  corps  et  les  étoiles  filantes  et  il  a  signalé  plusieurs  de  ces 
groupes. 

Pour  des  comètes  venant  du  même  point  de  l'espace  on  doit,  suivant  M.  Glau- 
ser, avoir  la  relation 

i.  =  ^~' 

q         e'  —  i 

où  q  est  la  distance  périhélie  et  e  l'excentricité. 

Or  il  se  trouve  que,  parmi  les  groupes  signalés  par  M.  Hoeck,  il  n'y  a  que  le 
groupe  des  comètes,  1824  juillet  11,  et  i833  novembre  10,  qui  satisfasse  à  cette 
relation. 

Suivant  M.  Glauser,  les  autres  groupes  ne  sont  pas  réels. 

Kuhlbej^g  [P.).  —  Résultat  des  observations  du  pendule  dans  le 
Caucase.  (281-288). 

ScJimidt  [J,-F.-J.).  —  Observations  de  la  comète  Swift,  1880 
VI,  faites  à  Athènes  en  décembre  1880.  (287-288). 

Lmv  {M.).  —  Note  sur  la  théorie  de  l'instrument  des  passages 
établi  dans  le  premier  vertical.  (289-298). 

La  méthode  de  réduction  proposée  par  M.  Low  consiste  à  faire  les  réductions 
fil  à  fil  et  à  déduire  de  chaque  passage  une  valeur  de  (9  —  S). 

Smvyer  (^E.-F.).  —  Observations  des  étoiles  variables  r^  Aigle  et 
p  Lyre,  faites  en  1877- 1878  à  Cambridge  (Massachusets). 
(297-300). 

Ceraski  [W.),  —  Note  sur  le  calcul  des  observations  des  étoiles 
variables.  (299-802). 

Tacchini{P.). —  Observations  de  la  comète  MI  (Pechùle),  faites 
à  l'Observatoire   du  Collège  Romain  du    17  au  28  mars    1881. 

(3oi-3o4). 

Burnhain  {S.-Jf'.).  —  Observations  du  compagnon  de  Siriusen 

1 880-1 881.  (3o3-3o4). 

Schmidt  {Alex.).  —  Théorie  des  erreurs  de  division  des  instru- 
ments méridiens.  (3o5-342). 

lliraen  (/.).  —  Nouvelles  recherches  sur  Torbile  (le  la  comète 
di'couvcrlc  en  1810  par  IVns. 
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Sctiaeberle  (J.-M.).  —  INolc  sur  une  nrn'thodc  physique  rapide 
pour  régler  la  position  d'un  cqiiatorial.  (347-348). 

Schmidt  (J.-F.-J.).  —  INote  sur  la  découverte  d'une  nouvelle 
étoile  dans  la  tête  du  Petit  Chien. 

Tempel  {ÏV-)-  —  Observations  de  la  comète  \  Il  do  1880,  Wi- 
chiile,  faites  à  Arcetri  du  24  février  au  17  mars  1881.  (35i- 
352). 

Egbert  (II.-V.).  —  Eléments  de  (201)  Pénélope.  (35 1 -352). 

Swift.  —  Découverte  d'une  comète  faite  à  Rochester  (U.  S.),  le 
3o  avril  1881.  (35i-352). 

Schiaparelli  {J .-V .).  —  Observations  de  la  tache  polaire  australe 
de  Mars  pendant  l'opposition  de  1879.  (353-358). 

La  position  du  plan  de  l'équateur  de  la  planète  par  rapport  à  Téquateiir  ter- 
restre de  1880,  à  récliptique  de  1880  et  à  l'orbite  de  Mars  en  1880,  est  donnée  par 
les  valeurs  suivantes  du  nœud  et  de  l'inclinaison  : 

Equateur  terrestre Q  =  48.  7,8        i  =  36.22,9 

Ecliptique 84-28,3  26. 20, 6 

Orbite  de  Mars  86.47,7  24.62,0 

Ces  nombres  sont  très  voisins  de  ceux  qu'a  employés  M.  Marth  pour  le  calcul  de 
SCS  éphcmérides  pour  les  observations  physiques  de  Mars. 

Afeyer  (  IV.).  —  Détermination  des  orbites  des  satellites  de  Sa- 
turne, Encelade,  Thétis,  Dione  et  Rhéa  d'après  une  nouvelle 
méthode.  (359-364)- 

Les  calculs  fondés  sur  les  observations  niicrométriques  faites  en  18S0  à  Genève 
par  M.  W.  Meyer  ont  donné  les  éléments  elliptiques  des  quatre  satellites. 

Todd  (D.-P .\  —  Observations  de  la  tache  rouge  de  Jupiter,  faites 
à  Washington  en  1879-1880.  (365-366). 

Peters  {C.-F.-W.).  —  Observations  de  la  comète  découverte  le 
3o  avril  par  M.  Swift.  (365-366). 

Lecwenworth  {T.-P .).  — Eléments  de  la  planète  (213)  Lilea.  (36-- 
368). 

Searle  {A.).  —  Note  sur  la  lumière  zodiacale  cl  la  dislribulion 
des  étoiles  dans  la  portion  du  ciel  voisine  de  Téquinoxc  du  prin- 
temps. (369-3-2). 
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Spoerer.  —  Observations  de  taches  solaires,  faites  à  Potsdam  de 
février  à  août  1880.  (Sji-S^G). 

Pickering  (B.-C).  —  Liste  d'étoiles  remarquables  par  leur  cou- 
leur ou  la  distribution  de  la  lumière  dans  leur  spectre,  décou- 
vertes à  l'Observatoire  de  Harvard  Collège.  (S^D-S-S). 
Les  objets  signalés  par  M.  Pickering  sont  au  nombre  de  Sg. 

Foerster  (  IV.).  —  Remarques  sur  les  observations  du  pendule 
faites  à  Kônigsberg  par  M.  C.-F.-W.  Pelers.  (3-9-382). 

Block  {E.).  —  Observations  et  éléments  de  la  comète  I  de  1881, 
comète  de  Sw^ift.  (38i-382). 

Knoj-re  (V.).   —  Observations  de  la   comète  I   de  188 1,  faites  à 
Berlin.  (38i-382). 

Oppenheini  {H.).  —  Éléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la 
comète  I  de  1881,  Swift.  (383-384).  G.  R. 


The  LONDON,  EDINBURGH,  AND  DUBLIN  PHILOSOPHICAL  MAGAZINE  and 
Journal  of  Science.  Conducted  by  sir  Robert  Kane,  sir  William  Thomson 
and  William  Francis.  —  London,  in-8°  ('). 

Tome  VI;  juillet-décembre  1878. 

Croll  [J.).  —  Sur  l'origine  des  nébuleuses.  (i-i4)- 

L'auteur  examine  les  contributions  que  la  Science  moderne  de  l'énergie 
apporte  à  la  question  de  l'origine  des  nébuleuses,  et  il  considère  en  particulier 
la  cause  physique  de  la  dispersion  de  la  matière  dans  l'espace,  sous  forme  de 
nébulosités. 

Hughes.  —  Sur  l'action  physique  du  microphone.  (44"5o). 

Meldola  (H-)-  —  Sur  la   cause  de  l'apparition  de  lignes  brillantes 
dans  le  spectre  solaire.  (5o-6i).  « 

Mills    [E.-J.).  —  INote  sur   des   recherches    de    tliermométrie. 

(62-63  ).  I 

(')  Voir  Bulletin.  Il,,  8^|-ioi. 
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Boscuujuet  (II. -II. -M.).  —  Sur  la  relation  entre  les  tuyaux   so- 
nores ouverts  et  les  tii^yaux  fermés.  (63-66). 

Clarkei^Col.  A. -II.).  —  Sur  la  figure  de  la  Terre.  (81-93). 

Le  nombre  qui  exprime  l'aplalissement  du  sphéroïde  terrestre  et  que  l'on  a 

évalué,  au  commencement  de  ce  siècle,  à  -^  environ,  semble  devoir  s'accroître, 

à  mesure  que  de  nouvelles  données  viennent  s'ajouter  aux  données  anciennes 

sur  la  forme  du  globe.  Ainsi,  les  travaux  géodésicjucs  récemment  exécutés  dans 

rinde  anglaise  donnent,  pour  les  ellipticités  des  deux  principaux  méridiens  ter- 

,      »        .  I  I 

restres,  les  tractions  -- — =-7  et 


289,. y^     295,77 

Blaikley  (^D.-J.).  —  Sur  les  instruments  à  vent  en  cuivre  comme 
résonateurs,  (i  19-128). 

Chase  {P.-E.).  —  Sur  l'hypothèse  néhulaire.  — IX.  Radiation  et 
rotation.  (i28-i35t). 

Lockyer  [J.-N.).  —  Recherches  récentes  sur  Ja  Chimie  solaire. 
(161-176). 

Ileaviside  [01.).  —  Sur  la  résistance  des  électro-aimants  télégra- 
phiques. (177-180), 

Zôppritz  (K.).  — Problèmes  hydrodynamiques  relatifs  à  la  théorie 
des  courants  océaniques.  (192-21  1). 

«  Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  montrer  quels  sont  les  mouvements  qu'admet 
une  couche  liquide  illimitée  sous  des  influences  extérieures  agissant  seulement 
à  la  surface,  dans  la  supposition  que  le  liquide  admette  un  frottement  (comme 
c'est  le  cas  pour  l'eau  et  pour  tous  les  autres  liquides  connus,  à  un  degré  plus 
ou  moins  marqué).  » 

Enilis  [Jacob).  —  Origine  de  la  force  qui  produit  les  radiations 
stellaires.  (216-223). 

Dvordk  (V.).  —  Sur  la  répulsion  acoustique.  Suivi  d'une  Note  du 
professeur  A. -AI.  Mayer.  (225-233). 

1.  Répulsion  acoustique  des  résonateurs  ouverts  à  une  seule  extrémité.  — 
2.  Le  moulin  acoustique.  —  3.  La  balance  de  torsion  acoustique.  —  1.  Production 
de  courants  aériens  par  le  son. 

Boltzjnann  (L.).  —  Sur  quelques  problèmes  de  \n  théorie  méca- 
nique de  la  chaleur.  (236-237). 

Clausius  (/?.).  —  Sur  la  relation  entre  le   travail  produit  par  hi 
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difTiision  et  le  second  théorème  de  la  théorie  mécanique  de  la 
chaleur.  {?.'dy-23S). 

Blake  {J.-F.).  —  Sur  la  mesure  des  courbes  formées  par  les  cé- 
phalopodes et  autres  mollusques.  (24i-^63)- 
Études  géométriques  sur  la  forme  et  la  loi  d'accroissement  des  coquilles. 

Hennessy  {H.).  —  Sur  les  limites  des  hypothèses  concernant  les 
propriétés  de  la  matière  qui  compose  l'intérieur  de  la  Terre. 
(263-26*7). 

Worthington  [A. -M.).  —  Sur  la  couleur  bleue  du  ciel.  (267- 
270). 

Rayleigh  [Lord).  — Note  sur  la  répulsion  acoustique.  (2^0-271). 

Thompson  [Sih.-P.  ).  —  Sur  certains  phénomènes  accompagnant 
les  arcs-en-ciel.  (272-274)- 

Bail  {R.-St.).  —  Sur  les  vis  [screws)  principales  d'inertie  d'un 
corps  rigide  libre  ou  restreint.  (274-280). 

Unwin  {W.'C).  —  Sur  l'écoulement  de  l'eau  à  travers  des  ori- 
fices à  des  températures  inégales.  (281-287). 

Edlund[E .),  —  Recherches  sur  l'induction  unipolaire,  sur  l'élec- 
tricité atmosphérique  et  sur  l'aurore  boréale.  (289-806;  36o- 
371  et  423-436). 

Gray  [TJi.).  —  Sur  la  détermination  expérimentale  des  moments 
magnétiques  en  mesure  absolue.  (321-33  i). 

Glaislier  [J.-W.-L.).  —  Sur  la  multiplication  au   moyen  d'une 

Table  à  simple  entrée.  (33 1-347). 

Il  s'agit  de  l'emploi,  pour  remplacer  les  Tables  de  multiples  ou  les  logarithmes, 
d'une  Table  contenant  les  quarts  de  carrés,  qui  permet  d'obtenir  un  produit  par 
une  simple  soustraction.  L'usage  de  cette  Table  est  fondé  sur  la  formule 

(i)  ab  =  {{a  +  by-^{a-by. 

La  première  Table  de  cette  espèce  qui  ait  paru  a  été  publiée  par  Voisin,  à  Paris, 
en  iHi-,  et  s'étend  jusqu'à  20000.  Depuis  S.-L.  Laundy  en  a  construit  une  allant 
jusqu'à  100000.  Le  général  Shortrede  en  avait  préparé  une  prolongée  jusqu'à 
200000,  mais  qui  est  restée  manuscrite. 

On  peut  remarquer  que,  s'\  a  -t-  b  dépasse  les  limites  de  la  Table,  on  pourra, 
d'après  une  remarque  de  Voisin,  remplacer  la  formule  (1)  par  la  suivante  : 

ab  -  '2{i^a'^  +  \b^  —  \{n  —  by}. 
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\/,\  formule;  (i)  a  t';L('  gcin-raliséc  par  M.  S^Ivcslcr  cL  ôtonduc  au  produit  de 
plusieurs  n()rnl)rcs.  Ainsi  on  peut  calculer  le  produit  de  trois  nombres  au  moyen 
d'une  Table  des  vingt-quatrièmes  de  cubes,  par  la  formule 

■>\  abc  =  {a  -h  b  -h  cy  —  {b  -h  c  —  a)'  —  {c  -\- a  —  by  —  {a  -{-  h  —  c )^ . 

La  Note  de  M.  Glaislier  se  termine  par  des  reclicrrlies  lustori(|u<;s  sur  la  jno- 
alhaphérè.se  des  astronomes  successeurs  de  Copernic;  ce  procédé  se  rattache  à 
la  formule 

sina  %\\\b  —  s  [cos(«  —  b)  —  ces  (a  -h  b)\, 

qui  peut  aussi  être  employée  pour  changer  la  multiplication  en  addition. 

Thompson  {^Silv.-P ,).  —  Figures  magnétiques   représentant  les 
relations  électrodynamiques.  (348-353). 

Purser  ('/•).  —  Sur   l'application   des  équations   de   Lagrange  à 
certains  cas  du  mouvement  des  fluides.  (354-359). 

Stoney  {G.-J.).  —  Sur  la  théorie  mécanique  de  Crookes   sur  la 
tension  (stress)  des  gaz  (40  1-4^3). 

Heaviside  (O.).    —   Sur  un  moyen  d'essai  des  lignes  télégraphi- 
ques. (436-438). 

Chase [Pl.-E .).  —  Sur  l'hypothèse  nébulaire.  —  X.  Prédictions. 

(448-454). 

Davis  (A. -S.).  —  Sur  une    cause  possible  de  la  formation   des 
queues  des  comètes.  (459-462). 

Léçy  i-^^-)-  —  Sur  l'attraction  moléculaire  dans  ses  relations  avec 
la  température  des  corps.  (466-468). 

Tome  VU;  janvier-juin  1879. 

Fitzgerald [G.-F.).  —  Sur  la   théorie  mécanique  de  la  force  de 
Crookes.  (15-29). 

«  Lorsque  deux  surfaces,  à  des  températures  inégales,  se  trouvent  en  présence 
et  séparées  par  un  gaz,  il  existe  une  force  tendant  à  les  séparer.  En  admettant 
cette  force,  on  explique  un  grand  nombre  de  phénomènes,  parmi  lesquels  le 
mouvement  observé  dans  les  radiomètrcs  de  INL  Crookes  et  l'état  sphéroïdal  des 
liquides.  » 

L'auteur  donne  le  développement  mathématique  de  sa  théorie. 

Preece  (JV.-II.).  —  La  lumière  électrique.  (29-34). 

«  La  théorie  de  la  lumière  électrique  ne  peut  être  traitée  rigourcusemenl  par 
les  formules  mathématiques  dans  l'ignorance  où  nous  sommes  encore  sur  la  rc- 
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lalion  exacte  qui  existe  entre  la  production  de  la  chaleur  et  l'émission  de  la  | 
lumière  par  un  courant  donné;  mais  on  en  sait  assez  pour  affirmer  que  ce  qui  | 
est  vrai  pour  la  production  de  la  chaleur  est  également  vrai  pour  la  production  ; 
de  la  lumière  au  delà  de  certaines  limites.  »  1 

Webei^  (H.-F.).  —  Sur  les  inductions  qui  se  produisent  dans  le 
téléphone.  (34-39).  ' 

Baily  (W.).  —  L'amidon  et  le  verre  non  recuit  vus  au  polari- 
scope.  (39-00;  4  pl-)* 

Frôhlich  (/.).  —  Nouvelle  proposition  de  la  théorie  de  la  diffrac- 
tion, et  son  application.  (51-07). 

«  Pour  de  petits  angles  de  diffraction,  quelle  que  soit  la  forme  de  l'ouverture, 
l'énergie  cinétique  de  la  lumière  incidente  est  égale  à  l'énergie  cinétique  de 
la  lumière  diffractée.  » 

Crookes  (  W.).  —  Sur  l'illumination  des  lignes  de  pression  molé- 
léculaire,  et  sur  la  trajectoire  des  molécules.  (07-64). 

Hennessy  {H.).  —  Sur  la  figure  de  la  planète  Mars.  (67-69). 

Wiedmann  {-E.).  —  Recherches  sur  la  nature  des  spectres.  (77- 

Mayer  {A. -M.).  —  Sur  la  morphologie  des  configurations  formées 
par  des  aimants  flottant  verticalement  et  soumis  à  l'attraction 
d'un  aimant  superposé;  avec  des  notes  sur  quelques-uns  des 
phénomènes  de  structure  moléculaire  que  ces  expériences  peu- 
vent servir  à  expliquer  et  à  représenter.  (98-108;  avec  2  pi.). 

Jacques  (  TV.-W.).  —  Effet  du  mouvement  de  l'air  dans  une  salle 
sur  les  qualités  acoustiques  de  cette  salle.  (11  i-i  16). 

Perry  (J.)  et  Ayrton  (  W.-E.).  —  Sur  la  musique  des  couleurs 
et  sur  le  mouvement  visible,  (i  1 7-1 20  ;  2  pi.  ). 

Lang  {V.  von).  —  Sur  un  goniomètre  horizontal.  (  i36-i38). 

Rayleigh  (Lo?xl).  —  Observations  acoustiques,  II.  (149-162). 

Troivbi^idge  {J-)-  —  Méthodes  pour  mesurer  les  courants  élec- 
triques de  grande  puissance;  avec  la  comparaison  des  machines 
(le  Wilde,  de  Gramme  et  de  Siemens.  (160-173  ;  i  pi.). 


Steinhauser  {A.).  —  Théorie  de  l'audition  blnauriculairc.  Con- 
tribution à  la  théorie  du  son.  (181-197,  261 -274  î   '  p')- 


i 


REVUE   DES  PUBLICATlOiNS.  49 

Lodge  (O.-J.).  —  Sur  la  détermination  de  la  variation  de  la  con- 
ductibilité thermique  des  métaux  avec  la  température,  au  moyen 
de  la  courbe  permanente  de  température  le  long  d'une;  li^^e 
mince  uniforme  chauffée  à  l'une  de  ses  extrémités.  (ii)H-Aii, 
2  5i-r>.6i  ;   i  pi.). 

Fitzgerald  i^G .-F .).  —  Sur  la  théorie  électromagnétique  de  la 
réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière.  (216-218). 

Jacques  (  W.-W.).  —  Sur  la  vitesse  des  sons  très  aigus.  (219-222). 

Cook  {F .-11.).  —  L'existence  de  l'éther  lumineux.  (225-239). 

Oldhain  (/?.-/).).  —  Sur  le  module  de  cohésion  de  la  glace,  et  son 
rôle  dans  la  théorie  de  l'érosion  glaciaire  des  bassins  lacustres. 

(240-24-). 

Ifodges  [N.-D.-C).   —   Sur   nn  nouveau   galvanomètre   absolu. 

(274-276). 

Ayrton  (  W.-E .)  et  Perry  (J.)-  —  Nouvelle  détermination  du 
rapport  de  l'unité  électromagnétique  à  l'unité  électrostatique  de 
la  quantité  d'électricité.  (^-77-289,  i  pi.). 

Glaislier  (J.-lf  .-L.).  —  Sur  une  propriété  des  fractions  ordi- 
naires. (321-336). 

«  Si  toutes  les  fractions  propres,  réduites  à  leur  plus  simple  expression,  et 
dont  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  ne  dépassent  pas  uu  nombre  donné 
n,  sont  rangées  par  ordre  de  grandeur,  alors  chacune  de  ces  fractions  sera  égale 
à  la  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  respectivement  égaux 
à  la  somme  des  numérateurs  et  à  celle  des  dénominateurs  des  deux  fractions 
inscrites  l'une  à  gauche,  l'autre  à  droite  de  la  fraction  considérée. 

»  Ainsi,  pour  n  =  7,  la  suite  des  fractions  étant 

I        I        I        I        2        I        2       3        I        A       3       -2       5       3       /i       5       6 
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»  Cette  propriété  a  été  énoncée  par  John  Farey  dans  le  Pliilosophical  Maga- 
zine, en  1816,  et  peu  de  temps  après  démontrée  par  Cauchy. 

»  11  existe  une  autre  propriété  de  cette  même  suite  de  fractions,  savoir,  (jue 
la  différence  de  deux  fractions  consécutives  est  égale  à  l'inverse  du  produit  de 
leurs  dénominateurs;  par  exemple, 

II  I  II  I  I  T  I 

G~7^6T^'     3"~6'^5Ji'     7x~b^'Çb' 
Bull,  des  Sciences  mathem.,  2*  série,  t.  VIT.  (Février  i883.)  l\.\ 
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La  première  propriété  découle  immédiatement  de  celle-ci;  car  si 

«,  rto  «3 

sont  trois  fractions  consécutives  de  la  série,  telles  que  Ton  ait 


alors 

d'où 

et  par  suite 


«o  6,  —  a,  ^2  =  «3  62  —  «.^  63  =  1 , 
«2(^1  +  ^)  =  b^{a^^a^), 


«2        <^i|  -r-  a 

62  ~  v+^ 


»  Dans  les  deux  paragraphes  suivants,  l'auteur  donne  une  démonstration  élé- 
mentaire de  ces  deux  propriétés.  Dans  les  §  4  et  5  la  première  pi'opriété  est 
démontrée  indépendamment  de  l'autre;  le  §  7  contient  une  extension  des  con- 
ditions pour  lesquelles  ces  propriétés  ont  lieu.  Enfin  les  §  7  à  i3  sont  principa- 
lement consacrés  à  l'historique  de  la  question.  » 

Tail{P.-G.).  —  Sur  la  dissipation  de  l'énergie.  (344-346). 

Thomson    {Sir   TV.).    —   Note    sur  la    lettre    précédente.    (346- 
348). 

Thomson  (Sir  W.).  —  Sur  la  motivité  thermodynamique.  (348- 
352). 

Siemens  (  IV.).  —  Sur  la  transmission  et  la  distribution  de  l'éner- 
gie par  le  courant  électrique.  (352-356,  i  pi.). 

Aron  (Hermann).  —  Contribution  à  la  théorie  du  microphone. 

(377-380). 

Fisher  (0.).   —  Sur  les  conditions  thermales  et  la   stratification 
des  glaces  antarctiques.  (38i-393). 

Perry  (/.)  et  Ayrton  (  W.-E.).   —  Nouvelle  théorie   du   magné- 
tisme. (4oi-4  i  i).  ^ 

Naquet  (A.).  —    Considérations  sur  les  deux  Mémoires    de  Sir 
B.-C.  Brodie  sur  le  calcul  des  opérations  chimiques.  (418-4^7). 

Brodie  (Sir  B.-C).  —  Note  sur  une  objection  faite  par  M.Na- 
qnei  dans  ses  «  Observations  »  précédentes.  (42--43i). 

Naqiirt  {A.').  —  Seconde  Note.  (43i-f39.). 
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Van  der Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  une  nouvelle  application  de 
l'énergie  potentielle  des  surfaces  liquides.  (43'i-4.^7). 

Tome  VIII;  juillet-décembre  1879. 

Auerbach  {l^'-)-  —  Sur  le  passage  du  courant  galvanique  à  travers 
j  le  fer.  (1-18,  i38-i52,  217-229,  i  pi.). 

l      Perry  (/.)  et  Ayrton  (  W,-E .').  —  Sur  un  principe  négligé,  qui 
peut  être  employé  dans  les  mesures  des  tremblements  de  terre. 
jj  (3o-5o,  I   pL). 

Hecwiside  (O.).  —  Sur  la  théorie  des  erreurs  dans  les  câbles.  (60- 
74,  163-177). 

Hodges  {N.-D.-C).  —  Sur  la  grandeur  des  molécules.  (74-75). 

E  Rowland  {H. -A.).  —  Sur  la  nouvelle  théorie  du  magnétisme  ter- 
restre, présentée  par  MM.  Ayrton  et  Perry;  avec  une  Note  sur 
une  nouvelle  théorie  de  l'aurore  polaire.  (102-106). 

Svhester  (J.-J.).  —  Note  sur  une  équation  aux.  différences  finies. 

(i  20-1 21). 
L'équation 


w.  -1 


admet  les  deux  séries  d'intégrales  particulières 

I  I  1.3  1.3 

^  -2  2  '2.4  2..| 

2  .  4  '.'.Ji  2  .  \  .  6 

'  '  ^  ^  i  .0  *  1  .  .)  1.6.0 

Si  o{t)  désigne  la  fonction  génératrice  de  u^.,  l'équation 

xUg  —  {x  —  2  )  Wj;_j  —  Mj-_,  —  2  Ux-2  =  o 
donnera 


(^-n^^-+-i-^-^i)9  =  C; 


d'où,  en  intégrant, 


^,      I  4-  ^          „  arcsin  t-+-  \/i  —  t'- 
cp  -  c ^  -f-  C  -^ —• 


et  les  deux  termes  de  cette  expression  sont  les  fonctions  gcnéralrices  correspon- 
dant aux  deux  suites  précédentes. 

Mî/ir  (M.-M.-Paftison).  —  Affinité  chimique.  (^t8i-2o3V 
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Perry  (/.)  et  Ayrton  (  W.-E.).  —  Sur  les  constructions  dans  un 
pays  sujet  aux  tremblements  de  terre.  (209-21-). 

Airv  {Sir  G.-B.).  —  Sur  la  construction  et  l'usage  d'une  échelle 
pour  jauger  les  mesures  cylindriques  de  capacité.  (246-200). 

BavleigJi  {Lord). —  Recherches  optiques,  relatives  spécialement 
à  la  spectroscopie.  (261-2-4,  4^3-4i3,  i  pi.). 

Lodge{0.).  —  Essai  d'une  classification  systématique  des  diverses 
formes  d'énergie.  (2^--286). 

Voici  le  résumé  des  propositions  traitées  par  l'auteur  : 

1.  Troisième  loi  de  Newton. 

2.  Définition  du  travail,  -^  et  — . 

3.  Négation  de  l'action  à  distance. 

4.  Définition  de  la  puissance  active  (working  power). 

5.  Définition  de  l'énergie. 

6.  Conservation  de  l'énergie,  et  première  loi  de  la  Thermodynamique. 

7.  Possibilité  de  diverses  formes  d'énergie. 

8.  Classification  des  formes  d'énergie. 

9.  Les  formes  fondamentales  d'énergie. 

10.  Les  énergies  cinétique  et  potentielle  correspondant  aux  deux  facteurs  du 
produit  du  travail. 

11.  Transformation  d'une  forme  dans  l'autre. 

12.  Subdivision  ultérieure  des  formes  d'énergie. 

13.  Table  de  classification. 

14.  Distinction  entre  l'énergie  et  ce  qu'on  appelait  autrefois  entropie. 

15.  Distinction  entre  l'énergie  utilisable  ou  non  utilisable,  et  entre  le  travail 
utile  ou  inutile. 

10.  Raison  pour  laquelle  l'énergie  des  masses  ordinaires  est  utilisable. 
17.  Raison  pour  laquelle  l'énergie  planétaire  est  presque  inutilisable. 
18. 'Raisons  pour  lesquelles  l'énergie  moléculaire  est  en  grande  partie  inutili- 
sable, et  seconde  loi  de  la  Thermodynamique. 

19.  Extension  de  l'utilisation  de  l'énergie  atomique  et  électrique. 

20.  Dissipation  de  l'énergie. 

Rosetti  {F.).  —  Recherches  expérimentales  sur  la  température  du 
Soleil.  (324-332,  438-449»  53^-55o). 

Fitzgerald  {G. -F.).  —  Sur  la  tension  des  vapeurs  près  des  sur- 
faces courbes  de  leurs  liquides.  (382-384)- 

Thompson  {S. -P.).  —  Le  pseudophone.  (385-39o). 

Inslrument  destiné  à  l'étude  de  l'audition  l)inauriculairc,  au  moyen  des  illu- 
sions (ju'il  produit  dans  la  perception  acoustique  de  l'espace. 

Lodge{0.-J.).  —  Sur  la  détermination  de  la  variation  de  la  conduc- 
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tibilité  thermique  des  métaux  avec  la  température,  au  moyen  de 
la  courbe  permanente  de  température  le  long  d'une  tige  mince 
chaufTée    à  une  de  ses   extrémités,    deuxième  Mémoire.  (5ro- 

523). 

Schwendler  {L.).  —  Sur  une  méthode  simple  d'utihser,  pour  des 
usages  télégraphiques,  une  fraction  insignifiante  du  courant 
principal  produit  par  une  machine  dynamo-électrique.  (558- 
56i). 

Tome  IX  ;  janvier-juin  i88o. 

Wiedemann  (G.).  —  Sur  la  torsion.  (i-i5;,  9^-109,  i  pi.). 
Guthrie  [Fi'ed.).  —  Sur  certaines  vibrations  des  solides.  (i5-2o). 

Challis.  —  Sur  la  «  Régula  tertia  philosophandi  »   de  Newton. 

(21-35). 

»  Le  Livre  III  des  Principes  de  Newton,  auquel  est  attaché  exclusivement  le 
titre  De  Mundi  Systemate,  contient  au  commencement  quatre  règles  de  raison- 
nement philosophique,  accompagnées  chacune  d'explications.  De  ces  règles,  la 
première,  la  deuxième  et  la  quatrième,  avec  leurs  explications,  ont  été  univer- 
sellement adoptées,  et  n'exigent  aucune  considération  spéciale.  La  troisième 
règle,  énoncée  en  ces  termes  :  Qualitates  corporiun  quœ  intendi  et  reniitti 
nequeiint,  quœque  corporibus  omnibus  competunt  in  quibus  expérimenta 
instituere  licet,  pro  qualitatibus  corporum  universoruni  habendce  siint,  est 
accompagnée  de  remarques  explicatives  spéciales  et  de  définitions  relatives  aux 
qualités  ultimes  des  corps.  Le  but  de  cet  article  est  d'indiquer  et  d'appliquer 
cette  règle  dans  la  conduite  d'une  théorie  physique  et  de  discuter  les  définitions 
dont  Newton  l'a  accompagnée  ». 

Rayleigh  (Loj'd).  —  Recherches  d'optique,  concernant  spéciale- 
ment le  spectroscope.  (4o-55). 

Walenii  (  W.-H.).  —  Note  sur  une  méthode  de  preuve  des  opéra- 
tions. (56-59). 

Poynting  [J.-IL).  —  Sur  la  graduation  du  sonomètre.  (09-64). 

FletcJier  (L.).  —  La  dilatation  des  cristaux  par  le  changement  de 
température.  (81-96). 

Fleming  (J.-A.).  —  Sur  une  nouvelle  forme  de  balance  de  rési- 
stance, adaptée  à  la   comparaison    des   bobines-étalons.    (109- 

117). 
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Perry   (/.)   et  Ayrton  (  W.-E.).  —  Photomètre  de  dispersion. 

(l  iy-I20). 

JValenn  (  W.-H.).    —  Sur   l'unitation.  —  IX.   Remarques  pra- 
tiques sur  ce  sujet,  avec  des  exemples.  (i2i-i23,  271-273). 
Voir  Philos.  Magazine,  t.  V,  p.  218  {Bulletin,  \\,,  101). 

Lodge  (O.-J.).  —  Sur  les  courants  intermittents  et  sur  la  théorie 
de  la  balance  d'induction.  (223-1 4t>). 

Bosanquet  {R.-H.-M.).  —  Note  sur  la  mesure  de  l'intensité  du 
son.  (174-177). 

Hodges  {N.-D.-C .).  —  Sur  la  trajectoire  libre  moyenne  des  mo- 
lécules. (177-180). 

Fletcher  { L.).  —  Notes  cristallographiques.  (180-191,  i  pL). 

Bridge  (J-)-  —  Sur  un  appareil  de  calcul  fondé  sur  les  baguettes 
de  Napier.  (191-197,  i  pL). 

L'auteur  fait  voir  comment,  en  perfectionnant  la  manipulation  de  l'appareil 
décrit  par  Napier  dans  sa  Jîhabdologia,  on  peut  en  tirer  un  assez  grand  parti 
pour  rendre  les  calculs  plus  sûrs  et  moins  pénibles. 

Lindemanii  {F.).  —   Sur   les  formes   des   vibrations   des   cordes 
pincées  et  percutées.  (197-221). 

Wright  (C.-B.-Aldei^).  —  Sur  la  détermination  de  l'affinité  chi- 
mique en  fonction  de  la  force  électromotrice.    (237-266,  33 1- 

347). 

Rayleigh  [Lord).  —  Observations  acoustiques.  III.  (278-283). 

Thomson  [J.-J.).   —   Sur  la  théorie  de  la  lumière  de  MaxAvelI. 

(284-291). 

Ayrton  (  IV.-E .)  et  Perry  {J-)-  —  Détermination  de  l'accélération 
de  la  gravité  à  Tokio  (Japon).  (292-301). 

Cookie  (Sir  James).  —  Note  supplémentaire  sur  les  formes  pri- 
maires. (  348-35 1). 

Voir  une  Note  ajoutée   au   travail  de  l'auteur,  Philos.  Mag.,  t.  L,  décembre 
1875  {Bull.,  II„  9^4). 

Preston  {S.-Tolver).  —  Sur  la  méthode  de  recherche  des  causes. 
(356-36nV 
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Morisot.  —  Sur  la  chaleur  spcci()f|ue  fl  la  conducliljilitd*  des 
corps.  (386-389). 

Clausius  (/?.).  —  Comment  se  comporte  l'acide  carbonique  au 
point  de  vue  de  la  pression,   du   volume  et  de  la  température. 

(393-408). 

Wild  (//.).  —  Théorie  complète  du  magnétomèlre  bifilaire,  et 
nouvelles  méthodes  pour  la  détermination  de  l'intensité  hori- 
zontale absolue  du  magnétisme  terrestre,  ainsi  que  de  la  tempé- 
rature et  des  coefiicients  d'induction  des  aimants.  (443-445). 

Herschel \J.).  —  Sur  la  détermination  de  l'accélération  de  la  gra- 
vité à  Tokio  (Japon).  (446-448)« 

Challis.  —  Supplément  aux  recherches  sur  la  théorie  hydrody- 
namique des  forces  physiques,  comprenant  une  théorie  du  mi- 
crophone. (448-45?.). 

Mascart.  —  Sur  la  théorie  des  courants  d'induction.  (452-455). 

Legebeke  (G.-J.).  —  Sur  un  théorème  général  énoncé  par 
M.  Clausius  relativement  à  l'influence  électrique.  (458-46o). 

Tome  X  ;  juillet-décembre  1880. 

Venn  {J-)-  —  Sur  la  représentation  diagrammatique  et  mécanique 
des  propositions  et  des  raisonnements.  (1-18). 

Dickson  (J.-D.-A.).  —  Sur  le  critérium  au  moyen  duquel  on  peut 
déterminer  le  point  critique  d'un  gaz.  (4o-43). 

Ayi^ton  (  W.-E.)  et  Perry  {J-)-  —  Sur  la  détermination  de  l'ac- 
célération de  la  gravité  à  Tokio  (Japon).  (43-53). 

Réponse   aux    critiques    adressées    par    le    major    Herschel    dans    le    journal 
Nature. 

Cellérier  {€.).  —  Remarque  sur  une  simplification  de  la  théorie 
des  mouvements  vibratoires.  (5'-'-6o). 

Bavieigh  {Lord).  —  Sur  la  résultante  d'un  grand  nombre  de  vi- 
brations de  même  acuité  (Pitch)  et  de  phase  arbitraire.  (^3-78). 

Baîly  (  PF.).  —  Les  vibrations  d'une  pellicule  en  rapport  avec  le 
phonéidoscope.  (79-89). 
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Thomson  {Sir   W.).  —  Statique  des  tourbillons.  (97-109). 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  le  mouvement  constant  des  tourbillons. 
Le  mouvement  système  quelconque  de  matière  solide,  ou  fluide,  ou  en  partie 
solide  et  en  partie  fluide  est  dit  constant  quand  la  configuration  du  système 
reste  égale  et  semblable  à  elle-même,  et  que  les  vitesses  des  parties  homologues 
sont  égales,  de  quelque  manière  que  la  configuration  puisse  se  mouvoir  dans 
l'espace,  et  à  quelque  distance  que  les  particules  matérielles  individuelles  puis- 
sent, à  un  instant  donné,  se  trouver  des  points  homologues  à  leurs  positions  à 
un  autre  instant. 

Thomson  (Sir  W.). —  Sur  les  oscillations  causées  par  la  gravita- 
tion dans  l'eau  animée  d'un  mouvement  de  rotation.  (109-1 16). 

»  C'est  là,  en  réalité,  le  sujet  traité  par  Laplace  dans  sa  théorie  dynamique 
des  marées,  et  cela  avec  la  plus  grande  généralité,  à  une  importante  restriction 
près,  le  mouvement  de  chaque  particule  devant  être  infiniment  peu  difl'érent  de 
la  direction  horizontale,  et  la  vitesse  toujours  égale  pour  toutes  les  particules 
situées  sur  une  même  verticale.  Cela  implique  que  la  plus  grande  profondeur 
doit  être  très  petite  en  comparaison  de  la  distance  qu'il  faut  parcourir  pour 
trouver  l'écart  de  niveau  de  la  surface  de  l'eau,  altéré  d'une  fraction  sensible  de 
sa  valeur  maximum.  Dans  la  présente  Note,  l'auteur  adopte  cette  restriction,  et 
de  plus,  au  lieu  de  supposer,  comme  le  fait  Laplace,  la  surface  d'un  sphéroïde 
solide,  en  totalité  ou  en  grande  partie  recouverte  par  l'eau,  il  traite  le  problème 
plus  simple  d'une  étendue  d'eau  assez  restreinte  pour  que  la  figure  d'équilibre 
de  sa  surface  ne  présente  pas  une  courbure  sensible.  » 

Rayleigh  (Lord).  —  Sur   le   pouvoir  résolvant  des   télescopes. 

(116-119). 

Ilennessy  (//.).  —  Sur  la  figure  de  la  planète  Mars.  (1 19-122). 

IViedemand  {E .).  —  Sur  un  moyen  pour  déterminer  la  pression 
à  la  surface  du  Soleil  et  des  étoiles,  avec  quelques  remarques 
spectroscopiques.  (1 23-125). 

Plateau  (•/•).  —  Une  application  des  images  accidentelles.  (i34- 
i36). 

Clark  (./.-[[".).  —  Sur  la  manière  dont  se  comportent  les  liquides 
et  les  gaz  dans  le  voisinage  de  leur  température  critique.  (i45- 

wrô). 

Thomson  (Sir  W.). — Vibrations  d'un  tourbillon  en  colonne.  (i55- 
168). 

Afc  Coll  (/A.).  —  Sur  la  représentation  diagrammatique  et  méca- 
nique des  propositions  et  des  raisonnements.  (168-171). 


I 
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llummel  {Ke\.  F.-H.).  —  Dévcloppomcnl  pai-  soustrariion,  ('rciD- 
'99)- 

On  obtient  la  racine  carrée  de  6^,  par  exemple,  en  retranchant  de  (')\  les 
termes  successifs  de  la  série  2,  /^,  6,  ...,  ^\.  On  trouve  de  même  la  racine  cubi- 
que de  /i^  —  729,  en  retranchant  successivement  les  termes  de  la  série  6,  ifi, 
36,  ...,  1G8,  216,  formée  au  moyen  des  nombres  triangulaires  multipliés  par  6. 
Dans  la  présente  Note,  l'auteur  généralise  cette  méthode,  en  développant  la  va- 
leur générale  de  l'expression 

M,,  =  «"'—  n  —  [(/i  —  i)'"—  {n  —  i)]  =  n'"  -  i  —  {n  —  i)'" 

=  —  !-+-  mn'"-^ m  {m  —i)  n"'-^  + . . .  —  (  —  i )"" ( nin  —  1  ). 

I^a  racine  /n'*""*    du    nombre    n'"   s'obtient   par    la    soustraction    successive    des 
nombres  u^,  Ui,  u^,  . . .,  w„,_,. 

Glazebrook  (B.-T.).  —  Notes  sur  le  prisme  de  Nicol.  (:>.4--9.54). 

Claiisius  {R')'  —  Sur  l'emploi  du  potentiel  électrique  pour  la 
détermination   des   forces  pondéromotrices   et  électromotrices. 

(255-279). 

Exner  (Fr.).  —  La  cause  de  la  production  d'électricité  par  le 
contact  de  métaux  hétérogènes.  (280-290). 

Cralg  [Th.).  —  Sur  le  mouvement  permanent  dans  un  fluide  vis- 
queux incompressible.  (342-35^). 

Macfarlane  [A.).   —  Sur  la  décharge  explosive  de  l'électricité. 

(389-407). 

Tome  XI ,  janvier-juin  1881. 
McColl  {H.).  —  Logique  implicationnelle  et  équationnelle.  (/jo- 

43). 

Ayrton  (  JJ  .-E.)  et  Perrr  (./.).  —  Note  sur  les  articles  de  AL  Ex- 
ner au  sujet  de  l'électricité  de  contact.  (43-54). 

Kirchhoff  [G .) .  —   Sur  la  mesure  des  conductivités  élertiMcjnes. 

(8.-9.). 

Hastings  (Ch.-S.).  —  Théorie  de  la  constitution  du  Soleil,  fon- 
dée sur  les  observations  spectroscopiques,  originales  ou  autres. 
(91-103). 

Fitzgerald  [G. -F.).   —  Sur  l'article  du  professeur  C).    Revnold, 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  -i'  série,  t.  VII.  (Mars  i883.)  11.5 
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inliuilé  :  «  Sur  certaines  propriétés  dimensionnelles  de  la  ma- 
tière à  l'état  gazeux  ».  (lo.S-iog). 

Glan  (P-)'  —  Sur  un  spectro-télescope.  (i  lo-i  i3). 

Oberbeek  (A.).  —   Sur  le  frottement  dans  les  surfaces  libres  des 
liquides.  (i32-i47)- 

Draper  {J.-W.).  —  Sur  le  phospliorographe  d'un  spectre  solaire, 
et  sur  les  raies  de  sa  région  infra-rouge,  (i  57-169). 

Rayleigh  [Lord).  —  Sur  la  copie  des  réseaux  de  diffraction,  et 
sur  quelques  phénomènes  qui  s'y  rattachent.  (196-200). 

Rayleigh  (^Lord). —  Sur  les  images  formées  sans  réflexion  ni  ré- 
fraction. (214-218). 

Preston  (S.-Toher).  —  Sur  l'action  à  distance.  (218-220). 

Thomson  (J.-J.).    —  Sur  les  effets   électriques   et  magnétiques 
produits  par  le  mouvement  de  corps  électrisés.  (229-249). 

Challis.  —  Explications  théoriques  de  la  transmission  rectiligne 
et  de  la  diffusion  spontanée  du  son  et  de  la  lumière.  (249-254)- 

Ro^vland  {H .-A .).  —  Sur  la  nouvelle  théorie  des  attractions  ma- 
gnétiques, et  sur  la  rotation  magnétique  de  la  lumière  polarisée. 

(254-261). 
Voir  Bulletin,  Vj,  21Ô. 

Hennessy  {IL).  —  Sur  les  figures  des  planètes.  (283-285). 

Voir  Bulletin,  V,,  88.  L'auteur  remarque  que  la  formule  rlonuéc  par  lui  dans 
les  Comptes  rendus  peut  s'écrire  plus  simplement  sous  la  forme 

5  _  /         D 
f  =  -  O 


2  ^\5D  — 31)', 

Q  étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  gravité  à  son  équatcur,  D  la  den- 
sité moyenne  de  la  planète,  et  D'  sa  densité  à  la  surface.  Mais,  dans  riiypothèse 
<\o  la  fluidité  primitive,  on  a 

.     Q 

e  =  —  e,, 
7 

r,  étant  raplatisseuiciit  de  la  Terre  et  q  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à 
ré(|nalc\ir  lerrcslre  i\  la  gravite,  fhi  en  tire 

e        5  e,  D 


e'        2  */    5  l>  —  .M»' 
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Pour  toute  planète  pour  laquelle  on  peut  admettre  que  le  rapport  d<r  la  densité 

moyenne  à  la  densité  superficielle  soit  à  peu  près  le   même  que    pour  la  Terre, 

.    5.6 
soit  — ;;>  on  aura 

2.6 

e  _    70    e,  _  207 
e'        \o\    q        3o3 

L'auteur  applique  ses  formules  aux  planètes  Mercure,  Vénus  et  Mars,  et  en  tire 
des  résultats  intéressants. 

Glazebrook  (R.-T.).  —  Sur  la  mesure  des  petites  résistances. 
(291-295). 

Abney,  —  Sur  les  raies  de  la  région  infra-rouge  du  spectre  so- 
laire. (3oo-3oi). 

Struve  (O.).  —  Sur  une  proposition  adressée  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Saint-Pétersbourg  par  le  général  Schubert,  relati- 
vement à  l'arc  russo-scandinave.  (3i3-335). 

Cet  article  a  paru  en  1861  dans  le  Bulletin  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Saint-Pétersbourg,  t.  III,  396-424.  Il  est  reproduit  ici  à  cause  de  l'importance 
des  considérations  qu'il  renferme,  et  qui  ne  paraissent  pas  être  assez  répandues 
en  Angleterre. 

Boys  (C.-V.).  —  Une  machine  intégrante.  (342-348). 

Glazebrook  (R.-T.).  —  Sur  une  méthode  pour  comparer  les  ca- 
pacités électriques  de  deux  condenseurs.  (370-3-7). 

Browne  (  W.-R.).  —  Sur  l'action  à  distance.  (379-381). 

Stoney  (G.-J.).  —  Sur  les  unités  physiques  de  la  nature.  (38i- 
390). 

Preston(S.-T.).  —  Sur  l'importance  des  expériences  relativement 
à  la  théorie  mécanique  de  la  gravitation.  (391-393). 

Glazebrook  (B.-T.).  —  Sur  la  théorie  de  l'action  électromagné- 
tique, fondée  sur  les  tourbillons  moléculaires.  (398-41  3). 

Bosanquet  [R.-H.-M.),  —  Sur  les  battements  de  consonances 
de  la  forme  A  :  i .  (420-436  et  492-006,  4  pi-)* 

Macfarlane    (A.).    —    Analyse   des    degrés    de    parenté.    (43()- 

446). 

liaison  (J/.-Jl.)  cl  Burbury  (S. -IL).  —  Sur  la  loi  de  la  force 
entre  les  courants  électriques.  (4.H-466). 
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Lodge  {O.-J.).  —  Sur  l'action  à  dislance  el  la  conservation  de 
l'énergie.  (529-534)- 

Tome  XII;  juillet-décembre  1881. 

Thompson  [S. -P.).  —  Sur  la  conservation  de  l'électricité,  et  sur 
l'unité  absolue  du  potentiel  électrique.  (i3-25). 

Poynting  {J.-H.).  —  Changement  d'état  :  solide-liquide.  (82-48; 

>  pi-)- 

Thomson  (^J.-J.).  —  Sur  quelques  expériences  électromagnétiques 
avec  des  circuits  ouverts.  (49-60). 

Rayleigh  {Lord). —  Sur  la  théorie  électromagnétique  de  la  lu- 
mière. (81-101). 

Thompson  [S>-P.).  —  Sur  l'opacité  des  cristaux  de  tourmaline. 

(i  [2-129). 

Tait.  —  Note  sur  la  conductivité  thermale  et  sur  les  effets  des 
changements  de  température,  de  chaleur  spécifique  et  de  conduc- 
tivité sur  la  propagation  des  ondes  planes  de  chaleur.  (i47-i5i). 

Airy    (Sir  G.-B.).   —   Sur  une   interruption    systématique    dans 

l'ordre  des  valeurs  numériques  des  fractions  ordinaires,  rangées 

en  séries  suivant  l'ordre  de  leurs  grandeurs.  (i^S-i^S). 

En  rangeant  par  oi'dre  de  grandeurs  croissantes  toutes  les  fractions  irréduc- 
tibles (au  nombre  de  So^S)  dont  les  termes  ne  dépassent  pas  100,  et  écrivant 
les  difTcrences  des  logarithmes  des  fractions  consécutives,  on  remarque  dans  ces 
différences  des  inégalités  qui  se  reproduisent  d'une  manière  régulière,  et  sur 
lesquelles  Sir  G.  Airy  appelle  l'attention.  Comme  exemple,  voici   le  tableau  des 

o 

différences   des  logarithmes   des    fractions  voisines   de  ->  exprimés  en  dix-mil- 


\ 


lemes  : 

89       91        9,3 
hracl.     ^,     j-,     f-, 
4.)       40       /,7 

9^ 

18' 

97 
'19' 

99       ■^■ 

—  - 1     —  » 

DO           I 

99 

!)7       O-'» 

W  V-: 

9'i 
16' 

91. 

45' 

Diff.  log.      10,      10, 

10, 

9^ 

10,     /,3(), 

4 'm. 

9>    9<     'f^' 

1 1 . 

On  voit  que,  dans  cette   portion  de  la  Table,   les  plus  grandes  difTérences  se 
rencontrent  au  milieu  des  plus  petites,  et  ce  phénomène  est  général. 

Cockle  (Sir  James).  —  Problème  inverse  des   (  rilicoïdcs.  (189- 
198). 

lirown  (F.-/).).  —  Altraclion  moléculaire.  ('.>5.)-2()o). 
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Schuster  {A.).  —  Siii*  la  liirorle  dynamique  de  la  radiation.  ('jA')\- 

•im). 

Marquand  {Allan),    —   Sur   les  diagrammes   logiques   pour    n 
termes.  (2C)()-:^Jo). 

Bosanquet{Ii.-M.).  —  Sur  l'histoire  delà  théorie  des  battements 
des  consonances  fausses,  (in 0-9.^1). 

Gray  {Th.).  —  Sur  la  meilleure  disposition  du  pont  deWheatstone 
pour  la  mesure  d'une  résistance  particulière.  (283-290). 

Clausius  {R')'  —  Sur  la  détermination  théorique  de  la  pression 
de  la  vapeur  et  des  volumes  de  la  vapeur  et  du  liquide.  (38i- 

390). 

Jfuir  (Th.).  —  Sur  les  déterminants  gauches.  (391-394)- 

Brioschi  a  démontré,  en  i85j,  en  même  temps  que  Cayley,  que  tout  détermi- 
nant d'ofdre  pair  peut  s'exprimer  par  une  fonction  de  Pfaff.  La  condition  de 
parité  de  l'ordre  a  jusqu'ici  été  crue  nécessaire.  L'auteur  se  propose,  dans  cette 
Note,  de  montrer  que  cette  restriction  n'est  pas  nécessaire. 

Dans  un  numéro  récent  du  Quarterly  Journal  of  Mathematlcs,  on  trouve 
une  nouvelle  expression  du  produit  de  deux  déterminants,  au  moyen  d'un  dé- 
terminant dont  les  éléments  sont  formés  avec  les  sommes  et  les  différences  des 
éléments  correspondants  des  déterminants  donnés.  Ainsi 


1 

«1   • 

"T 

' 

X 

^\  • 

•• 

6'«) 

««  • 

«'„"' 

b'n       ■ 

^.,) 

t 

H- 

*'■ 

.      <' 

+ 

f^in) 

> 
«1 

-b\       . 

. .     a\") 

-  ô',"' 

«'«  + 

K 

l 

+ 

K 

«; 

-^;      • 

■     <' 

-  K' 

1 

— 

*; 

.      «'«' 

— 

b^;'' 

a\ 

+  6;   . 

H- 6'/" 

«■'„- 

*; 

•  «ir' 

— 

bW 

a 

^K.  . 

^K' 

Pour  obtenir  le  carré  d'un  déterminant  par  cette  formule,  on  remplacera  le 
second  déterminant  par  le  premier  dans  lequel  on  aura  échangé  entre  euv  les 
indices  supérieurs  et  inférieurs,  ce  qui  donnera  pour  résultat  un  déterminant 
gauche,  dont  la  racine  carrée  se  présentera  sous  la  forme  d'une  fonction  de 
Pfaff.  Donc  tout  déterminant  peut  se  ramener  à  cette  forme. 
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JOURNAL  DE  Mathématiques  élémentaires  (i). 
Tome  III;  1879. 

Morel  {A.).  —  Théorie  des  axes  radicaux.  (Suite  et  fin.)  (3-8). 

Les  cercles  isogonaux  à  trois  cercles  fixes  ont  même  axe  radical.  —  Théo- 
rèmes de  Hart  et  de  Casey  :  condition  que  doivent  remplir  quatre  cercles  pour 
«Hre  tangents  à  un  cinquième,  A,  B,  G,  D  étant  les  points  de  contact. 

AB       CD     _^    AD        BC     ^     AC        BD     _ 

Le  rapport  des  distances  circulaires  d'un  point  à  deux  cercles  se  conserve 
dans  l'inversion.  —  L'inverse  d'une  anallagmatique  est  une  anallagmatique.  — 
Condition  de  possibilité  de  la  construction,  entre  deux  cercles  dont  l'un  est  inté- 
rieur à  l'autre,  d'une  couronne  de  cercles  tangents  aux  deux  cercles  donnés  et 
chacun  à  ses  deux  voisins  :  a,  b,  c,  rayons  et  distance  des  centres;  la  condition 
pour  qu'une  couronne  de  n  cercles  entoure  h  fois  le  cercle  intérieur  est 

.    ,  Ax         (a  —  b)"^ —  c- 
sin^ =  -, TTiï — —.  • 

Kliszowski.  —  Note  sur  le  second  degré.  (9-1 3). 

Méthode  pour  vérifier  si  les  racines  réelles  sont  comprises  entre  des  limites 
(juc  leur  impose  la  nature  de. la  question. 

Malloisel.  —  Note  de  Géométrie.  (iS-i^). 

Définition  des  coniques  par  le  foyer  et  la  directrice,  cette  dernière  considérée 
comme  la  polaire  du  premier. 

Dostor  {Georges).  —  Propriétés  des  nombres,  (iy-21). 

Si  l'on  partage  la  suite  des  nombres  impairs  par  groupes  successifs  de 
I,  2,  3,  ...,  n  nombres,  la  somme  des  termes  d'un  groupe  est  égale  au  cube  du 
nombre  de  ses  termes.  —  Dans  toute  progression  arithmétique  à  raison  impaire 
on  peut  toujours  trouver  un  nombre  impair,  n=  2/>-f-i,  de  termes  consécu- 
tifs dont  la  somme  soit  égale  à  une  puissance  entière  donnée  de  n.  (L'énoncé 
est  trop  général;  il  faut  dire  :  on  peut  toujours  trouver  des  progressions  arith- 
métiques, dans  lesquelles,  etc.) 

Lejnoine  {Emile).  —  Note  sur  un  problème  classique.  (21-22). 

Le  problème  «  construire   une  circonférence  passant  par  deux  points  donnés 


(')    Voir  la  Note,  page  7:2. 

(^)  La  formule  gagnerait  à  être  écrite  en  observant  lOrdre  de  permutation 
tournante  entre  h's  lettres;  nous  avons  fréquemment  constaté  cette  imperfec- 
tion, d'niic  ceitaine  importance,  surtout  dans  un  jcuunal  d'cdacalion.  L. 
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et,  lanf^mtc  à  une  droilc  donnée  »,  lial)iLuellenienL  |)r('-s<;nL('  (:f)rnnic  exercice  sur 
le  Jll"  Livre  de  Géoniélrie,  se  résout  j)ur  les  deux  premiers  Livres. 

Morel{A.).  —  Note  de  Géométrie.  (2-1-24). 

Ocagne  {Maurice  d'),  —  Note  sur  la  parabole.  (3.">-36). 

Morel (A.).  —  Note  de  Trigonométrie.  (36-43). 

Relations  entre  les  erreurs  des  données  et  celles  des  résultats  ('). 

Ocagne  (Maii/'ice  cU).  —  Note  sur  la  divisibilité.  (43-4^). 

Ocagne    {Maurice    cV).    —   Théorie    de    l'incommensurabilité. 
(65-70,97-104). 

Définition  de  la  linnite.  —  Condition  d'existence  d'une  limite  pour  une  quan- 
tité variable.  —  Plus  grande  commune  mesure.  —  Définition  de  l'incommensu- 
rabilité. —  Nombres  incommensurables. 

Racines  carrées  incommensurables.  —  Calcul  des  nombres  incommensurables. 
—  Grandeurs  géométriques  incommensurables.  Exemple  de  la  diagonale  du 
carré,  développée  géométriquement  en  fraction  continue  : 

d  d  —  c  c  I  I 

a  =  —  =  I  H =  I  H — ; =  I  -\ =1+  =  I  H 

C  c  d  -^  c  1  4-  a  I 


Pillet.  —  Éléments  de  la  théorie  du  lavis.  (70-79,  io5-i  i3,  iji- 
i55,  172-177,  212-217,  244-249.) 

Généralités.  Le  lavis  a  pour  but  d'étudier  et  de  rendre,  à  l'aide  de  couleurs, 
les  différences  d'éclat  ou  de  couleur  que  présentent  les  corps  suivant  leurs  posi- 
tions relativement  à  la  source  de  lumièie  et  au  spectateur. — Principe  des  orien- 
tations. —  Poli  et  dépoli.  —  Un  plan  dépoli  se  conduit  comme  s'il  avait  une 
lumière  propre.  —  Loi  du  cosinus  d'incidence.  —  Joignes  d'égal  éclairement  ou 
d'égal  éclat.  —  Rayons  de  reflets.  —  f^cs  rayons  atmosphériques  produisent 
l'ed'et  d'un  soleil  plus  pâle,  symétrique  du  soleil  vrai.  —  Les  surfaces  dans 
l'ombre  sont  d'autant  plus  noires  qu'elles  reçoivent  moins  de  rayons  indirects. 
—  L'ombre  propre  d'un  corps  décroit  de  la  ligne  d'ombre  au  rayon  vcMleur  nor- 
mal. —  Lignes  d'égale  teinte  sur  une  sphère  dépolie.  —  La  ligne  la  |)lus  claire 
est  voisine  du  contour  apparent. 

Corps  polis,  c'est-à-dire  réfléchissant  spéculairemcnt  les  rayons  lumineux.  — 
Aspect  d'un  plan,  d'une  sphère  polie.  —  l*oint  brillant  correspondant  à  chacjue 


(  '  )  Les  rédacteurs  d'un  journal  pour  les  élèves  ne  sauraient  trop  insister  sur  les 
questions  de  ce  genre,  malheureusement  trop  négligées  par  beaucoup  de  profes- 
seurs. Il  est  très  fréquent,  en  effet,  de  voir,  sous  le  vain  prétexte  de  les  »<  exer- 
cer au  calcul  »,  demander  aux  élèves  de  déterminer  des  résultats  avec  une  e\a- 
géi'ation  «  absurde  »  d'approximation.  On  fausse  ainsi  leur  jugement,  sans 
grand  profit  pour  leur  habileté  dans  la  manipulation  des  chiffres.  !.. 
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direclioii  de  rayons  lumineux.  —  La  lumière  diffuse  revient  à  des  rayons  paral- 
lèles venant  de  toutes  les  directions,  —  Lignes  d'égale  teinte,  l'intensité  des 
rayons  variant  avec  l'incidence.  Elles  sont  les  intersections  de  la  sphère  et  des 
cônes  du  second  ordre.  —  Corps  mi-polis.  Echelle  de  teintes.  Conventions. 

Tons  simples  et  purs  (jaune,  rouge,  bleu).  —  Tons  simples,  rabattus,  composites 
du  premier,  du  deuxième  et  du  troisième  ordre.  —  Couleurs  complémentaires.— 
Teintes  conventionnelles.  —  Lavis  en  camaïeu.  —  Couleur  des  objets.  —  Satura-' 
tion;  sur  et  sous-saturation;  orientation  correspondante. 

Transparence  et  intensité  d'une  teinte.  Règles  pratiques, 

Principe  des  distances.  —  Différents  plans.  —  L'effet  des  distances  est  de  di- 
minuer l'éclat  relatif  des  objets  éloignés  par  suite  de  la  lumière  réfléchie  par 
l'atmosphère,  et  en  second  lieu  de  colorer  de  bleu  la  couleur  propre  de  l'objet. 

—  Manière  de  rendre  en  camaïeu,  à  l'encre  de  Chine,  les  effets  de    la   distance. 

—  Règle  générale,  prendre  le  ton  des  lointains  comme  base.  —  Effets  de  con- 
traste et  d'irridiation.  —  Dans  le  dessin  on  exagère  ces  effets. 

Reflets.  —  Rayon  terrestre  principal. —  Rayon  aéro-terrestre  principal  incliné 
à  ^0°,  de  droite  à  gauche  et  de  bas  en  haut.  —  Contre-ombres.  —  Lavis  pra- 
tique. —  Teinte  générale  du  ton;  teinte  d'ébauche  sur  les  ombres  propres  ou 
portées,  dégradée  de  haut  en  bas;  modelé  des  moulures  considérées  comme  corps 
dépolis;  lavis  des  surfaces  planes,  avec  une  teinte  égale  à  celle  des  éléments  pa- 
rallèles des  moulures,  mais  placées  en  réserve,  c'est-à-dire  en  ménageant  les 
filets  de  reflets  sur  les  arêtes  regardant  le  rayon  aéro-terrestre.—  Contie-ombres 
et  retouches. 

Combler.  — Nule  de  Géométrie.  (^9-81,  120-126,  129-136). 

L'auteur,  après  avoir,  par  un  calcul  trigonométrique  assez  compliqué,  résolu 
le  problème  :  «  Construii'e  un  triangle  de  forme  donnée  dont  les  sommets  s'ap- 
puient sur  trois  circonférences  concentriques  données  »,  en  donne  une  solution 
géométrique  simple;  mais,  s'étant  proposé  de  donner  un  exemple  de  l'aide  que 
le  calcul  peut  prêter  à  la  Géométrie,  il  a  soin  d'observer  qu'il  n'a  été  conduit  à 
la  solution  géométrique  que  par  la  construction  graphique  de  la  solution  trigo- 
nométrique  (  '  ). 

Siiter  (Ilen/'i).  —  Histoire    des    Mathématiques.    (Suite.).   (82- 

87). 

Philosophie  d'Aristote  (38'|  av.  J.-C).  —  Arrêt  dans  les  progrès  des  Mathéma- 
tiques. 

Beriiic}-  {F.).  —  Formide  d'approximation  pour  la  racine  carrée. 

(i  i4-i  17). 

'.      .                  1                       1  '       I       'xf  1                 .•         '^                2a  (N  —  a-) 
a  étant    une    valeur   approchée   de  t  ^7  la  correction  1  N  ^^  a -^  — ^r — ^-z— 

ne  laisse  subsister  qu'une  erreur  au  plus  égale  à  quatre  unités  de  l'ordre  déci- 
mal double  de  celui  du  dernier  chiffre  de  a. 


(')    L'argument  est  spécieux,  et  l'exemple  n'est   sans   doute    pas  des    m[eux 
choisis;    car   «  pourquoi  »  la    solution    géométrique,    d'ailleurs    fort    ancienne. 
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Mo/-el(A.).  —  Question  d'examen,  (i  i  j-i  i()). 

Lenioine  {E.).  —  Note  sur  un  théorème  d'Ailtlimétique.  (119). 
L'égalité  en  nombres  entiers  o;^  rt-  2X  =  /f*  entraîne  x^  vz'k  —  {x  ±  3,y  -r-  a'. 

Motel  {A-}'  —  Note  sur  la  divisibilité.  (137-142). 

Caractères  de  divisibilité  par  tout  nonnbre  prennier  inférieur  à  100. 

Morel (A.).  —  Note  de  Géométrie  descriptive.  (i42-i4-^)- 

l^e  centre  du  cercle  de  base  d'un  cône  droit  est  foyer  de  la  projection  de  toute 
section  plane. 

Lecoq  (II.). —  Note  de  Mécanique  et  de  Géométrie.  (161-167). 

Construction  du  rayon  de  courbure  de  l'ellipse,  au  moyen  du  point  correspon- 
dant sur  le  cercle  concentrique  de  rayon  a  -f-  6.  Du  point  M  décrire  un  cercle 
passant  au  point  correspondant  C  du  cercle  précité,  et  construire  son  intersec- 
tion I  avec  le  diamètre  conjugué  de  OM.  La  perpendiculaire,  élevée  de  I  sur  la 
droite  MI,  passe  au  centre  de  courbure  de  l'ellipse  au  point  M. 

Morel    (A.y    —   Variation    du    trinôme    ax'' -\- bx- -\- c  (167- 

171). 

Morel  (A.).  —  Note  sur  le  triangle.  (177-182,  202-207,  233-239, 
268-274,  298-303,  329-336,  359-363). 

Formules  nouvelles  du  Rév.  James  Booth  (traduit  de  l'anglais).  Un  triangle 
ABC,  de  surface  A  =  pr,  étant  donné,  notations  adoptées  :  r,  r',  r",  r'"  ;  w,  £l,  Çl',  Q." 
(mauvais.  Pourquoi  pas  Si',  Q.",  ^"'?)  rayons  et  centres  des  cercles  inscrits  et 
exinscrits;  R  et  0,  du  cercle  circonscrit.  —  Cercle  orthocentrique,  ou  des  neuf 
points,  circonscrit  au  triangle  orthocentrique,  passant  par  les  pieds  des  hauteurs; 
p  et  H,  rayon  et  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  orthocentrique 

'•'"  V), 


4R 

-h  r  = 

=    /• 

-f-  i 

I 

-+- 

I 

7"' 

-H 

I 

A'-i 


enfin,  h',  h",  h'"  désignant  les  hauteurs,  et  q',  q",  q'"  les  distances  de  O  aux  côtés 
du  triangle, 


croyons-nous,  n'aurait-clle  pas  précédé,  plutôt  que  suivi,  sa  compagne,  de  la- 
quelle elle  n'est  en  somme  dans  aucune  dépendance  forcée?  Ce  n'est  qu'une  ap- 
plication des  plus  élémentaires  de  la  théorie  des  figures  semblables  d'orienta- 
tion variable  avec  le  module,  ou  de  la  «  rotation  avec  épanouissement  ».       L. 

(')  Cette  formule  devrait  s'écrire  :  4R  =  ^'■■.   far  le  signe  de  /•  est  contraire 
à  ceux  de  r',  r",  /•'",  en  bonnes  notations. 
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Formules  de  J.  Boolli  : 

/•        /•         /'  /• 


A  =  pr  =  sjvr'v'r'",     q'  +  q" 4-  q'"  =  R  +  r. 

;-2  +  />2  — 4R2 


cosA  cosB  H-  cosB  cosC  cosC  cosA  = 


4R^ 


\         B        C 
sinA  +  sinB  +  sinC  =  4  cos-  cos—  cos— 

2  2  2 


Si  6',  6",  ô'"  sont  les  surfaces  des  triangles  ajaut  les    côtés   pour    bases   et   leur 
sommet  à  rorthoccntre,  et  ■;:',  ti",  t:'"  les  distances  de  rorthocentre  aux  côtés, 

•::  H-  TT  +  t:    =  • t. 1 

■2  l\ 

h  +  h'^h"—  {tJ+tJ'-^tJ")  =  2(R  +  /-). 

Soient  x,  x^;  y,y^',  z,  z^  les  côtés  des  carrés   inscrits  et   exinscrits,  s'appuyant 
sur  l'un  des  côtés 

I  I  I  I  I  I  /t  1  l\2 

Morel  {A.).  —  Ecole  spéciale  militaire.  Concours  de  1879.  (182- 
r88). 

Lionnet.  —  Limite  de  l'erreur  commise  en  remplaçant  la  cir- 
conférence, ou  le  périmètre  d'un  polygone  régulier  circonscrit, 
par  celui  d'un  polygone  inscrit  semblable  au  premier.  (193-197). 

Launoy.  — Note  de  Géométrie  sur  la  normale  à  l'ellipse.  (197- 

202). 

Kœhler.  —  Théorie  des  centres  des  moyennes  harmoniques.  (223- 
229,  207-263,  289-293,  321-329,  354-359). 

Histori(|ue.  —  Maclaurin;  Poncelet;  de  Jonquières. —  Cremona,  et  les  centres 
harmoniques  des  divers  ordres. 

Refile  des  signes. —  Proportion  harmonique,  ou  rapport  anharmonique  = — i; 
Faisceau  harmonique.  —  Polaire  d'un  point  par  rapport  au  système  de  deux 
droites,  droite  lieu  du  conjugué  harinoni([uc  du  point,  par  rapport  à  leurs  in- 
tersections par  les  rayons  qui  pivotent  autour  du  point. 

Progression  ou  échelle  harmonique,  perspective  de  divisions  successives  égales 
sur  une  droite  parallèle  à  la  droite  (jui  joint  l'œil  au  point  origine  des  seg- 
ujcnts.  On  a 


1            I 

I           I 

I 

I 

pa       pb 

pb       pc 

"  y>t- 

pd 

(')  Celle  formule  sérail  mieux  sous  la  forme    >    -  ■=  o. 
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(lonsli'UcLioii  (le  l'oiirclcl  (l'iiiic  éclii'llc  liiii'iiii)tii(|iii-.  |)iii-  r;i|)|)<)i'l   à    un    point    i*l 
à  un  S(;i;Mi(;nt  déU-iininé. 

Centre  des  moyennes  harnnoni(jues  d'un  système  de  points  en  ligne  dioile;  il 
est  perspeetive  du  centre  des  moyennes  distances  de  points  (;n  ligne  droit*;,  h; 
point  origine;  étant  le  point  de  fuite  de  la  droite  sur  la(|uell(;  sont  prises  les 
moyennes  distances;  q  étant  centre  des  inoyennes  harmoni(iues  de/?,  on  a 

-ÎL  —   V    ' 

pq         JJ'WÀ  pa 

Le  même  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  groupe  de  n  points  corres- 
pond à  n  —  I  pôles  différents.  —  Centre  des  moyennes  harmoniques  de  points 
(Ml  ligne  droite  aflectés  de  coefficients  (poids). —  Si  les  n  points  sont  les  inter- 
sections de  n  droites  fixes  par  le  rayon  mobile  d'un  faisceau  de  centre  F,  le  lieu 
du  centre  harmonique  relatif  à  P  des  intersections,  affectées  de  poids  fixes 
pour  chaque  droite,  est  une  droite,  polaire  rectiligne  de  P.  —  Le  point  d'inter- 
section de  l'une  des  droites  par  la  polaire  rectiligne  de  P  par  rapport  aux 
(/i  —  i)  autres  appartient  à  la  polaire  rectiligne  de  P  par  rapport  aux  n  droites 
(Cayley). —  Les  droites  qui  joignent  respectivement  les  points  d'intersection 
des  trois  côtés  d'un  triangle,  par  une  transversale,  à  leurs  conjugués  par  rap- 
port aux  sommets,  sont  concourantes. 

Centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points  dans  un  plan  ou 
point  fixe  par  lequel  passe  constamment  l'axe  des  moyennes  harmoniques  par 
rapport  au  faisceau  des  rayons  allant  à  ces  points,  lorsque  le  sommet  du  fai- 
sceau décrit  la  droite  origine. 

Centres  harmoni((ues  des  divers  ordres. — Les  rapports  des  distances  du  pôle  et 
du  centre  harmoni(juc  du  r'èine  ordre  (par  rapport  au  système  de  points  situés 
avec  eux  sur  la  même  droite)  au  même  point  du  système  étant  tous  formés  et 
combinés,  /■  à  /•,  de  toutes  les  manières  possibles  par  multiplication,  la  somme 
des  produits  obtenus  est  nulle.  —  Le  pôle  p,  pour  le(iucl  le  point  q  est  centre 
harmonique  du  second  ordre,  par  rapport  à  trois  points,  est  lui-même  le  centre 
du  premier  ordre  du  même  système  par  rapport  au  centre  q,  pris  pour  pôle. — 
Le  nombre  des  centres  est  égal  à  l'ordre.  —  Si  ^i  et  q.,  sont  les  centres  du  se- 
cond ordre  de  {a,  b,  c)  par  rapport  au  pôle  p,  le  centre  du  premier  ordre  Q  du 
système  (q^,  q.^)  par  rapport  à  p  est  en  même  temps  le  centre  liarmonique  de 
(a,  b,  c)  par  rapport  au  même  pôle/?.  —  Si  [q^^q-i)  {q"i^çI)  sont  respectivement 
les  centres  harmoniques  de  {a,  b,  c)  pour  deux  pôles  différents/?  et/?',  ces  deux 
points  auront  même  conjugué  harmoni([ue  par  rapport  aux  deux  couples  de 
centres  harmoni<jucs  du  second  ordre.  —  Les  centres  harmonicjues  du  second 
ordre  de  tous  les  points  de  la  droite  abc,  par  rapport  au  même  système  (abc), 
forment  une  involution  quadiatique.  —  Ces  propriétés  sont  projectives. 

Construction  des  centres  harmoniques  du  second  ordre  d'un  système  de  trois 
points.  Le  cas  du  pôle  à  l'infini  se  résout  immédiatement,  comme  représentant 
les  racines  de  l'équation  3\^  —  2S,X  -H  S.,  =  o.  Le  cas  général  s'en  déduit. 

Polaire  rectiligne  et  conique  d'un  point  par  rapport  à  un  triangle.  —  Le  lieu 
des  centres  harmoniques  du  second  ordre  des  intersections  dcvs  trois  côtés  du 
triangle  par  les  transversales  issues  d'un  pôle /?  est  une  conique  circonscrite 
au  triangle,  polaire  conique  de  /?.  —  La  polaire  rectiligne  du  point,  par  rap- 
port aux  côtés  du  triangle,  est  en  même  temps  sa  polaire  par  rapport  à  la  po- 
laire conique.  —  Le  lieu  des  points  dont  les  polaires  rt>ctilignes  passent  en  p 
est  la  polaire  conique  de  p.  cl  le  lieu  des  points  dont  la    polaire    conique  passe 
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en  q  est  la  polaire  rectiligne  de  q.  —  Les  polaires  coniques  de  points  en  ligne 
droite  concourent  en  un  point  dont  la  droite  est  polaire  du  second  ordre.  — 
Toutes  les  droites  qui  passent  par  un  point  ont  leurs  pôles  sur  la  polaire  co- 
nique du  point.  —  La  tangente  à  la  polaire  conique  du  point  p,  menée  par  le 
sommet  A,  est  le  rayon  conjugué  harmonique  de  kp  par  rapport  aux  côtés  AB, 
AC.  —  Les  points  situés  sur  les  côtés  du  triangle  ont  deux  droites  pour  polaire 
conique  (dont  le  côté  lui-même).  —  La  polaire  conique  du  centre  de  gravité  est 
une  ellipse  circonscrite  ayant  son  centre  en  ce  point.  —  Le  pôle  du  cercle  cir- 
conscrit est  le  point  de  concours  des  droites  allant  des  sommets  aux  points  qui 
divisent  les  côtés  opposés  en  raison  directe  des  carrés  des  côtés  adjacents.  — 
Le  lieu  des  points  dont  les  polaires  sont  des  paraboles  est  une  ellipse,  tangente 
aux  trois  côtés  en  leurs  milieux.  —  Celui  dont  les  polaires  sont  des  hyperboles 
équilatères  est  une  droite,  polaire  du  point  de  concours  des  hauteurs. 

Cochez  {€.).  — Note  d'Algèbre.  (23o-232). 

Maximum  et  minimum  de  la  fraction  homogène  du  second  ordre. 

Triangles  inscrits  dans  un  cercle  et  circonscrits  à  un  autre.  O,  R,  centre  et 
rayon  du  cercle  circonscrit;  w,  r,  du  cercle  inscrit;  D  =  Ow;  D',  D",  D'",  mêmes 
distances  pour  les  cercles  de  contact  exinscrits,  . 

D2  +  D'^  +  D"2  +  D"'2  =  i2R2; 

d  et  S,  distances  de  O  au  pôle  et  à  la  polaire  communs  aux  deux  cercles. 

(D4-o)t^  =  R2,     (rf  — D)5  =  r='. 

Cercle  orthocentrique,  A',  B',  C,  ou  T' 

Tii'=:  AacosA  cosB  cosC. 

Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  de  T  sur  les  côtés  de  T'  passent 
en  O.  —  H  est  le  centre  du  cercle  inscrit  à  T', 

1  =  i-,     OH2  =  (3R)'-(a"^-4-62_^c2),     AH^  +  BH^ -i- CH^  -  OH^  =  3R^ 
K  A 

p',  p",  p'",  rayons  des  cercles  exinscrits  au  triangle  orthocentrique  :  soit 

«2  -4-   ^2  +   C^ 


p2 

p:»  — 4R2 

P=         2R        ' 

,       P"^  —  «2 

P==        2R 

On  a  encore 

2 


P-—  2R' 

p  +  p'-Hp"4-p"'=  j^—    ('). 


^'*  +  ^"2  +  ^'"2  =   R(R_p). 

3SD^  =:4Sa2^-40H^ 
i6R2  =  Lr'^  +  SaS 
\7  a  Sa        , 

Hw2  =  4R2  — SR/'-f-Sa^  — £a^ 
H  (0^  -f-  S  H  a*  =  S  D^  +  4  OH'. 


(')  Même    observation    que    ci-desj^ns;    le    signe   de  p  doit,  logiquement,  i^tre 


L>islunrc  du  cenlie  de  j,'ravilc  K  aux  coiilros  d(.'s  (;ei"(:les  étudiés 

w  K'  =  ^  V  «'  +  ^  V  ab  -h  /•%     o>  K'^  +  V  il  K'^  ^  ,6  K^  _  i  V  a'  ; 

0K2   ^  W    '  —,      OFI  =  3  0K. 

9 

La  somme  des  carrés  des  douze  droites  qui  joignent  les  sommets  aux  points 
de  contact  des  cercles  sur  les  côtés  opposés  est  quintuple  de  celle  des  carrés 
des  côtés.  —  Celle  des  carrés  des  douze  distances  des  milieux  des  côtés  aux 
centres  des  cercles  de  contact,  augmentée  de  celle  des  côtés,  est  égale  à  douze 
fois  le  carré  du  cercle  circonscrit.  —  La  somme  des  aires  des  quatre  triangles 
formes  en  joignant  trois  par  trois  les  points  de  contact  est  constante  et  égale 
au  double  de  l'aire  du  triangle.  —  Valeurs  des  côtés,  angles  et  surface  des 
triangles  excentraux  iii2'ii",  i2io£2',  etc. 

ilil''  =  {r'-^r"f  +  hK 

Les  puissances  des  centres  des  cercles  de  contact,  par  rapport  à  tout  cercle 
passant  au  centre  du  cercle  circonscrit,  ont  une  somme  constante,  triple  du 
carré  du  diamètre  de  ce  dernier.  —  Si  l'on  forme  successivement  les  triangles 
excentraux  d'un  triangle,  de  son  excentrai,  et  ainsi  de  suite,  la  forme  du 
triangle  a  pour  limite  l'égalité  des  trois  angles.  —  Un  quelconque  des  quatre 
centres  des  cercles  de  contact  est  l'orthocentre  du  triangle  des  trois  autres.  — 
Le  cercle  des  neuf  points  bissecte  tous  les  rayons  vecteurs  menés  de  l'un  des 
centres  de  contact  à  la  circonférence  des  trois  autres. —  Les  droites  qui  joignent 
les  centres  Q.  aux  milieux  des  côtés  opposés  du  triangle  sont  concourants.  — 
Cercles  radicaux  d'un  triangle  ayant  pour  diamètre  l'une  des  six  distances  des 
centres  des  cercles  de  contact.  —  Les  six  axes  radicaux  des  cercles  de  contact, 
pris  deux  à  deux,  se  coupent  à  angle  droit  au  milieu  des  côtés  du  triangle  et 
sont  parallèles  aux  côtés  du  triangle  excentral  principal  Q.Çi'Çl". 

Le  cercle  des  neuf  points  est  tangent  aux  trois  cercles  de  contact.  ^-  La 
somme  des  distances  de  son  centre  aux  quatre  centres  de  ceux-ci  est  égale  à 
six  fois  le  rayon  du  cercle  circonscrit.  —  La  somme  des  carrés  des  distances  du 
centre  du  cercle  circonscrit  aux  centres  des  cercles  de  contact  est  égale  au  pro- 
duit de  son  diamètre  par  la  somme  des  distances,  aux  mêmes  points,  du  centre 
du  cercle  des  neuf  points. 

Dostor  (^Georges).  —  Sommation  directe  et  élémentaire  des  cinq 
premières  puissances  des  n  premiers  nombres,  naturels  ou  im- 
pairs. (239-243). 
.i>a  formule  de  récurrence 

«'  :=■-  A„  -  A„_,     o.i     A„  =  -^ '- 

donne  S /i^.  On  obtient  aussi 

—  ==  3 '      M-^-0^-  3—- 


pris  contraire  de  celui  de  p',  p",  o'".  En  observant  cette  règle,  on  obtient  l'expres- 
sion beaucoup  plus  simple 
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De  même 


n'  =  B..  —  B..  ,     où     B„  = 


/?M^  +  0'      (-'?')* 


S(2/i  —  l)^  =  71^{2JI^  —  l). 


[";?  +(/i+i)"[ 


Thual.  —  Note  d'Algèbre.  (9.51-202). 


Transformation  de  \a  ±  \^ b  en  \i x  ±  \[y. 

Dostor  [Georges).  —  Sommation  directe  et  élémentaire  des  cinq 
premières  puissances  des  n  premiers  nombres,  naturels  ou  im- 
pairs. (Suite).  (263-267). 

Posant  D„  =  — ^ >  on  voit  que  rv"  =  D„  —  D„_,,  d  ou 

\  /^*  =  D„  =  ^  n"^  ^ >       2,{.^n  —\Y  =  -/i'(i6«^  —  20/i'  +  7). 

[^{ZjiY  =  31:71'  -h -L/iK 

Ocagne  {Maurice  cV),  —  Note  sur  la  soustraction  des  fractions. 

(270-276). 

Morel{A.).  —  Note  d'Algèbre.  (294-297). 

Quelques  expressions  sur  les  nombres  figurés  de  Pascal  et  de  Fermât. —  Théo- 
rème de  Goldbach  :  dans  la  fraction -t-tt>  si  l'on  donne  à  ;?i  et  o  toutes 

les  valeurs  positives  entières,  la  somme  de    toutes    ces    fractions    a  pour  limite 
l'unité. 

Ocagne  {Maurice  d').  —  Sur  le  minimum  d'une  expression  algé- 
brique à  plusieurs  variables.  (3o4-3o8). 

Recherche  élé:mentaire  du  minimum  de  la  somme  des  carrés  de  m  fonctions 
linéaires  à  m  —  i  variables. 

Kœnigs.  —  Note  de  Géométrie.  (3o8-3io). 

Tout  triangle  autopolaire  (vulg.  conjugué)  par  rapport  à  une  conique  est 
inscrit  à  un  cercle  dont  la  puissance  par  rapport  au  contre  de  la  conique  est 
(rt^-l-/>2).  —  Théorème  analogue  dans  l'espace. 

Malloisel  (/?.).  —  Note  de  Géométrie,  sur  le  quadrilatère  inscrit 
dans  un  cercle  et  circonscrit  à  un  autre.  (365-369). 

F. es  cordes  de  contact  des  <  ôlés  opposés  se  coupent  à  angle  droit,  en  un  point 
constant  pour  tous    les    (piadrilatèrcs,  en  nombre^  infini  loistpiil  \   en    a  un.   F„i 
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condition  de  possibilité  est 

(rf^  — R')2  =  2r'(n^  -  f/')     (•). 

Ocagnc  {Maurice  d').  —  Théorème  sur  le  trapèze.  {?>'JO-?>-'a). 

L'auteur,  construisant  par  des  parallèles  aux  côtés  une  série  de  trapèzes  sem- 
blables au  premier,  leur  trouve  des  propriétés  qu'il  suppose  «  nouvcdlcs  »,  Mal- 
lieureusemcnt  il  oublie  de  rcmarcjuer  ([ue  tout  est  évident  et  (pn*  le  point  de 
concours  des  diagonales  est  le  (centre  de  similitude  de  tontes  ces  figtires  succes- 
sives.—  Les  rédacteurs  du  journal  auraient  dû,  au  li(;u  (Tinsérer  ce  petit  travail 
d'un  élève,  excellent  d'ailleurs,  mais  qui  a  eu  un  moment  d'oubli,  lui  en  faire 
l'observation. 

Kœnigs  (G.).  —  Note  de  Géométrie.  (372-3-4). 

La  médiane  d'un  triangle  est  perpendiculaire  à  la  droite  (pii  jf)int  le  point  de 
concours  des  hauteurs  au  point  où  la  base  est  coupée  par  la  droite  qui  joint  les 
pieds  des  liauteurs  correspondant  aux  côtés.  —  La  polaire  récipro(jue  d'une 
conique,  par  rapport  au  cercle  d'où  elle  est  aperçue  sous  un  angle  droit,  est  le 
lieu  des  points  dont  les  deux  tangentes  et  la  polaire  forment  un  triangle  dont 
les  hauteurs  se  coupent  sur  la  conique. 

Gino-Loria.  —  Note  sur  un  problème  classique  de  Géométrie. 
(374). 

Pour  construire  sur  une  corde  m  un  segment  capable  de  l'angle  A,  inscrire 
arbitrairement  entre  les  côtés  de  l'angle  une  base  de  longueur  m;  construire  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  formé;  le  transporter  sur  la  corde  donnée.  —  La 
solution  est  plus  simple  que  celle  que  donnent  les  traites  élémentaires.  —  Mais 
nous  ne  partageons  pas  l'avis  du  rédacteur  qui  ajoute  que  l'indétermination  du 
triangle  arbitraire  permet,  en  le  prenant  voisin  du  triangle  rectangle,  d'augmen- 
ter la  précision  de  la  détermination  graphique  du  rayon.  C'est  certainement  un 
lapsus,  car  la  condition  choisie  serait  au  contraire  la  plus  défectueuse  possible. 

Bibliographie.  62. 

CoiiuESPONDANCE.  32,  53,  ()4->  128,  352,  353. 

Questions  proposées.  (N"''  141  à  !20o),  3i,  (io,  90,  128,  iSq,  19?., 
223,  288,  319,  35o,  324- 

CojvcouRs  POUR  LES  Ecoles.  182,  252,  253,  280-283. 


(')  Pourquoi  n'avoir  pas  donné  la  signification  géomélri([ue  de  celle  condi- 
tion? Si  l'on  joint  le  centre  O'  du  cercle  inscrit  au  point  C  du  cercle  circonscrit, 
extrémité  du  rayon  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres,  le  segment  O'I)  com- 
pris dans  le  prolongement  en  arrière  de  cette  droite,  entre  O'  et  la  circonfé- 
rence circonscrite,  est  égal  au  côté  du  carré  inscrit  dans  la  circonférence 
inscrite.  Pour({uoi  aussi  ne  pas  rci)réscnter  |)ar  un  cairt'  {'x-  au  lieu  de  [i)  l'in- 
dice de  transformai  ion  ?  Clic/  un  professeur  ces  nu;inc(^s  oui  leur  importance. 

L. 
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Concours  gé.néraux.  24,  ^5,    i46-i5o^  279. 

ExA.MENS    DIVERS.    249,    ^^4'    ^7^5   34^5   ^^7- 

Concours   académiques.    87,    188,   207-211,  sSo,   256,   3io,   3-5, 
376. 

Baccalauréat  ES  sciences.  26,  28,  48,  89,90,  i56,  217,311,  3i2, 
337,  339. 

Questions  résolues.  9,  29,  5o-6o,  9T-95,  126,  189-193,  218-222, 

283-288,  3i3-3i9,  34t-35o,  377-383. 

L. 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  élémentaires  et  spéciales,  publié  sous  la 
direction  de  MM.  Bourget  et  Koehler. 

Tome  IV;  1880  (»). 

Dostor  (G.).  —  Nombres  relatifs  des  polygones  réguliers  de  7i 
et  de  Q.n  côtés,  suivant  que  7i  est  un  nombre  impair  ou  un 
nombre  pair.  —  Polygones  réguliers  correspondants.  —  Poly- 
gones réguliers  étoiles.  (3-8). 

Le  second  de  ces  nombres  est  égal  ou  double  du  premier,  suivant  que  n  est 
impair  ou  pair.  —  A  chaque  polygone  de  n  (impair)  côtés  correspond  un  poly- 
gone de  1  n  côtés,  les  espèces  étant  p  et  n  —  2/7,  et  les  côtés  cordes  supplémen- 
taires du  cercle  circonscrit.  —  Si  n  est  pair,  à  chacun  des  polygones  de  n  côtés 


(')  A  partir  de  1880,  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  dirigé  par 
MM.  Bourget  et  Kœhler,  a  élargi  son  cadre,  pour  admettre  désormais  les  ques- 
tions de  Mathématiques  spéciales,  et  s'adresser,  sans  distinction,  à  tous  les  can- 
didats aux  écoles  du  gouvernement.  Le  sous-titre  des  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  semblerait  indiquer  que  les  questions  nouvelles  que  renfermera 
le  journal  dont  nous  nous  occupons  avaient  déjà  leur  organe  de  publicité;  tou- 
tefois il  y  a  lieu  de  remarquer  que  les  Nouvelles  Annales  n'ont  jamais  été,  à 
proprement  parler,  un  journal  d'élèves.  Un  bien  petit  nombre  des  candidats  aux 
Ecoles  Polytechnique  et  Normale,  généralement  d'un  instinct  mathématique  pré- 
coce, et  fort  en  dehors  des  aptitudes  qui  se  développent  dans  un  cours,  suivaient 
avec  fruit  cette  publication,  et  y  mêlaient  leurs  noms  à  ceux  de  mathéma- 
ticiens déjà  classés.  11  y  avait  donc  une  lacune  à  combler,  et,  si  le  rôle  du  Jour- 
nal de  Mathématiques  élémentaires  et  spéciales  est  plus  modeste,  il  n'en  peut 
être  (jue  plus  utile;  aussi  nous  pouvons  désormais  étendre  à  tous  les  étudiants 
en  MallKMviatiques  ce  que  nous  disions  à  son  sujet,  dans  un  précédent  compte 
l'crulu,  (le  son   itiflucncc  sur  les  (Hudcs  des  élèves  des  classes  ébruentaires.       L. 
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(l'espère  /?,  correspondent  deux  polyf,'ones  de  9.  n  côtés,  d'espèces  p  et  //  -  p,  que 
l'on  considère  comme  conjuf^ués,  et  qui  ont  j)our  cùtès  des  coi-des  su{jplénieii- 
taires  du  cercle  circonscrit. —  I^e  côté  dun  polygone  régulier  d'un  nombre  pair 
de  côtés  est  quatrième  proportionnelle  au  rayon  du  cercle  rirronscrit,  et  aux 
côtés  des  deux  polygones  réguliers  conjugués  d'un  nombre  double  de  côtés, 
inscrits  dans  le  même  cercle. 

Dostor  {G.).  —  Formules  sur  les  bissectrices  des  angles  intc- 
rieiirs  et  extérieurs  au  triangle.  (20-23). 

Kœhler. — Théorie  des  centres  des  moyennes  harmoniques.  (Suite 
et  fin.).  (29-3^). 

Pôles  et  polaires  dans  les  courbes  du  troisième  ordre.  —  Si  la  cubique  se  dé- 
compose en  une  conique  et  une  droite,  la  polaire  conique  d'un  point  se  décom- 
pose en  la  polaire  du  point  par  rapport  à  la  conique  et  la  droite. —  Les  polaires 
coniques  ou  rectilignes  d'un  point  par  rapport  à  un  faisceau  de  cubiques 
forment  un  faisceau.  —  Si  c  et  c'  sont  les  polaires  coniques  de  deux  points  j) 
et  p'  par  rapport  à  la  cubique  /.,  les  polaires  rectilignes  de  p  par  rapport  à  c', 
et  de  p'  par  rapport  à  c,  coïncident.  —  La  polaire  conique  d'un  point  p,  par 
rapport  à  une  cubique  à  point  double  0,  est  tangente  en  6  au  conjugué  harmo- 
nique de  op  par  rapport  aux  tangentes  à  la  cubique  (théorème  s'étendant  aux 
courbes  d'ordre  quelconque).  Un  arc  de  rebroussement  de  cubique  est  tangent 
à  toutes  ses  polaires  coniques  par  rapport  aux  divers  points  du  plan.  —  Si  la 
polaire  de  p  est  un  couple  de  droites  concourant  en  p',  la  polaire  de  p'  sera 
de  son  côté  un  couple  de  droites  passant  en  p.  —  Le  lieu  des  points,  dont  les 
polaires  sont  doublement  rectilignes,  est  une  seconde  cubique,  qui  est  en  même 
temps  le  lieu  du  point  de  concours  de  ces  droites  (hessienne  de  la  cubique).  — 
Pour  les  degrés  supérieurs  au  troisième,  le  lieu  des  points  dont  les  premières 
polaires  ont  un  point  double  est  d'ordre  3(/n  —  2)-.  Courbe  de  Steiner.  —  La 
polaire  d'un  point  d'inflexion  est  un  couple  de  droites,  la  tangente  d'inflexion, 
et  la  droite  qui  unit  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  d'in- 
flexion. —  Toute  cubique  a  donc  neuf  points  d'inflexion,  réels  ou  imaginaires, 
intersections  avec  sa  hessienne.  —  La  droite  passant  par  deux  points  d'inflexion 
d'une  cubique  passe  par  un  troisième. 

Boquel  {E .-J.).  —  Propriétés  générales  des  formes  quadratiques, 
et  leurs  applications  en  Géométrie.  (35-4 1,  79-88,  16^-1-0, 
3[8-323,  371-376). 

Définitions.  —  Décomposition  en  sommes  de  carrés,  de  nombre  au  plus  égal 
à  celui  dos  variables.  —  Les  nombres  respectifs  de  carrés  positifs  et  négatifs 
des  formes  équivalentes  sont  invariables  (Sylvester).  —  Invariant  ou  détermi- 
nant (symétrique)  des  demi-dérivées  partielles.  —  L'invariant  A'  de  la  forme 
obtenue  par  une  substitution  linéaire  est  égal  au  produit  de  celui  de  la  forme 
primitive.  A,  par  le  carré  ô-  du  déterminant  de  la  substitution. 

Etant  opérée  une  substitution  linéaire  dans  une  forme  quadratique  ternaire  à 

trois  variables,  faisant  z  ^  z'  —-i,  le  module  de    transformation  a  pour  valeur 

sin6'  A  , 

0  =  — ; — r->  d  ou     .    .,.  est  invariable  pour  une  même    conique,  quels  aue   «soient 
sinO  sin-'f)  111 

Bull,  (les  Sciences  mot  hem.,  9.'  st-rie.  t.  \li.  (  \\\\\  iSS'>.)  I^.b 
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les  axes  des  coordonnées.  Le  nombre  de  carrés  de  décomposition  d'une  forme 
quadratique  est  égal  à  celui  des  variables,  en  même  temps  que  l'invariant  de 
la  forme  est  différent  de  zéro.  Propriété  fondamentale  de  la  forme  F,  adjointe 
de  /  (Gauss),  c'est-à-dire  telle  que  le  résultat  de  la  substitution,  aux  variables  x, 
de   leurs   valeurs    en   fonction    des    demi-dérivées   partielles,  X,    de    la    forme, 

.    F 

soit  —  • 
A 

Si  cp  =  6/— i:(^X)-,  l'invariant  de  9  est  6^  (6  A  — F). 

Si  /'  est  la  forme  transformée  de  /  par  la  substitution  x,  —  ^"^1  '^u,x\^,  et  F. 
F'  les  formes  adjointes  de /et/',  R  le  module  de  la  transformation,  en  posant 
X'^  =  ^"^"*«^^«»  oû  ^"''^  identiquement 

F'(x;, x;, . . .,  x;)  =  r'f(x„  x„  . . ., xj. 

Applications.  —  Distance,  en  coordonnées  obliques,  d'un  point  à  une  droite 
(P.  Joubert). 

Longueur  des  axes  dune  section  plane  centrale  d'une  surface  du  second 
ordre. 

Lorsque  l'invariant  d'une  forme  est  nul,  son  adjointe  est  un  carré  parfait.  — 
Applications. 

Longchamps  [G.  de).  —  Recherches  des  facteurs  conimensii- 
rables  de  degré  quelconque  d'une  équation.  (4i-44)- 

Exposé  de  la  méthode  de  M.  Landry  pour  déterminer  les  facteurs  de  forme 

{xP  —  a). 

Launoy.  —  De  l'ellipse,  de  l'hyperbole  et  de  leurs  propriétés. 
(49-60,  97-106,  145-102,  193-201,  241-246,  289-29-,  337-353, 
385-394). 

Démonstration  des  principales  propriétés  en  partant  de  la  définition  par  la 
directrice  et  le  foyer. 

Théorèmes  sur  les  tangentes  et  leurs  intersections  avec  les  axes  et  les  tan- 
gentes aux  sommets.  —  Normale.  —  D'un  point  donné  on  peut  mener  quatre 
normales. 

Constructions  de  normales.  —  Rayon  de  courbure.  —  Relation 

I  I    _        2 

p        p'        R  cosa 

Normales  rectangulaires.  —  Ellipses  et  hyperboles  homofocales. 

Parabole.  —  Théorème  de  Steiner.  —  Normales.  —  Le  lieu  du  point  d'où 
partent  deux  normales  rectangulaires  est  une  parabole.  —  Le  centre  de  gravité 
des  pieds  des  trois  normales  issues  d'un  même  point  est  sur  l'axe,  et  le  cercle 
des  trois  pieds  passe  au  sommet.  —  Problèmes  divers. 

Rayon  de  courbure  de  la  parabole.  —  La  projection  du  foyer  sur  les  normales 
est  une  parabole  à  cordes  focales.  —  Les  rayons  de  courbure  en  ses  extrémit('s 
sont  liés  par  la  relation 


1  I 

—  +  —7 


R  '       p' 
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Lonf^chanips  (6'.  de).  — Reclicrchc  des  fadeurs  commcnsiirahlcs 

(le  degré  quelconque  d'une  équation.  (70-" i)- 

Facteurs  du  second  degré.  —  Recherches.  —  Clotulilions  dv.  divisihilil*-  d'un 
polynôme  par  le  trinôme  du  second  degré. 

Collin  (./.).  —  Recherches   sur  les   courbes  planes  du  troisième 
ordre.  (74-79'  ^T'-'T^^  3 1 5-3 17). 

L'auteur  expose  une  méthode  simple  et  ingénieuse  de  construction  par  points 
des  courbes  du  troisième  degré  ayant  au  moins  une  asyinptote  à  distance  finie. 

Courbes  à  point  singulier.  —  Les  rayons  vecteurs  de  la  courbe  issus  du  point 
double  sont  la  somme  de  deux  rayons  vecteurs  de  même  direction,  limités,  le 
premier  à  l'asymptote  directrice,  le  second  à  une  conique  directrice,  passant  au 
point  double,  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  deux  autres  asymptotes  de  la 
courbe,  et  passant  par  les  points  où  l'asymptote  directrice  est  coupée  par  les 
tangentes  au  point  double;  elle  a  pour  tangente  au  point  double  le  rayon  vec- 
teur du  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  son  asymptote  directrice.  —  Si 
les  trois  asymptotes  sont  réelles,  le  rayon  vecteur  de  la  courbe  est  la  somme 
des  trois  rayons  vecteurs  compris,  sur  sa  direction,  entre  le  point  double  et  les 
trois  asymptotes.  —  Classification.  —  Dix-huit  espèces  de  cubiques  à  point 
double  ayant  au  moins  une  branche  hyperbolique. 

Construction  de  ces  courbes,  au  moyen  d'une  conique  fixe  et  d'une  parallèle 
mobile  à  l'asymptote  située  à  distance  finie. 

Seconfle  métliodc  de  construction  des  cubiques  considérées,  par  le  moyen  d'une 
conique  fixe  et  de  deux  parallèles  fixes.  —  Les  deux  rayons  vecteurs  issus  d'un 
point  particulier  de  la  courbe  étant  p'  et  p",  on  a 

p'+p"=^P, +  P2    et    p'p"=p,p,, 
p,,  P2,  P3  étant  les  rayons  vecteurs  de  la  conique  et  des  deux  droites. 

j     Laurent  (//•)• — Notes  sur  les  fonctions  trigonométriques.  (88-92). 

Prenant  pour  définition  des  fonctions  e*,  cosx,  ?,mx  leurs  développements 
en  série,  l'auteur  établit  les  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie,  abs- 
traction faite  de  toute  considération  géométrique. 

Longchamps  (G.  de).  —  Sur  la  somme  des  puissances  semblables 
des  n  premiers  nombres.  (92-96). 

Relation   récurrente  nS^  =  Sj^S^  _  §^  est  fonction  entière  de  degré  (p  -+- 1) 

en  /i,  sans  constante,  et  chez  laquelle  les  coefficients  de  «^+'  et  de  fi  sont  

p  -f- 1 

et  - .  —  Valeurs  de  S'^^  et  Sf^. 

Guéroult  (L.).  —  Note  de  Géométrie.  (106-108). 

Un  cercle  étant  tracé  sur  une  face  d'un  dièdre  d'ouverture  variable,  l'angle  a 
des  droites  qui  joignent  son  centre  aux  foyers  de  sa  projection  sur  l'autre  lace 
est  invariable  (  '). 


(')  Démonstration    f[ui    serait    suffisante    dans    un    examen,    mais    à   proscrire 
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Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  observé,  on  ne  devrait  admettre  dans  le  Journal 
que  des  démonstrations  «  recommandables  par  leur  goût  approprié  au  sujet  »; 
car  elles  servent  fatalement  de  types  modèles. 

Malloisel  (/?•)•  —  Problème  d'admission  à  l'Ecole  Normale  supé- 
rieure en  1877.  (108-1  i3). 

Colombier  {P. -A. -G.).  —  Note  relative  au  théorème  de  Pappus, 
sur  le  quadrilatère  complet,  (i  t3-i  i4)- 

Cernessoii  (/.).  —  Propriété  de  l'hyperbole,  (i  i5). 

Janin  (A.).  —  Note  sur  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolu- 
tion du  second  ordre  à  axes  concourants,  (i  16-127). 

Détermination  graphique  des  éléments  de  la  conique,  projection  de  l'intersec- 
tion sur  le  plan  des  axes. 

Kœnigs  (G.).  —  Concours  général  de   1878.  (Mathém.  spéciales). 
(128-133). 

Laurens  (Ch.).  —  Variétés.  —  Essai  pour  les  coniques  de  Pascal. 
(i33-i4i7  176-183,232-240). 

Historique.  —  Propriétés  de  l'hexagramme  mystique. 

Relation  d'involution  de  Desargues.  —  Origine  de  la  théorie  des  pôles  et 
polaires. 

Pajon.  — Note  d'Algèbre.  (i52-i58). 

Ocagne  [Maurice  d').  —  Etude   sur  une  ligne  remarquable  du 

triangle,  antibissectrice,  (i. 58- 164). 

Définition  :  droite  divisant  la  base  inversement  à  la  division  par  la  bissec- 
trice. Longueurs,  angles,  formules  diverses.  —  Application  à  des  problèmes.  — 
Enveloppe  de  la  corde  mobile  détachant  sur  une  courbe  un  arc  de  longueur 
constante.  —  Son  contact  est  le  pied  de  lantibissectrice  de  la  corde  et  des  deux 
tangentes. 

Jlforel  (A.).  —  Formules  trigonométriques  relatives  aux  éléments 


d'une  façon  absolue  du  Journal  comme  d'un  esprit  des  moins  appropriés  à  la 
nature  du  sujet;  elle  offre  un  développement  d'écriture  algébrique  fort  inutile, 
et  du  plus  fâcheux  exemple.  La  seule  démonstration  présentable  de  ce  théo- 
rème, quasi  évident,  serait  la  suivante  :  O  et  O'  étant  les  centres  du  cercle  et 
de  sa  projection,  A  leur  projection  sur  l'arête,  B  l'extrémité  du  rayon  OA  et  G 
sa  projection  sur  00';  BG  est  le  demi  petit-axe,  OG  la  demi-distance  focale, 
d'où 

a         OG         OB 


tan; 


O  O'        OA 


I 


KKVUE   DES  PUBLICATIONS.  77 

iVnf]  Liiangle  rccliligne.  (201-204,  '>./î^>-2/Î9i  -^'97-JOO,   1<j>-l97j. 

loiinulcs  extraites  du  «  Uecucil  de  problèmes  de  Trigonométrie  et  de  St(';ré<>- 
toiiiic  de   Iteidt  ». 

Hclations  diverses  :  /•,  r',  r",  r'",  rayons  des  cereles  inscrit  et  exinserit; 
S,  surface;  U,  rayon  du  cercle  circonscrit 


/•/'  /'  /• 


s^  i\  = 


abc 


H 


I^Jhll-c 


,       ....     A  B  C 

r  —  UW  sm  —  cos  —  cos  - 

222 


Questions  résolues.  ('197-501). 

Fajoji.  —  Variations  des  fonctions  bicarrées,  déduites  de   celles 
des  fonctions  du  second  degré.  (2o5-2io). 
Questions  à  l'usage  des  candidats  à  Saint-Cyr.  (210-212). 

Boquel  [E .-J.).  — Note  stir  un  point  de  la  discussion  des  équa- 
tions du  premier  degré  à  trois  inconnues.  (2i3-2i4)- 

Collin  (J.).  —  Note  sur  le  théorème  de  Descartes.  (2i5-2i^). 

Théorème  de  Descartes  sur  le  nombre  des  racines  positives,  déduit  de  celui 
de  Rolle. 

KœJiler.  —  Note  sur  les  fractions   continues  indéfinies,  non  pé- 
riodiques. (21^-223). 

Longchanips  (G.  de).  —  Transversales   réciproques   et   applica- 
tions. (272-277). 

Les  transversales  réciproques  coupant  les  côtés  du  triangle  en  des  points  réci- 
proques, symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  au  milieu  du  côté. —  Construc- 
tion des  tangentes  aux  cissoïdes  et  strophoides,  droites  ou  obliques,  à  la  lem- 
niscate  de  Bernoulli,  aux  conchoides. 

Collin  (./.)•  —    Sur  le  nombre  de  points   d'inflexions  réels  d'une 
courbe  du  troisième  degré.  (277-278). 

Minine.  —  Du  nombre  qui  exprime  combien  il  v  a  de  nombres 
premiers  à  un  nombre  donné  n,  et  compris  entre  o  ely>.  (278- 
280). 
Désignant  par  [9(N)]{^'  le  nombre  cherché,  par  V^{x)  la  partie  cnlicr(>  de  a\ 
enfin,  symboliquement,  par /lE—  l'expression  E(  -  j>  on  a  la  valeur 


['•?(N)];;=7> 


I—  E 


(>) 


I-   E 


(0 


-^m 


a,b,  c,  ...  étant    les   facteurs    de  N,   tels  que  N  =  «*,  6^,  c', On  a   de  plu>. 
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entre  des  nombres  N,  N',  IS",  . . .,  premiers  entre  eux, 

[9(>')]a'^(^')]r[?(^^")]r=---=[?(-^^"^"---)]r'' '''•••' 

et  en  particulier 

9(N)9(N')9(N")=...=  cp(NN'N"...). 

Jouanne.  —  Note  de  Géométrie  analytique.  (280-283). 

Équation  du  cercle  passant  par  trois  des  pieds  des  normales  menées  d'un 
point  à  une  conique  à  centre  ('). 

Bourget  {J-)-  —  Note  sur  un  point  de  la  discussion  des  équations 
du  premier  degré  à  trois  inconnues.  (4i  i-4i5). 

Questions  résolues.  —  Concours  d'agrégation  1879.  (4i5-/|25). 

1°  On  donne  un  hyperboloïde  gauche  et  un  point  A. —  Un  plan  P  roule  autour 
du  point  A.  —  Lieu  du  point  M  d'intersection  du  paraboloïde  touchant  l'hyper- 
boloïde  suivant  sa  section  par  le  plan  P,  avec  son  diamètre  passant  par  le  point  A; 
2°  du  point  Q  où  le  plan  P  est  percé  par  la  droite  qui  va  de  son  pôle,  par  rap- 
port à  l'hyperboloïde,  au  point  M;  3°  des  positions  du  point  A  pour  lesquelles 
la  dernière  surface  (qui  est  du  second  ordre)  est  de  révolution. 

Kœiiigs.  —  Théorème  concernant  une  courbe  algébrique.  (4^5- 
427). 

Arnaud.    —   Démonstration  élémentaire  d'une  formule  d'Abel. 

(427-429). 
Démonstration,  parla  dérivation  de  la  formule  binùmale 

1 .2.0. .  .n 

Variétés.  —  Université  de  Tokio  (Japon).  429-432. 

Ocagne  [Maurice  cV).  —   Principes  élémentaires   de  Géométrie 
cinématique.  (433-440- 

Conventions  de  symboles  —  («)  Trajectoire  du  point  a  —  d{a),  déplacement 

élémentaire  de  a  sur  (a).  —  Principes  : 

1°  Si  t  est  le  point  de  concours  des   tangentes  aux  courbes  (a)  et  {b),  on  a 

l'égalité 

cl  {a)  __  at 

d{b)  "^  Tt' 

2°  Si  c  est  le  point  où  ab  touche  son  enveloppe 

(i{a)  _  ae  at 
d{b)  ~  Te  Tt' 

3°  Soient  a  et  |j  les  intersections  des  normales  en  a  et  b,  aux  courbes  (a)  cl 
(')  Dans  la  solution  de  la  qucsliun  17G   (p.  007),  l'auteur  repousse  comme  non 
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{b)  par  la  normale  on  e,  à  rcii\ol<t|)|K'  (ej,  on  a 

d{a)  _  a  a 
<:/(6)  "  b'p' 

DépIacerncnL  d'unie  figure,  variable  de  fornu;,  dans  un  plan.  -  l*r(ji>lcnics  gé- 
néraux : 

1°  On  donne  m  courbes  («,),  (a,),  . . .,  (r/,„),  sur  lesquelles  les  m  points 
a^,a^,  ...,a,^  doivent  se  mouvoir,  les  courbes  E,,  Iv,,  ...,  K„,_|,  enveloppe  des 
m  — I  premiers  cotés  successifs  du  polygone  a^,  a.,  ...,  a^^^.  —  Trouver  l'euTe- 
loppe  E,„  de  «,„«,  ; 

2°  On  donne  les  m  enveloppes  et  {m  —  i)  trajectoires,  trouver  la  /?i'-"">  trajec- 
toire. —  Les  deux  solutions  sont  données  par  la  relation 

_  «,a,.rf,a,.a3X,...a,„_,a„,_,.a„,a„, 


a,  iâ,.a,[Î2.a3p,...a,„_,,3 


lll~\  '       tu  i    III 


Si  les   normales  en  e  et  h,  aux  enveloppes  (e)  et  {li)  de  ab  et  ac,  se   coupent 
en  a  sur  la  normale  (en  a)  à  (a),  on  a 

cljb)  _  ^ 
d{a)        c Y 

en  désignant  par  |i  le  point  de  concours  des  normales  ea  et  6^,  et  par  y  celui 
des  normales  /la  et  cy.  —  Application.  —  Construction  de  la  normale  à  l'enve- 
loppe du  côté  bc  du  triangle  abc,  dans  lequel  l'angle  a  pivote  autour  de  son 
sommet,  les  points  a  et  6  décrivant  (a)  et  {b). 

Morel  (A.).  —  Inégalité  des  jours  et  des  nuits.  (44ï-4 44)- 

Discussion  de  la  formule  cos^  =  tang  0  tangX. 
Examens  oraux  de  Saint-Cyr  en  1880.  ( 444-44^)' 
Questions  résolues  (Examens  de  Saint-Cyr).  {^^^(^-^^56). 
Choix  de  questions,  avec  solutions,  par  M.  A.  Morel. 
Questions  résolues.  (456-459). 

Boqiiel  (B.-J.).  —  Note  sur  une  application  du  Calcul  des  déter- 
minants à  certaines  questions  de  maxima  et  de  minima.  (4O0- 

464). 

Distance  d'un  point  à  une  droite,  sur  le  plan  et  dans  l'espace. 

Guichard.  —  Ecole  Normale  supérieure,  1880.  —  Composition. 

(465-471). 

GouRESPONDAwcE.  —  Faire  passer  un  carré  par  quatre  points  don- 
nés. (478). 


susceptible  d'interprétation  une  racine  négative,  solution  des  plus  naturelles  du 
problème.  Le  Comité  de  rédaction  du  Journal  devrait,  nous  sembic-t-il,  ne  pas 
laisser  échapper  des  erreurs  aussi  grossières. 
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Solution  fondée  sur  ce  théorème  :  «  Les  portions  de  deux  droites  rectangu- 
laires, interceptées  entre  les  deux  côtés  opposés  d'un  carré,  sont  égales  (').  » 

Morei  {A')' —  Note  sur  les  fractions  décimales  périodiques.  (48i~ 
487,  029-535). 
Nouvelles  propriétés  des  périodes  développées  dans  un  Mémoire  de  iM.  A.  Bou- 
ché. Soient  x  le  quotient  et  y  le  reste  de  la  division  —,  poussée  de  manière   à 
avoir  K  chiffres  décimaux  au  quotient,  et  abstraction  faite  de  la  virgule, 


X 

I              I  o'- 

X 

"  7^'' 

y 

1+  ^— 
10 

N                  y 
I "—1. 

10' 

(S)'--]' 


d'où  le  calcul  facile  par  séries  de  K  chiffres. 

Deux  nombres  dont  les  chiffres  correspondants  ont  tous  9  pour  somme  sont 
dits  complémentaires;  une  période  est  dite  complète  lorsqu'elle  est  formée  de 
deux  nombres  complémentaires  mis  à  la  suite  l'un  de  l'autre. 

Soient/?  la  période  de  la  fraction  irréductible  ^>  et  D  un  nombre  d'autant  de  9 
qu'il  y  a  de  chiffres  à  p\  on  a 

N        U' 
p  doit  contenir  tous  les  facteurs  premiers  de  D  qui  ne  se  trouvent   pas  dans  N. 

—  Si,  en  réduisant  —  en  décimales,  on  trouve  le  reste  N  — «,  la  période  est  com- 
plète; et,  si  la  fraction  est  irréductible,  sa  période  a  le  même  nombre  de  chiffres 
que  celle  de  —  •  —  Si  /i  est  l'un  des  restes  de  —■>  la  période  —  ne  diffère  de  celle 

de  —  que  parce  qu'elle  commencera  à  un  autre   chiffre.  —  Si  N  est  premier,  le 

nombre  de  chiffres  de  la  période  est  N  — i,  ou  l'un  de  ses  sous-multiples. 

Lorsqu'une  fraction,  à  dénominateur  premier,  donne  naissance  à  une  période 
non  complète,  le  nombre  des  chiffres  de  la    période  est  impair.  —    Réciproque. 

—  Si  la  période  /?,  correspondant  à  la  fraction  — ,  est  divisible  par  le  nombre 

premier  N,  la  période  —  aura  le  même  nombre,  K,  de  chiffres  que  r:  •  —  Si   p 

n'est  pas  divisible  par  N,  le  nombre  de  chiffres  de  la  période  de  —  est  K.N*-'; 
les  deux  périodes  sont  en  même  temps  complètes  ou  incomplètes. —  Le  nombre 

de  chiffres  de  la  période  correspondant  à  -^—, est  égal  au  plus  petit  coiu- 

num  multiple  des  nombres  de  chiffres  des  autres  périodes.  —  Recherche  des 
nombres  N  tels  (jue  la  période  (  -  |  ait  p  chiffres.  —  Ce  sont    les  diviseurs  de 


(')  On    a    voulu  dire  «  réciproquement  interceptées  entre  les   deux   couples  de 
^ôtés  du  carré  ».  Solution  fort  élégante,  d'ailleurs.  L. 
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10''  —  I,  (loiiL  on  supprime  3,  y  el  les  diviseurs    des    nombres    lois   (jue  lo"  —  i, 
eux-mêmes  diviseurs  d(!  lo''  —  i. 

Ocagne  (^Maurice  cV).  —  Siu*  1(;  [)arlagc  des  [)oIvf;onc.s.  (487-4^9)- 

Conslruclion  fort  simple  pour  diviser  dans  un  rapi)orl  donné  un  pol}j^onc  pur 
une  IransvcrsaJc  passanL  par  un  point  de  son  eonlour  (' ). 

Desmons,  —  INote  sur  les  irrationnelles.  (489-493). 

Morel  (A.).  —  Formules  trigonomctriques.  (Suite.).  (493-497)- 

Songaylo.  —  Sur  les  tangentes  aux  points  doubles  de   l'intersec- 
tion des  surfaces.  (5o2-5o6). 

L'auleur  recherche,  en  projeclion  sur  un  j)Ian  perpendiculaire  à  son  axe,  les 
tangentes  au  point  double  d'intersection  d'une  surface  de  révolution  par  son 
plan  tangent  (•^). 

Jouanne.  —  Note  de  Géométrie  analytique.  (ooy-Sia). 

Recherche  des  systèmes  de  diamètres  conjugués  parallèles  dans  les  courbes  et 
surface  du  second  ordre  {'^). 

Janin.  —  Concours  d'Admission  à  l'Ecole  Polytechnique.  (5i3- 

5.9). 


(')  Cette  construction  était  connue  de  temps  immémorial  des  géomètres  du 
Cadastre,  et  enseignée  jadis  dans  les  Cours  les  plus  élémentaires.  Comment  les 
rédacteurs  n'ont-ils  pas  relevé  la  phrase  malheureuse  de  l'auteur  où  il  dit  que 
jusqu'à  son  travail  «  on  ne  connaissait  qu'une  solution  a|)proximative!!  du  pro- 
blème»? Que  de  fois  on  réédite,  sans  s'en  douter,  du  «  vieux  neuf  »! 

('^)  Dans  cet  article,  dont  la  suite  sera  donnée  plus  loin,  il  est  fait  usage  des 
procédés  de  la  Géométrie  descriptive  et  des  calculs  de  Géométrie  analytique  poui- 
arriver,  assez  péniblement,  à  une  construction  que  de  simples  considérations  inli- 
nitésimales  rendent  quasi  évidente.  —  11  eût  été  presque  aussi  court  de  développer 
franchement  la  théorie  de  l'indicatrice.  —  Pourquoi  enfin  ne  pas  donner  la  con- 
struction de  l'angle  en  vraie  grandeur  des  tangentes,  au  lieu  de  sa  projection?  La 
construction  en  est  plus  simple.  C'est  celui  d'où  est  vue, du  centre  de  courbure  i\\\ 
méridien,  la  corde  que  le  cercle,  décrit  sur  la  distance  de  ce  centre  au  point  d'in- 
tersection de  la  normale  et  de  l'axe,  détache  sur  la  tangente  au  méridien.       L. 

(^)  Les  articles  émanant  de  professeurs  devraient,  dans  le  Journal  des  élèves, 
être  marqués  au  coin  d'une  perfection  toute  particulière.  Aussi  remarquerons- 
nous  que  l'auteur  aurait  dû  observer  que  la  distance  des  courbes  ou  surfaces  est 
indifférente,  leur  orientation  seule  étant  en  jeu.  —  Etudier  dès  lors  la  question 
pour  les  courbes  ou  surfaces  à  centre,  en  les  prenant  concentriques;  il  en  fût  ré- 
sulté, outre  la  simplification  des  équations,  l'avantage  de  faire  songer  très  proba- 
blement l'auteur  à  la  solution  géométriciuc,  beaucoup  plus  simple,  plus  proniplt> 
el  surtout  plus  lumineuse  pour  la  classifu  alion  que  la  solution  analytique.  Celle 
étude  géométrique  et  analytique  menée  parallèlement  était  jadis  fort  en  honneur 
chez  les  «  bons  élèves  ».  1-. 


^ 
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Nettre.  —  Sur  une  propriété  des  coniques.  (519-J212). 

Ocagne  {^Maurice  cV).  —  Note  de  Géométrie.  (535-538). 

Trois  circonférences  passent  par  un  même  point  et  se  coupent  deux  à  deux 
sur  une  même  droite.  Par  un  point  de  celle-ci  on  mène  une  tangente  à  chacune 
des  trois  premières;  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  et  le  point  commun 
aux  trois  circonférences  sont  sur  un  même  cercle;  les  points  diamétralement 
opposés  au  point  commun  dans  chacune  des  trois  circonférences  sont,  avec 
celui-ci,  sur  un  même  cercle.  —  Transformation  par  inversion,  et  application 
du  théorème  de  Ptolémée. 

Descubc.  —  Tliéorème  de  Géométrie.  (538). 

Ocagne  {Maurice  {d').  —  Note  sur  une  ligne  dans  le  triangle 
rectiligne.  (539-542). 

Propriétés  de  la  droite  symétrique  de  la  médiane  par  rapport  à  la  bissectrice. 
—  Relations  métriques.  —  Construction  d'une  parabole,  connaissant  deux  tan- 
gentes et  leurs  points  de  contact.  —  Normale  à  la  lemniscate. 

Songaylo.  —  Sur  les  tangentes  aux  points  doubles  de  l'intersec- 
tion des  surfaces.  (Suite.).  (552-559). 
Intersections  de  surfaces  coniques  et  cylindriques. 

Boquel  [E .-J .).  —  Note  sur  une  application  du  calcul  des  déter- 
minants à  certaines  questions  de  raaxima  et  minima.  (Suite  et 
fin.).  (56o-564). 

Démonstration  de  l'identité  ^cû.'Lb'-—  'L{a^b^^ —  «„^i)'+  {"^asb^Y,  maximum 

de  la  fonction  du  second  degré  de  (/i  —  i)  variables,  telle    qu'on  puisse    écrire 

F  =  LX^,  les  n  quantités  X  étant  fonctions  linéaires  des  n  —  i  variables.  Il  est 

A- 
égal  à  ^7— ,  A  étant  le  déterminant  des  X,  et  L  les  fonctions  multiplicateurs 

des   éléments  de  sa  dernière  colonne  (termes  connus)  dans  son    développement 
par  rapport  à  ceux-ci. 

Bibliographie.  —  526. 

Questions  puoposées.  —  (N"'  i200-^83).  28,  4^,  69,  96,  i43,  190, 
285,  479,  027,  574. 

COJVCOUKS    POLll   LES   ÉcOLES.   8,  249,  ^^^>  ^^4?  4*7?  444?  477> 

55i, 074. 

CoNCOUnS    GÉNÉRAUX  ET  CoiNCOUUS  ACADÉMIQUES.    —    3oi,   3o2,   ^"J^ . 

Baccalauréat  es  sciences.  —  24,  27,269,  271,408,  \i\j  549-55 1. 
Examens  divers.  —  210,  226,  255,  283,  3 12,  333,  368,  382,  324- 
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Questions  11 KSOLU ES.  — ^-'9)  '-^^-^^Oi  iii-i4^^,  i'S.j-190,  '>;">(j-2G(j, 
3o4-3is>,,  3:^5-.').l'^),  353-3()7,  -iSo,  'M)4-/\o-,  ^5(3-459,  465,497- 
5oi,  5i3,  523-52(3,  54^-548,  564-573  ('). 

L4QUlfelŒ. 


ANNALES  DES  MINES  (^j. 

7"  série.  —  Tome  XVIII;  1"  semestre  1880. 

Ce  Volume    ne  renferme    point   de   Mémoires    ajant   Irait   aux 
applications  des  Mathématiques. 

Tome  XIX;  i^'"  semestre  1881. 

Marié  (G.).  —  Etude  sur  la  mesure  exacte  des  hautes  pressions  et 
sur  le  frottement  des  cuirs  emboutis  des  presses  hydrauliques. 
(io4-i56,  2  pi.). 

Emploi  des  rnanoniùli'es  et  des  soupapes  à  la  mesure  des  pressions.  Evalua- 
tion des  causes  d'erreur. 

Étude  spéciale  et  mesure  des  frottements  des  cuirs  emboutis;  nouveau  dyna- 
momètre. 

Laussedat.  —  Sur  la  méthode  employée  par  d'Au buisson,  en 
1810,  pour  la  mesure  des  bases  géodésiques.  (172-174). 

L'idée  d'employer  une  seule  règle,  transportée  successivement  entre  des  re- 
pères placés  sur  l'alignement  de  la  base,  a  été  préconisée  par  le  major  piémon- 
tais  Porro,  à  qui  elle  a  été  généralement  attribuée. 

Il  est  intéressant,  pour  l'histoire  de  la  Science,  de  rapporter  le  mérite  de  cette 
précieuse  innovation  à  l'ingénieur  des  mines  d'Aubuisson,  qui  le  premier  a  em- 
ployé ce  procédé  dans  la  mesure  d'une  base  destinée  à  appuyer  des  opérations 
trigonométriques  ayant  pour  objet  la  détermination  de  la  hauteur  du  sommet  du 


(  ')  La  question  235  :  «  Trouver  l'enveloppe  des  directrices  des  coniques,  dont  on 
donne  un  point  et  le  foyer  correspondant  à  la  directrice»,  revenant  à  demander 
d'une  manière  détournée  la  définition  du  cercle,  peut  être  posée  dans  un  exa- 
men pour  tàter  la  présence  d'esprit  de  l'élève;  mais  ne  devrait  en  aucune  sorte 
figurer  au  Journal;  des  questions  aussi  insigniliantes  ne  sont  guère  susceptibles 
d'une  solution  intéressante  ou  utile;  aussi  sont-elles  traitées  par  des  calculs 
«  à  l'aveugle  »,  alors  qu'en  Géométrie  analytique  le  bon  élève  n'écrit  jamais,  ou 
rarement,  une  équation  dont  il  ne  lise  clairement  rintcrprclatiou.  L. 

(^)  Voir  Bulletin,  IV-,,  .204. 
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mont   Gregorio,  à  renlrée  de  la  vallée  d'Aoste.  Celte   mesure   fut    effectuée   au 
commencement  de  Tannée  1810. 

Mallard  {E.).  —  Sur  les  propriétés  optiques  des  mélanges  cris- 
tallins de  substances  isomorphes  et  sur  l'explication  de  la  pola- 
risation rotatoire.  (2o6-3i  3,  I  pL). 

L'auteur  a  essayé  déjà  dans  les  Annales  (1876)  de  montrer  que  la  théorie  de 
la  double  réfraction  pouvait  tirer  quelque  utilité  de  l'étude  des  phénomènes  ob- 
servés par  Norremberg  sur  des  lames  de  mica  très  minces  superposées,  et  par 
ReuscJj  sur  ces  mêmes  lames,  associées  suivant  une  certaine  loi  d'empilement. 
Il  se  propose,  dansée  nouveau  Mémoire,  de  développer  cette  théorie  et  d'en  fixer, 
d'une  part,  le  moyen  de  déduire  les  propriétés  biréfringentes  d'un  mélange  cris- 
tallin, en  partant  de  celles  des  corps  mélangés,  et  de  l'autre,  une  explication 
complète  et  rationnelle  de  tous  les  faits  que  l'on  groupe  sous  le  nom  de  polari- 
sation rotatoire,  aussi  bien  ceux  qui  se  produisent  dans  les  cristaux  que  ceux 
que  montrent  les  dissolutions  ou  les  liquides. 

Tome  XX  ;  2®  semestre  1881. 

Trautmann.  —  Organisation  du  service  d'hiver  et  réfrigération 
artificielle  de  l'eau  minérale  à  l'établissement  thermal  de  Bour- 
bonne.  (86-120,   i  pL). 

Description  des  procédés  économiques  employés  à  cette  réfrigération  artifi- 
cielle. 

De  Kossuth  {F.).  —  Etude  sur  l'application  de  la  ventilation  ar- 
tificielle à  l'aérage  du  tunnel  du  mont  Cenis.  (280-322). 

L'aérage  du  tunnel  du  mont  Cenis  est  insuffisant.  Pour  la  longueur  de  12849'" 
et  la  section  de  42°"'  de  ce  tunnel,  il  faudrait  84™"  d'air  par  seconde,  tandis  que 
les  aspirateurs  des  installations  actuelles  peuvent  extraire  à  peine  le  douzième 
de  ce  Volume. 

8"  série.  —  Tome  I;  i"'"  septembre  1882. 

Resal.  —  Examen  critique  des  hypothèses  auxquelles  on  a  recours 
pour  calculer  les  efforts  transmis  aux  pièces  des  systèmes  de 
bancs  employés  dans  les  constructions.  (449-4^^>   ï  pl-)- 

Les  systèmes  de  cette  nature  se  trouvent  réalisés  dans  certaines  catégories  de 
combles  et  de  ponts. 

La  statique  étant  insuffisante  pour  calculer  les  ollorls  transmis,  on  a  recours 
à  des  hypothèses  plus  ou  moins  plausibles  dont  la  principale  consiste  à  considé- 
rer les  tiges  comme  étant  rigides  dans  le  sens  de  leur  longueur.  On  est  ainsi 
conduit  à  créer  des  points  fixes  fictifs  aux  joints  de  certains  assemblages.  Mais 
'omnicnt  floil-on  choisir  ces  points  fixes  pour  ne  pas  être  conduit  à  des  inconi- 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  85 

palibililrs?  Tel  est  le  prohlrrne  que  l'auLcur  s'est  proposr,  mais  «lorit  la  solution 
lie  parait  pas  susecptihie  d'être  résuruée  dans  un  énoncé  général.  Il  n'y  a  qu'en 
traitant  quelques  cas  particuliers  que  l'on  peut  faire  comprendre  la  marche  que 
doivent  suivre  les  ingénieurs  chargés  des  conslrurlions  de  la  nature  de  celles 
dont  il  s'agit. 

Tliiré.   —    Noie  sur  le   planimètrc    polaire   d'Amsler.    (487-500, 

,  pi.). 

On  a  déjà  établi  la  théorie  de  cet  instrument  de  bien  des  manières  différentes, 
et  divers  Ouvrages  en  renferment  l'exposé  {Annales  des  Mines,  1871,  Notice  de 
M.  Combes;  Mémorial  de  l'Officier  du  Génie,  187^,  travail  de  M.  Peaucellier; 
Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux, 
iS^G,  Note  de  M.  Laisant). 

La  nouvelle  monographie  a  pour  objet  la  démonstration  du  planimètrc,  ffjndée 
sur  des  calculs  assez  restreints. 

Mallard  (/^  .)•  —  Expériences  sur  la  pression  du  grisou   dans  la 
houille  (53o-55i,  i  pi-). 

Traduction  par  extrait  et  interprétation  analytique  des  résultats  de  très  inté- 
l'cssantes  observations  faites  par  M.  Lindsay  ^^  ood.  La  conclusion  de  ces  études 
peut  être  ainsi  énoncée  :  le  grisou  est  un  gaz  renfermé  dans  la  houille  comme 
l'eau  l'est  dans  une  couche  poreuse.  Il  s'y  trouve  comprimé  sous  une  pression 
très  variable,  qui  peut  atteindre  et  sans  doute  dépasser  Si'"»  par  centimètre 
carré. 

Hatoii  de  la  Goupillière.  —  Tambours  spiraloïdes  pour  les  câbles 
d'égale  résistance.  (566-58-,  i  pi.). 

Le  profil  théorique  du  câble  d'égale  résistance  est,  comme  on  sait,  celui  d'une 
logarithmique.  Dans  la  pratique  courante,  les  constructeurs  le  remplacent  jus- 
qu'ici par  le  câble  conique,  en  supprimant  à  des  intervalles  constants  un  fil  dans 
le  misagc.  Le  tambour,  que  l'on  déterminera  ainsi  en  rigueur,  s'adaptera  à  l'em- 
ploi du  câble  conic{ue  ordinaire  avec  l'approximation  même  que  celui-ci  réalise 
par  rapport  à  la  forme  idéale  et  dont  on  se  contente  jusqu'ici. 

L'étude  de  ce  problème  comprend  deux  parties  distinctes  dans  le  présent  Mé- 
moire. La  première  renferme  les  propriétés  générales  de  tout  système  d'extrac- 
tion d'équilibre  rigoureux,  quelle  que  soit  la  forme  de  son  câble,  que  celui-ci 
soit  cylindrique  d'un  bout  à  l'autre,  ou  formé  de  mises  cylindriques  différentes, 
qu'il  soit  logarithmique,  conique,  ou  de  telle  forme  que  l'on  voudrait,  même 
imaginée  d'une  manière  absolument  arbitraire  et  sans  qu'elle  fût  motivée  par 
aucune  raison  de  pratique  usuelle. 

Une  seconde  partie  sert  à  fonder,  sur  ces  principes  généraux,  la  solution  com- 
plète de  la  détermination  du  profil  du  tambour  spiraloïde  pour  le  cas  le  plus 
typique  de  tous,  celui  du  câble  d'égale  résistance,  c'est-à-dire  de  la  forme  loga- 
rithmique. 

Moyennant  une  transformation  de  coordonnées,  la  courbe  méridienne  du  tam- 
bour est  déterminée  par  l'équation  différentielle 

y  ^     ,       dy  {z  '^i)dy  +  {y—  2)dz  _ 

—    a^  -+-   —    ; : — •  O. 

z  y  —  i  {z-hi)y  —  -?-Z 
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Cette  équation  paraissant  rebelle  à  toutes  les  méthodes  d'intégration,  l'auteur 
a  pensé  avec  raison  que,  pour  le  praticien,  l'équation  aux  différences  finies  du 
profil  suffirait  parfaitement  pour  en  déduire  de  proche  en  proche  chaque  or- 
donnée des  divers  points  d'insertion  des  spires  successives. 

Par  une  analyse  très  simple,  l'auteur  établit  l'équation  aux  différences  finies 

yn 
[(  y  ^-  i).r„  —  2  Ti" ]  fi  2  -  2  ;î"  '  (.r„  -  t) 
•^'"+'  ~  yn  ' 

[(  r  +  0 J-„  -  2  ?"  ]  ?  2  _  (  ;i"+'  4- 1)  (r„  -  I) 

qui  résout  la  détermination  du  profil  du  tambour. 

L'application  numérique  de  cette  relation  serait  sans  difficultés  et  présente- 
rait tout  au  plus  des  longueurs.  On  peut  abréger  considérablement  ces  der- 
nières en  introduisant  une  approximation  qui  n'affecte  aucune  des  décimales 
que  la  pratique  la  plus  exigeante  pourrait  tenir  à  conserver  dans  les  évaluations. 
L'équation  définitive  devient 

/3\  (r— ?^")/3 


(!3-I)l3«-/?-^(I-f--|).., 


H.  B. 
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Tome  XIX;  octobre  i88i-mars  1882. 

Prcwaz.  —  Calcul  des  éléments  du  tir  lorsque  Tangle  d'élévation 
du  but  est  considérable  et  application  au  tir  plongeant.  (5-i3, 
3fig-.,  I  pi.). 

Les  Tables  de  tir  des  diverses  bouches  à  feu  sont  dressées  pour  le  tir  sur  un  but 
situé  au  niveau  de  la  pièce,  condition  qui  ne  se  présente  habituellement  point 
dans  la  pratique. 

Si  l'angle  de  site  du  but  est  faible,  on  ne  change  pas  la  hausse;  langle  à  don- 
ner au  niveau  est  simplement  augmenté  de  l'angle  de  site  du  but,  et  Ton  admet 
que  l'angle  de  chute  est  égal  à  celui  que  donnent  les  Tables  pour  la  même  dis- 
tance sur  le  plan  horizontal  diminué  de  la  valeur  de  l'angle  de  site  du  but. 

Lorsque  l'angle  de  site  atteint  une  certaine  valeur,  on  n'obtient  plus  ainsi  une 
approximation  suffisante. 

11  faut  avoir  recours  à  d'autres  procédés  de  calcul.  On  arrive,  en  faisant  une 
hypothèse  qui  se  rapproche  davantage  de  la  réalité,  à  calculer  ou  plutôt  à  me- 
surer, par  un  procédé  graphique  très  simple,  les  éléments  du  tir  sur  un  but 
situé  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  bouche  à  feu. 

Cette  hypothèse  est  que,  pendant   un  même  temps  t,  la  valeur  des   déplace- 

(')  Voir  nulh'lin.  V...  23 1. 
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iiiciils  rf)iii))()sanls  snivauL  Taxe  de  la  hou*  lie  à  feu  et  siiivaiil  la  Nerlirale  est 
constante,  quel   (juc  soit  l'angle  de  tir. 

Dans  cette  hypothèse,  le  lieu  des  positions  du  projectile  lancé  dans  un  plan 
vertical  sous  différents  angles  est,  au  bout  d'un  tennps  t,  une  circonférence. 

L'auteur  arrive  ainsi  à  transformer  les  Tables  de  tir  en  tableaux  quadrillés  et 
en  tracés  graphiques  qui  donnent,  à  première  vue,  les  charges,  les  durées  du 
trajet,  et  les  vitesses  restantes. 

Lcfèvj'e  [J .-B.-V.). —  Inlliience  de  la  diniinulion  j)rogressivc  des 
vitesses  initiales  données  par  les  cartotiches  métalliques  sur  la 
portée  du  fusil  d'infanterie.  (89-109,  3  Hg.). 

L'expérience  a  montré  que  la  poudre  des  cartouches  métalliques  subit  avec  le 
temps  une  certaine  transformation,  et  que  tous  les  ans,  la  vitesse  initiale,  qui 
était  de  4'3f>"'j  éprouvait  une  diminution  de  3'",o5  à  4""- 

L'auteur  se  propose  d'évaluer  les  modifications  qui  doivent  en  résulter  pour  le 
T'églage  des  hausses,  et  de  soumettre  les  résultats  obtenus  à  une  interprétation 
pratique. 

De  Galenihert.  —  Etude  sur  le  lir  fusant  de  l'obus  modèle  18-9. 

(180-196,  4fig.)- 

Remarques  nouvelles  sur  une  question  déjà  traitée  dans  le  même  Recueil 
(t.  XVII  et  XVIII)  par  MM.  Percin  et  Talayrach. 

On  est  fondé  à  croire  que  parfois  l'écart  probable  en  portée  de  la  fusée  à 
double  effet  a  une  valeur  beaucoup  plus  forte  que  celle  qu'on  lui  avait  attri- 
buée. Dans  certaines  expériences,  cette  valeur  aurait  atteint  35"",  ce  qui  montre 
que  les  points  d'éclatement  se  seraient  répartis  entre  deux  plans  verticaux,  à 
un  intervalle  de  280™. 

Quel  que  soit  son  caractère  de  généralité,  cette  donnée,  très  différente  de  celle 
qui  avait  été  admise,  mérite  d'être  étudiée,  et  l'auteur  la  prend  pour  base  de 
son  travail. 

Percin.  —  Correction  à  faire  subir  à  la  hausse  en  raison  de  l'élé- 
vation du  but.  (281-31  I,  8  fig.). 

Dans  le  tir  sous  de  petits  angles,  on  admet  que  la  trajectoire  reste  reliée  au 
canon  d'une  manière  invariable  et  se  relève  avec  lui,  sans  changer  de  forme,  si 
l'on  fait  varier  l'angle  de  tir.  C'est  ce  que  l'on  appelle  l'hypothèse  de  la  rigidil('' 
de  la  trajectoire.  Cette  hypothèse,  admissible  pour  des  angles  suffisamment  pe- 
tits, cesse  de  l'être  lorsque  ceux-ci  atteignent  des  valeurs  un  peu  considérables. 

On  peut  admettre,  par  exemple,  que  le  rapport  de  l'abaissement  dans  l'air  à 
l'abaissement  dans  le  vide  est  indépendant  de  l'angle  de  projection;  ou  encore 
(jue,  pour  une  même  longueur  prise  sur  la  ligne  de  projection,  l'abaissement  est 
indépendant  de  l'angle  de  tir;  ou  enfin,  toute  autre  donnée  moyenne  permettant 
de  dresser  des  tableaux  graphiques,  procédé  indiqué  précédemment  (p.  5-i3). 

L'auteur  se  propose,  non  plus  de  présenter  une  hypothèse  nouvelle,  mais  de 
déterminer,  indépendamment  de  toute  hypothèse,  l'allure  générale  de  la  varia- 
lion  que  doit  éprouver  la  correction  à  la  hausse,  et  cela  pour  toutes  les  valeurs 
de  l'angle  d'élévation.  A  cet  effet,  il  considère  les  lignes  d'égale  hausse,  c'est-à- 
dire  le  lien    des    points  i\\\  plan  de  tir  qu'on    atteindrait  avec  une  même  haussi'. 


88  SECONDE  PARTIE.  ! 

A  chaque  valeur  de  a  correspond  une  ligne  d'égale  hausse.  On  reconnaît  que  sa   i 
forme  et  sa  position  coïncident  approximativement  avec    la  seconde  trajectoire   ' 
dont  la  portée  est  la  même  que  celle  qui  correspond  à  l'angle  a.  Cette  propriété, 
approximative  dans  l'air,  se  vérifie  exactement  dans  le  vide.  Enfin,  l'angle  d'ar- 
rivée, dans  l'air,  est  plus   grand  que  langle  de  départ,  mais  inférieur  à  90°,  et 
d'autant  plus  grand  que  le  projectile  est  plus  influencé  par  la  résistance  de  l'air. 

Dans  la  pratique,  on  reconnaît  que  la  correction  à  faire  subir  à  la  portée  est 
approximativement  égale  au  centième  du  produit  de  la  hauteur  du  but  par 
l'angle  de  projection  des  Tables  exprimé  en  degrés. 

La  courbe  neutre,  lieu  géométrique  des  points  du  plan  de  tir  qui  ne  néces- 
sitent aucune  correction,  autrement  dit,  des  points  qu'on  atteindrait  avec  la 
hausse  correspondant  à  leur  distance  absolue,  sans  s'inquiéter  de  leur  élévation 
comm3  si  l'hypothèse  de  la  rigidité  de  la  trajectoire  était  rigoureusement 
exacte,  cette  courbe  affecte  la  forme  d'une  boucle  tangente  aux  deux  axes  à 
l'origine  et  à  l'enveloppe  des  trajectoires. 

Celte  forme  ne  peut  guère  être  précisée  davantage,  car,  pas  plus  que  pour  les 
courbes  d'égale  hausse,  il  n'est  possible   d'en  établir   l'équation  en  termes  finis. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  y  a  là  un  sujet  d'études  qui  pourra  conduire  à  d'intéres- 
sants résultats. 

Decepts.  —  Sur  la  représentation  graphique  des  Tables  de  tir 
plongeant  par  les  procédés  de  la  géométrie  anamorphique 
(377-397,  lofig.). 

La  théorie  exposée  est  fondée  sur  le  principe  de  l'anamorphose  développé 
pour  la  première  fois  par  INL  Léon  Lalanne,  dans  un  Mémoire  datant  de  iS^S. 
Ce  Mémoire,  qui  mérita  un  rapport  élogieux  de  Cauchy  à  l'Académie  des 
Sciences,  a  été  reproduit  en  entier  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées, 
en  1846,  sous  le  litre  suivant  :  Mémoire  sur  les  Tables  graphiques  et  la  géo- 
métrie anamorphique  appliquée  à  diverses  questions  qui  se  rattachent  à  la 
Science  de  F  ingénieur. 

Frique  [E.).  —  Appareils  de  pointage  indirect  et  de  repérage  des 
bouches  à  ïeu  de  siège  et  de  place.  (484-5 10,  g  fîg.,  i  pi.). 

Exposé  des  divers  appareils  ou  procédés  qui  ont  été  imaginés  en  France  ou  à 
l'étranger  pour  exécuter  le  repérage  de  la  position  de  la  bouche  à  feu  et  per- 
mettre le  pointage  en  toutes  circonstances. 

Ces  appareils  se  divisent  en  deux  grandes  classes  :  ceux  qui  repèrent  la  po- 
sition de  l'affût,  cl  ceux  qui  repèrent  la  position  de  la  bouche  à  feu  elle-même. 

La  première  classe  d'appareils  est  décrite  dans  le  présont  article. 

Tome  XX;  avril-soptombre  1882. 

Porcin.  —  Sur  différentes  questions  de  probabilité  qui  se  pré- 
sentent dans  le  réglage  du  tir  percutant.  (fi-SS). 


hi-termination  des  éléments  du  réglage  du  tir. 

Observations  sur  les  règles  de  tir  applicables  à  une  batterie  isoh'-e. 

F{(''glag(^  du  tii-  dans  l(>s  groupes  de  batlerios. 


I 
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Frùjne  i^E .).  —  Appareils  de  pointage  liidireel  cl  d(,'  repérage  des 
bouches  à  Teu  de  siège  et  de  place.  (ji-8G,  i8  fig.,  i  pi.;  i  i()- 
i44,  9  fig.,   I  pi.;  265-28.3,  \  fig.). 

Description  des  quatre  groupes  des  appareils  de  la  seconde  classe,  qui  serv(;iiL 
à  repérer  la  position  de  la  pièce. 

Tome  XXI;  octobre  i88si-mars  i883. 

Gandin  {A.).  —  Rendement  de  la  pondre  dans  les  bouches  à  feu. 

(425-441)- 

On  désigne  ainsi  la  quantité  de  travail  recueillie  par  le  proje(  tile,  par  unité 
de  poids  de  poudre  employée. 

L'auteur  se  propose  de  signaler  quelques  relations  existant  entre  la  valeur  du 
rendement  et  la  manière  dont  la  poudre  se  comporte  dans  l'arme,  relations  dé- 
duites de  résultats  d'expériences,  explicables  jusqu'à  un  certain  point,  par  un 
examen  attentif  de  ce  qui  se  passe  dans  les  bouches  à  feu,  el  ((ui  ont  paru  con- 
duire à  des  conséquences  importantes. 

Le  principe  de  ce  travail  peut  s'énoncer  en  disant  que  le  rendement  est  fonc- 
tion du  déplacement  qu'a  déjà  subi  le  projectile  au  moment  où  la  production 
des  gaz  utilisables  est  terminée,  et  il  atteint  sa  plus  grande  valeur  quand  la 
charge  peut  être  considérée  comme  entièrement  brûlée  dans  un  volume  peu 
différent  de  celui  de  la  chambre. 

H.  B. 


CASOPIS  PRO  PESTOVANI  MATHEMATIKY  A  FYSIKY  (');  rediguje  D"^  F.  J. 
Studnicka,  V  Praze. 

Tome  VIII;  1879. 

Studnicka  (D'\F.-/.).  —  Sur  l'origine  et  le  développement  du 
Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral.  (1-10,97-109,  •2'ji--U)\^). 

Seydler  (A.).  —  Sur  les  figures  d'équilibre  des  liquides  qui  ne 
sont  pas  soumis  à  des  forces  extérieures.  (10-19). 

y 

\Sebesta  (J.-P.).  —  Sur  les  lignes  semblables.  (19-24). 

Remarques  sur  les  sécantes,  les  tangentes,  les  rayons  de  courbnri^  et  lairc  des 
lignes  semblables. 


(  '  )  Voir  Bulletin,  II 3,  69, 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  •>."  série,  t.  \  1.  (Mai  i8S3.) 
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Jàgcr  { \  .).  —  Solution  de  l'équation  du  cinquième  degré 

x''  -\-  5px^  —  5p'^x  —  <7  —  o. 

L'ail  leur  part  de  l'expression  de  a'^  -h  a;^  en  a,  h-  a,  et  2,  a^,  qui  s'écrit  sous  I 
forme  de  l'identité 

(  a,  H-  a,)""  —  5  a,  a._,  (  a,    ^-  a,)^-  -f-  5a  ^  a;  (  a,  H-  a., )  —  (  a'^  a'  )  —  o  ; 

en  mettant  x  à  la  place  de  a,  -+-  a^  et  en   identifiant   cette   relation   avec  l'équa- 
tion proposée,  on  a 

aja^  =  —/>*,     afa.^r/, 


d'où  Ton  tire  a,,  a.,  et  enfin  ^  =  a,  —  a,. 

Kolàcek  {Fr.).  —  Déduction  élémentaire  des  lois  de  la  gravita- 
tion. (  27-82  ). 

L'auteur  montre,  par  un  procédé  élémentaire,  qu'on  peut  mettre  l'équation  de 
la  coiniuie  0  — d'abord  sous  la  forme  (eéométrinue) 

I  -L-  c  COS  Ci  \  o  I         / 


H^-^'--f)- 


a\ 


p  étant  la  normale  abaissée  du  foyer  sur  la  tangente;  |)uis,  d'après  la  première 
loi  de  Kepler,  v^^  =  2  G,  sous  la  forme  (cinématique) 

La  comparaison  de  cette  équation  avec  le  principe  des  forces  vives,  appliqué 
la  loi  de  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 


a  \r        rj 


2 


montre  que  cette  loi  a  lieu  effectivement  dans  le  mouvement  planétaire  et,  réci- 
proquement, qu'en  partant  de  cette  loi  l'on  trouve  pour  orbite  une  sectio* 
conique. 

Zalitadnïk  (D'"  A.).  —  Contribution  à  l'application  des  détermi- 
nants. (32-33). 

Hoza  [Fr.).  —  Construction  de  la  tangente  à  la  conchoïde.  (34-35) 

Bernard  (,/.). —  Remarque  relative  à  la  trisection  de  l'angle.  (35) 
Solution  approchée. 

Studnicka  (D'  F.-J.).  —    Remarcpie   sur  les  nombres  premiers 


\ 
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Uromadko  (Fr.).  —   Extraits  tirés  des   Biographies  écrites  par 
Arago.  —  Josepli  Fourier.  (49-09,  i5i-i65,  237-247  j. 

Becka  (D*"  B.).   —  Notice    sur  la    théorie  des  tangentes   et  des 
asymptotes  des  lignes  planes.  (59-74)- 

Serdler  (A).  —  Aperçu  sur  les  progrès  récents  en  Astronomie. 

(74-84,  109-118,  •>.57->72j. 

Ju/iS"  (V-)- —  Signification  géométrique  des  modules  des  systèmes 
logarithmiques,  (i  19-121). 

C'est,  comme  on  sait,  la  quadrature  de  l'hyperbole  qui  donne  relte  signifi- 
cation. 

Jâger  (  T  .).  —    Solution   des  équations  du  septième  degré  de   la 

forme 

.r"  —  7/>.r5  —   I  î/>-.r3  ~  - p^ t  —  q  ^^  o. 

(12  1-124)- 

On  identifie  cette  équation  avec  la  relation  qui  donne  y.~  h-  2*  ^n  fonction  df^ 
a,  -t-  3^  et  a,  2^  en  mettant  pour  a,  —  a.,  —  x:  cela  donne 

2}  ï;  =  —  q.      2]  2'  :     /)■; 
d'où  l'on  tire  a,,  a.,  et  x. 

Pàiiek  {A.).  —  Résolution  d'un  triangle  dans  lequel  on   connaît 
ou  les  trois  côtés  ou  deux  cotés  avec  l'angle  compris.  (  i24-i3i'). 

Stiidni'cka  (D'  F.-J.).  —  Sur  le  problème  de  Délos.  (182-1  33). 

Énoncé  de  deux  solutions  approchées  données  par  le  D"^  Ruonfalcea  dans 
sa  Duplicazione  del  cubo  e  quadratura  del  circolo.  nuove  sohizioni  grafiche 
colle  diniostrazioni  analitiche :  Pisa.  F.  Mariotti.  i8-j8. 

Pokorny  (-^f-).  —  Théorème    sur  le   quadrilatère    inscrit   dans   le 
cercle.  (i33-i34)- 

Studnicka   (D'"  F.-J.).   —  Démonstration  déductive  de  la   for- 
mule du  binôme.  (i45-i5o). 

Sucharda  i A .).  —  Sur  la  ligne  décrite  par  un  foyer  d'une  conique 
qui  roide  sur  une  de  ses  tangentes.  (166-17  5). 

L'auteur  détermine  l'équation  de  la  roulette  (à  l'aide  dune  quadrature)  et 
discute  sa  construction  graphique. 

Seydler^  (A.).  —  Démonstration  rigonieu^ip  du  parallélogramme 
des  forces.  (175-180). 
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Cette  démonstratioa  est  fondée  sur  les  axiomes  suivants  : 

A.  La  grandeur  et  la  position  relative  des  forces  ne   changeant  pas,  la   gran- 
deur et  la  position  relative  de  la  résultante  restent  aussi  les  mêmes. 

B.  L'action  d'un  système  quelconque  de  forces  n'est  pas  altéi'é  par  l'addition 
ou  par  l'enlèvement  d'un  système  qui  est  équilibre. 

C.  Les  forces  qui  agissent  sur  un  point  suivant  une  même   direction  donnent 
une  résultante  égale  à  leur  somme  algébrique. 

Ces  propositions  supposées  vraies,  on  peut  démontrer  successivement  que  : 

1.  Deux  forces  dont  les  directions  sont   inclinées  entre    elles   ne    se   font   pas 
équilibre. 

2.  La    résultante  de   deux    forces   agissant  sur  un   point  est   située   dans  leur 
plan. 

3.  Cette  résultante  tombe  dans  l'angle  déterminé  par  les  directions  des  com- 
posantes. 

4.  Les  forces  P,  Q    ayant    pour  résultante  R,   les  forces  mP,  mC^,   de  même 
position  relative,  ont  une  résultante  mK  qui  a  aussi  la  même  position  relative. 

5.  La  résultante  des   forces  P,  Q  faisant  un    angle  y  est  donnée,  quant   à  la 
grandeur,  par  la  formule  , 

R2^  p2  +  Q2  +  2PQcos(Y4-2), 

z  étant  une  fonction  encore  inconnue  de  y. 

<).  Cet  angle  z  est  toujours  égal  à  zéro;  la  résultante  est  donnée  en  grandeur 
et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  des  forces. 

Jeràbek  (  V.).  —  Lieii|  géométrique  des  centres  des  sections  faites 
dans  une  surface  quadrique  par  des  plans  menés  par  une 
droite  fixe.  (180-182). 

Pânek  {A.).  —  Sur  la  formule  qui  donne  l'aire  d'un  quadrilatère 
en  fonction  des  côtés.  (i82-i83). 

Jung  {V.).  —  Remarque  sur  la  théorie  des  nombres,  (i  84-1 85). 

Fiïj'st  {J.)'  —  Sur  le  centre  des  forces  parallèles.  (186-187). 

V 

Simerka  (F.).  — Remarque.  (187-188). 

V 

Cette  courte  remarque  du  P.  Simerka  est  ainsi  conçue  :  «  Quant  aux  deux  ras 
signalés  par  Pcrvouchine,  c'est-à-dire  que 

d  —  114689  =  7.2'^  -i- 1 

est  diviseur  du  nombre  2'-''  h-  1  et  que 

d  =  167772161  =  5.2^*  H-  I 

divise  le  nombre  2-''  4-1,  on  peut  s'en  convaincre  de  la  manière  suivante  : 
Posons,  pour  plus  de  simplicité,  2,.    -  2"''  ;  on  aura 
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Pour  que   le  noinhre  ■.*-"  H- i    -  2,2   ^  i   lût   (livisil)l('  par   l«;  inodulc  ii\*>Hij,   il 
faudrait  qu'on  cùl  2,2      —  1.  Mais  on  trouve 


25 

-:  —  2Io6^j, 

•^6 

(2,)':^— 

39645, 

27 

■'-■   27969» 

2» 

-  -  28708, 

29 

—  —  5890, 

2,0 

~  56022, 

2,, 

rr:  —  l . 

Ce  serait  donc  par  une  inadvertance  qu'on  a  mis  a^''^-!  au   lieu  de  2-"  h- i 
dans  l'énoncé  du  premier  cas.  Quant  au  second,  on  a,  pour  le  module 

d  =  167772161, 

2^  :-HE —  67108890,  2f,    1^         40266974, 

2,  —    8214125,  2g  =H—  73840779,  2y  r-—  35900037, 

2,0  H-.    2027927,  2,,  =a    56706897,  2,2  —  —  65302291, 

2,3  zr;    42312541,  2,j  :^    37666617,  2,^  ::;;    4667^9^^» 

2,fiHn    81947549,  2,-^^  —  66200787,  2, «  H^— 22450470, 

2,y  r  —  39437715,  220  =E    35921276,  22,:^    30406922, 

222  -   —  66249968,  2j3  EH  —I. 

De  cette  manière,  on  a  vérifié  les  deux  énoncés  en  calculant  directement 

(2,n)^"  —  I        et       (222)'=—  i; 

quoique  ces  calculs  soientassez  laborieux,  leur  exécution  est  cependant  beaucoup 
plus  aisée  que  la  résolution  de  la  congrucnce  x"^  — — i  pour  les  deux  modules 
indiqués.  Il  paraît  que  M.  Pervouchine  n'agit  pas  d'une  autre  manière;  car  au- 
trement il  aurait  fait  connaître  les  autres  facteurs  des  deux  nombres  composés, 
ou  bien  il  aurait  pu  indiquer  des  cas  analogues  en  plus  grand  nombre.  Je  m'ap- 
plique à  généraliser  cette  théorie  relativement  aux  nombres  de  la  forme 

( 2(7 )"^"  H-  1     ou  de  la  forme     |-  [( 2a  -i-  i)-"  -t-  1]; 

il  semble  qu'on  pourra  tirer  avantage  de  leur  décomposition  en  produits  de 
deux  séries  de  la  forme 


^(A,2-+A-_,_,)x^(B, 


2«-t-'"  4-  l). 


Zahradnïk  (D'  /iT.).  —  Sur  la  masse  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes 
inégaux.  (188-189). 

Weyr  {Éd.).   —   Sur  les  lignes  algébriques   unicursales  planes. 
(i93-^3G). 

Exposé  de   la    théorie  de  ces  lignes  d'après    les    lra\au\   de    C.haslcs,  Caylcy, 
Clebsch,  Hermitc  et  Liiroth,  avec  des  cxen»ples  spéciaux. 


94  SECONDE  PARTIE. 

Jarolimek  {C).  —  Sur  la  surface  développable  formée  par  les 
normales  d'un  cône  du  deuxième  degré  construites  le  long 
d'une  ligne  de  courbure.  (247-2J7). 

L'auteur  donne  l'équation  de  cette  surface,  ainsi  que  les  équations  de  son  arête 
de  rebroussement. 

Ce  Tome  contient  en  outre  des  exercices  et  des  questions  proposés  aux  élèves, 
leur  solution  et  des  notices  littéraires. 

A.  S.  etEn.  W. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  ('  ). 

NM  ;  3  juillet  1882. 

Gyldén.  —  Sur  la  seconde  comète  de  l'année  1784.  (i^)- 

On  ne  possède  que  deux  observations  de  cette  comète,  et  Ton  ne  peut  déter- 
miner que  les  deux  éléments  de  l'orbite  autour  de  la  Terre:  il  est  possible  que 
cette  comète  appartienne  au  même  groupe  que  la  comète  périodique  découverte, 
en  1881,  par  M.  Denning. 

Faà  de  Bruno.  —  Sur  une  nouvelle  série  dans  les  fonctions  el- 
liptiques. (22). 

Pour  construire  des  Tables  elliptiques  avec  vingt  décimales  exactes,  la 
formule 


v/. 


suffirait  à  elle  seule  pour  donner  les  nombres  cherchés. 

Poincaré.  —  Sur  les  transcendantes  entières.  (sS). 

Soit  une  fonction  entière  F(x)  de  genre  /?,  c'est-à-dire  une  fonction  dont  le> 
facteurs  primaires  sont  de  la  forme 


eP..(,_|) 


V {x)  étant  un  polynôme  du  degré  n. 

Si,  X  croissant   indéfiniment  en  conservant  un  argument  déterminé,  a  est  un 
nombre  tel  que 

limea-»"^'  =:  o, 

on  aura 

lim<'«^"-^'F(:r)  --  o: 


(')  Voir  Bulletin.  V,,   içi'î. 


I 
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riiiléf^ialc  (l<''(iiiic 

/^  00 

•  .1 
prise  le  loiif^  (Iuik;  droiLo  d'ar^iiiinoiiL  Ici  que  la  limite  <le 

polir  :;  :  ^  X  ,  S(hL  nulle,  lepiéscnLe  une  fonction  entière  <le  —  • 
1  .  ^ 

La  série 


.       «+1/ ; 


représente  une  fonetion  entièi'c. 
On  peut  ('crire 


1        z  X 


I 


tl>(3)  désignant  une  fonction  entière  et  l'intégrale  étant  prise  le  long  diin  ((«u- 
tour  enveloppant  l'origine. 

N"  2;  10  juillet. 

Gyldèn  {H.).  —  Sur  réquation  diflérentielle  qui  donne  inunédia- 
tenient  la  solution  du  problème  des  trois  corps  jusqu'aux  quan- 
tités du  deuxième  ordre  inclusivement.  (35). 

Le  but  de  M.  Gyldén,  dans  ses  recherches  de  Mécanique  céleste,  est  de  tenir 
compte,  dès  la  première  approximation,  des  termes  du  deuxième  ordre  par  rap- 
port aux  forces  perturbatrices;  il  établit,  dans  cette  Communication,  l'équation 
différentielle  du  second  ordre  qui,  dans  le  sens  indiqué  plus  haut,  donne  la  sr)- 
lution  du  problème  des  trois  corps. 

Darhoux.   —   Sur  une  équation  linéaire  aux  dérivées   partielles. 

(69)- 
Il  s'agit  (le  rtMjiiation  bien  connue 

i)"^ z     ^  ni{\  —  "i )  _ 
ôx  dy         {x — y)'^ 

Cette  équation  ne  change  pas  quand  on  soumet  les  variables  x,  i  à  une 
même  substitution  linéaire  quelconque;  donc  de  l'intégrale  particulière 

z  :-    9  (X,  y) 
on  pourra  déduire  lintt'grale 


■il 


ni  X        II       m  r  -i-  n 


\l>x-r  i>      py      q  : 

c'est  ainsi  (|ue  de  la  solulion 


1  '    '"  ) ■  \ 
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on  peut  déduire  la  s<dution  obtenue  par  Hiemann 

\(y  —  x){x'  —  r')l"vr  ^y  —y'){x  —  x')~ 


-'-.r')yVr  {y  -y'){x-x'y\ 

z^-r  )J     L  {y-x'){x-y')\ 


\jKy  —  x'){x 

Si  '^(x,  y)  est  une  solution,  il  en  sera  de  même  des  fonctions 

<)'o        âz)           Ozi  dz>          .,  ô's>          .,  ôz> 

f)x       uy          ax  oy            Ox           ax 

Si  z    désigne  en   général  une  solution  de  l'équation  proposée,  où   l'on  a  reni- 
[)lacé  711  par  p,  on  aura 

dz  âz                    z 

^■"'+'        ôx  ôy               x—y'-                                   ' 


(•ett(^  relation,  si  ni  est  entier,  fournit  la  solution  générale  de  l'équation  différen- 
tielle sous  la  forme 


ôx'"-^  Oy'"-^  \x  —y 

si  m  n'est  pas  entier,  on  peut  supposer  la  partie  réelle  de  m  comprise  entre  o  el 
1,  et  l'on  a  alors  la  solution 

^^  9(3t)  dx 


(y-xy-  r 

•^  .X' 

-ï-iy-xy-'"  f 


[(jK-a)(a-a;)]'" 
^  4/  (  a  )  rfa 


[(jK-a)(a-a7)]'-"' 


L'auteur  propose  en  outre  la  définition  suivante  de  l'intégrale  générale  d'une 
é(}uation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  entre  z^  x,  y,  dans  le  cas  où 
le  procédé  suivi  par  l'intégration  ne  fournit  pas  toutes  les  solutions. 

On  a  l'intégrale  générale  toutes  les  fois  que  les  arbitraires  contenues  dans  la 
définition  de  celte  intégrale  permettent  de  satisfaire  à  la  condition  suivante  : 
la  surface  représentée  par  l'intégrale  peut  être  amenée  à  passer  par  une  courbe 
([uelconque  et  à  être  tangente,  le  long  de  cette  courbe,  à  une  développable 
([uelconque  donnée  à  l'avance. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  l'auteur  annonce  que  la  dernière  forme 
donnée  pour  z  constitue,  pour  in^\^  l'intégrale  générale  de  l'équation  pro- 
posée. 

Liiidemann.  —  Sur  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre 
et  sur  les  logarithmes   népériens  des  nomljres  commensurabics 
ou  des  irrationnelles  algébriques.  (72). 
On  sait  que  M.  Hcrmite  a  démontré  l'impossibilité  d'une  relation  de  la  forme 

N,e=i  -(-  NjC^î  +. .  .-H  N„e"n  -:  o, 

où  les  ((uantités  N,,  N2,  ...,  ]N„,  z^,  z^,  ...,  z^^  sont  des  nombres  entiers;  c'est 
l'étude  du  bau  ^ItMnoire  de  M.  Hermite  qui  a  conduit  M.  Lindemann  à  limpor- 
laiite  giMK'ialisation  (pie  voici  : 

lue  telle  l'elation,  où  les  :;  désignent  des  nombres  différents  rationnels  ou  à 
irralionnaliti'  algébricpie  et  les  >.'  des  nombres  à  irralionnalilé  algébrique  <|ui 
Mf  sdmI    pas  tous    nuls,  csl    iiupossibie  :  di>MC.  in  particulier,  le  nombre  -  et  les 
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lof^arithincs  ii(''j)éri(;ns  de  toutes  les  irrationnelles  algél>ri(|iics  sont  des  iioiiihres 
transcendants. 

l'aiinery  {J-)-  —  Rectification  à  une  Communication  antériciin' 
sur  les  intégrales  eulériennes.  (73). 

N°  3;  17  juillet. 

Joj-dan  [C .).  —  Ra[)port  sur  un  Mémoire  de  M.  P.  Gilbert,  sur 
divers  problèmes  de  mouvements  relatifs,  (i  1 1). 

Le  Mémoire  de  M.  Gilbert  a  pour  objet  l'étude  du  mouvement  des  appareils 
gyroscopiques,  et  pour  point  de  départ  un  théorème  donné  par  lîour  pour 
étendre  aux  mouvements  relatifs  les  formules  célèbres  de  Lagrange.  L'auteur 
retrouve  cette  proposition  par  une  voie  nouvelle  et  très  simple.  Une  interpréta- 
tion géométrique  élégante  des  divers  termes  qui  figurent  dans  cette  formule  lui 
permet  ensuite  d'obtenir  par  de  simples  différcntiations  et  presque  sans  calcul 
les  équations  différentielles  des  mouvements  qu'il  étudie.  Chacune  d'elles  est 
ensuite  discutée  d'une  manière  approfondie.  Après  avoir  déterminé  dans  chaque 
cas  les  diverses  positions  d'équilibre  qui  peuvent  se  présenter  et  les  conditions 
de  stabilité,  M.  Gilbert  procède  à  l'intégration  des  équations  différentielles  et 
réussit  souvent  à  l'effectuer  complètement. 

Les  appareils  analysés  par  M.  Gilbert  peuvent  se  ramener  à  trois  types  :  1"  le 
gyroscope  de  l'oucault;  2°  le  tore-pendule  et  le  barogyroscope;  3°  la  toupie. 

Relativement  au  gyroscope,  l'auteur  trouve  tout  d'abord  que  l'éciuilibre  a  lieu  : 

1°  Si  l'axe  du  tore  est  parallèle  à  l'axe  du  monde; 

■2°  Si  l'anneau  extérieur  a,  par  rapport  au  méridien,  une  vitesse  de  rotation 
égale  et  contraire  à  celle  de  ce  méridien  lui-même; 

3°  Si  la  vitesse  de  rotation  du  tore  a  une  valeur  convenable. 

M.  Gilbert  s'occupe  ensuite  de  l'intégration  des  équations  différentielles;  il 
montre  qu'elle  peut  s'effectuer  par  les  fonctions  elliptiques  dans  les  trois  cas 
suivants  (d'ailleurs  connus)  : 

1°  Si  l'anneau  extérieur  du  gyroscope  est  invariablement  fixé  au  plan  du  mé- 
ridien; 

2"  S'il  est  invariablement  fixé  à  l'anneau  intérieur; 

3°  Si  l'axe  de  rotation  de  l'anneau  extérieur  est  dirigé  suivant  l'axe  du  monde, 
pourvu  qu'on  néglige,  en  outre,  la  masse  des  anneaux. 

Dans  chacun  de  ces  trois  cas,  l'un  des  angles  variables  dont  dépend  la  posi- 
tion du  gyroscope  est  déterminé  par  une  équation  différentielle  identique  à  celle 
dont  dépend  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  tournant  autour 
d'un  diamètre  vertical.  Cet  angle  subira  donc  des  oscillations  périodiques  dont 
la  loi  s'exprime  par  des  fonctions  elliptiques  du  temps;  chacun  des  autres  angles 
se  compose  d'une  fonction  linéaire  du  temps  et  d'un  terme  périodi(jue,  où  ligu- 
rent  les  transcendantes  0.  Le  barogyroscope  imaginé  et  étudié  par  INL  Gilbert 
offre  une  disposition  particulièrement  ingénieuse.  Une  chape  en  acier  est  su|)- 
portée  par  deux  couteaux  placés  aux  extrémités  de  son  diainètrc  horizontal. 
Klle  porte  à  son  intérieur  un  tore  ayant  pour  axe  un  second  diamètre  perpen- 
diculaire au  premier.  Cet  axe  se  prolonge  par  uii(>  lige  niiiiee,  Icrniinée  inir  une 
aiguille  el  le  l:)ng  de  huiuclle  on  peut  fai'x  nionti-r  mi  (h-s'eiulrc  un  curseur. 
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L'appareil  doit  èlre  réglé  de  telle  sorte  que  dans  l'état  de  repos  l'ave  du  tore 
soit  vertical  et  que  le  centre  de  gravité  du  système  se  trouve  sur  cet  axe,  un 
peu  au-dessous  de  la  ligne  des  c)utcaux.  On  remplira  aisément  cette  dernière 
condition  par  le  déplacement  du  curseur. 

Supposons  que  l'appareil  ainsi  réglé  soit  placé  de  telle  sorte  que  le  plan  d'os- 
cillation de  l'aiguille  soit  confondu  avec  le  méridien  et  imprimons  au  tore  un 
mouvement  de  lotation  rapide,  de  gauche  à  droite  par  rapport  à  la  zénithale. 
L'aiguille  déviera  aussitôt  vers  le  nord  et  exécutera  une  série  d'oscillations 
autour  d'une  position  d'équilibre  nettement  distincte  de  la  verticale. 

Si  le  tore  tournait  de  droite  à  gauche,  on  observerait  une  déviation  vers  le 
sud,  un  peu  moins  forte  que  la  précédente. 

Enfin,  si  Ton  tourne  l'appareil  de  manière  à  faire  varier  l'azimut  du  plan 
d'oscillation  de  l'aiguille,  on  verra  les  effets  s'atténuer  à  mesure  que  ce  plan 
s'écarte  du  méridien,  et,  lorsqu'il  sera  venu  dans  le  premier  vertical,  on  ne  con- 
statera plus  aucune  variation. 

Radau.  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  perturbations,  (i  i^). 

Pour  éviter  la  variation  des  constantes,  on  peut  comparer  l'orbite  actuelle 
d'une  planète  à  une  certaine  orbite  fondamentale  dont  les  éléments  sont  des 
constantes  absolues.  M.  Radau  étudie  et  compare  diverses  façons  de  procédei* 
dues  à  Hansen,  à  M.  Gyldén  et  à  lui-même.  {Bulletin,  i*  série^  t.  V,  1881; 
l"  Partie,  p.  270). 

Rouget.  —  Observations  astronomiques  sans  mesures  d'angles. 

(120). 

Suite  aux  Mémoires  des  3  et  10  janvier  1881.  —  T.  Perfectionnement  des  for- 
mules qui  utilisent  les  trajectoires  combinées.  —  IL  Doubles  solutions  d'une 
même  trajectoire  —  HT.  Théorie  des  observations  circumpolaires  :  son  appli- 
cation à  la  détermination  de  la  longitude  par  l'heure  du  passage  de  la  Lune 
dans  le  vertical  d'une  étoile  passant  près  du  zénith. 

Boussinesq.  —  Sur  le  choc  d'une  plaque  élastique  plane  supposée 
indéfinie  en  longueur  et  en  largeur,  par  un  solide  qui  vient  la 
heurter  perpendiculairement  en  un  de  ses  points  et  qui  lui  reste 
uni.  (1  9.5). 

Soient  [x  la  masse  de  ce  solide,  rapportée  à  celle  de  la  plaque  jiar  unité  d'aire, 
tp  le  déplacement,  à  l'époque  /  d'un  j)oint  (.r,  7)  du  feuillet  moyen  de  la  plaque. 
/•  la  distance  de  ce  point  heurté,  })ris  lui-même  pour  origine  et  où  est  censée 
concentrée  la  masse  [jl,  enfin  V  {t)  l'impulsion  extérieure  totale  jusqu'à  l'époque 
t\  l'auteur  trouve  par  une  méthode  d'intégration  exposée  dans  le  numéro  des 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  du  20  février  1882  le  résultat 
suivant  : 

•  (1      \  "î'      -   T 

en    Mij»pu>;uil 

V{t)  —    I       ''         ■''    h'  (  0  )  r/0 


0-/ 
/■{at) 


.a 
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il  (JéduiL  de  là  diverses  conséquences  relatives  iiii  r;t|)j)ni  t  di-  la  vitesse  prise  par 
la  petite  partie  directement  ébranlée  et  de  la  vitesse  de  propa^^ation  des  sons 
longitudinaux,  ainsi  ({u'à  la  limite  vers  laquelle  tend  le  déplacement  du  point 
heurté. 

N"  4;  '2\  jiiillcl. 

Folie.  —  Théorie  du  mouvement  diurne  de  l'axe  du  monde.  (if3'3). 

Faye.  —  Observations  relatives  à  la  [)id)lication  des  Annales  de 
V Observatoire  de  Rio  de  Janeiro.  (i64)« 

M.  Paye  fait  l'historique  du  développement  de  cet  Observatoire. 

Tacchini.  —  Observations  des  taches  et  des  facules  solaires  faites 
à  l'Observatoire  royal  du  Collège  Romain,  pendant  le  premier 
semestre  de  1882.  (i65). 

Ricco.  —  Latitude  des  groupes  de  taches  solaires  en  1881.  (167). 

Hall.  —  Sur  l'orbite  de  Japhet.  (168). 

Réduction  des  observations  de  Bernard;  leur  comparaison   avec    les  éléments 
adoptés. 

Zenger  (C).  —  Solution  rapide  du  problème  de  Kepler. 

Pour  résoudre  l'équation 

E  —  e  siuE  -  F, 

l'auteur  donne  la  formule  approchée 

e  cos  F 
cosE  =  cost  — 


I  —  -jr  sin-  (eoi)  -i-  -^  sin* ( e o) )  -h . . . 

où  ew  est  l'excentricité  exprimée  en  secondes  d'arc:  cette  formule  suppose  l'ex- 
centricité e  très  faible. 

Cette  formule  donne  une  valeur  de  E  approcluV  à  (juehfues  minutes  près. 

N°  rj;  3r  juillet. 

Zenger.  —  Note  additionnelle  sur  la  solution  rapide  du  problèm<' 
de  Kepler,  (aoj). 

L'auteur  montre  comment,  de  la  solution  api)rochée  donnée  par  lui,  on  peut 
déduire  rapidement  d'autres  solutions  plus  approchées. 

Zenger.  —  Tables  approchées  pour  calculer  l'anomalie  Nraie  des 
planètes.  (206). 

Maehal  (J  .).  —  Sur  quelques  théorèmes  d'éU^clricité  déuionlrés 
d'une  manière  inexacte  dans  les  Ouvrages  didac-licpics.  (210). 
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Sébert  et  Hugoniot.   —   Sur   les    vibrations   Jongitiidiiiales   des 

barres  élastiques  dont  les  extrémités  sont  soumises  à  des  efibrts 

quelconques.  (21  5). 

Déterminer  le  mouvement  vibratoire  d'une  barre  élastique  et  homogène  do 
longueur  finie,  dont  l'une  des  extrémités  est  soumise  à  des  efforts  quelconques, 
pressions  ou  torsions,  variables  avec  le  temps,  l'autre  extrémité  étant  libre  ou 
encastrée.  v 

N**  6;  7  août. 

Radau.  —  Remarques  concernant  le  problème  de  Kepler.  (2^4)- 

Examen  de  la  méthode  de  Gauss,  abrégée  par  l'emploi  des  Tables  de  M.  Do- 
berck;  critique  de  la  méthode  de  M,  Zenger. 

Tacchini.  —  Observations  des  protubérances,  des  facules  et  des 
taches  solaires  faites  à  l'Observatoire  du  Collège  Romain,  pen- 
dant le  premier  semestre  de  1882.  (2^6). 

Sébert  et  Hugoniot.  —  Sur  les  vibrations  longitudinales  des 
barres  élastiques  dont  les  extrémités  sont  soumises  à  des  efforts 
quelconques.  (2^78). 

En  supposant  qu'il  y  ait  une  extrémité  encastrée,  les  efforts  exercés  à  l'extré- 
mité libre  se  transmettent  intégralement  de  proche  en  proche  vers  le  point 
d'encastrement.  Là,  ils  éprouvent  une  réflexion  sans  changement  de  signe  et 
reviennent  vers  l'extrémité  libre  où  ils  subissent  une  nouvelle  réflexion,  avec 
changement  de  signe. 

Les  vitesses  que  la  force  imprime  à  chaque  instant  à  l'extrémité  libre  se 
transmettent  d'une  façon  analogue;  toutefois  elles  éprouvent,  à  l'extrémité  en- 
castrée, une  réflexion  avec  changement  de  signe  et  à  l'autre  extrémité  une  ré- 
flexion sans  changement  de  signe. 

Les  efforts  produits  par  ces  différentes  ondes  s'ajoutent  les  uns  aux  autres, 
conformément  au  principe  de  superposition. 

Si  la  force  cesse  d'agir  au  bout  d'un  certain  temps,  le  mouvement  périodique 
s'établit.  —  Les  auteurs  ont  établi  des  formules  qui  représentent  le  mouvement 
dans  tous  les  cas. 

N"  7;   Il  août.  \ 

Faye.  —  Note  sur  la  théorie  des  cvclones  de  M.  le  D'  Andrics. 

(3,6). 

Rozé.  —  Des  termes  à  courte  période  dans  les  mouvements  de 
rotation  de  la  Terre.  (3'>.7). 

Sur  les  variations  périodi(iucs  de  l'angle  entre  l'axe  princij)al  de  la  Terre 
regardée  comme  un  solide  invariable  et  l'axe  résultant  des  moments  des  (|uan- 
lités  de  mouvements. 
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Wolf.  —  Descrlplion  de  l'amas  de  rÉcrevisse  et  mesures  micro- 
métriques des  positions  relatives  des  principales  étoiles  qui  le 
composent.  (333). 

Mittag-Lefjler.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes  d'une: 
variable.  (355). 

j  Rectification  d'une  démonstration  précédemment  donnée  |)ar  l'auteur. 

Brassinne.  —  Méthode  générale  pour  la  solution  des  problèmes 
[  relatifs  aux  axes  principaux  d'inertie  et  aux  moments  d'inertie. 

(  Balance  d'oscillation  pour  l'évaluation  des  moments  d'inertie. 

t         (33;). 

Sêbert  et  Hugoniot.  —  Sur  les  vibrations  longitudinales  des 
barres  élastiques  dont  les  extrémités  sont  soumises  à  des  efforts 
quelconques.  (338). 

Cas  où  aucune  extrémité  n'est  encastrée;  étude  du  problème  suivant,  généra- 
lisation d'un  problème  traité  par  Navier  : 

Une  tige  fixée  à  une  extrémité  subit  à  l'autre  le  choc  d'un  corps,  de  poids  II, 
supposé  assez  court  ou  assez  raide  pour  qu'on  puisse  en  négliger  le  mouvement 
vibratoire;  le  corps  est  lui-même  sollicité,  parallèlement  à  la  direction  de  la 
tige,  par  une  force  quelconque  F(;)  et  l'on  se  propose  de  déterminer  le  mou- 
vement du  système,  en  supposant  que  la  masse  étrangère  demeure,  après  le 
choc,  invariablement  reliée  à  la  tige.  (34o). 

N°  8;  21  août. 

De  Saint-Venant.  —  Du  choc  longitudinal  d'une  barre  élastique 
libre  contre  une  barre  élastique  d'autre  matière  ou  d'autre  gros- 
seur, fixée  au  bout  non  heurté;  considération  du  cas  extrême 
où  la  barre  heurtante  est  très  raide  et  très  courte.  (36o). 

Cette  Communication  de  M.  de  Saint-Venant  et  une  autre  postérieure  (n"  10) 
se  rapportent  au  problème  traité  par  MM.  Sebert  et  Hugoniot.  Le  savant  auteur 
montre,  en  prenant  pour  exemple  une  solution  en  série  trigonométrique,  que  le 
problème  du  choc  longitudinal,  par  un  corps  de  forme  quelconque  d'une  barre 
élastique  fixée  à  un  bout,  peut  être  résolu  comme  cas  simple  et  extrême  de 
celui  du  choc  mutuel  de  deux  barres.  II  en  induit  que  le  problème  est  suscep- 
tible d'une  solution  en  termes  finis,  qui  se  prête  mieux  au  calcul. 

Il  rappelle  celle  qu'il  a  donnée  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  du  3o  mars  i868  en  formules  de  deux  termes,  pour  le  cas  de  liberté 
complète  de  la  barre  heurtée;  puis  il  donne  une  solution  analogue,  débarrassée 
des  complications  de  la  mise  en  compte  des  ébranlements  intérieurs  du  corps 
heurtant,  pour  le  cas  bien  plus  pratique  d'une  barre  fixée  au  bout  opposé  à 
celui  qui  reçoit  le  choc. 
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Borrelly.  —  Observations  des  planètes  (22g)  et  (g,  à  l'Observa- 
toire de  Marseille.  (376). 

Tacchini.  —  Sur  les  éruptions  métalliques  solaires,  observées  à 
Rome  pendant  le  i^*"  semestre  1882.  (377). 

W  9;  28  août.  1 

Mouchez.  —  Discours  prononcé  à  l'inauguration  de  la  statue 
élevée  à  Fermât  dans  la  ville  de  Beaumont-de-Lomagne  (Tarn- 
et-Garonne).  (399). 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes  et  de 
la  comète  de  Wells,  faites  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
deuxième  trimestre  de  l'année  1882.  (4o3). 

Paulel  Prosper  Henry.  —  Observations  des  planètes  ^227^  et  (S) 
faites  à  l'équatorial  ouest  du  jardin  de  l'Observatoire  de  Paris. 

(4i5). 

Zenger.  —  Solution  du  problème  de  Kepler  pour  des  excentri- 
cités considérables. 

]N°  10;  4  septembre. 

De  Saint-Venant.   —  Solution,  en   termes  finis  et  simples,   du 
problème  du  choc  longitudinal,  par  un  corps  quelconque,  d'une 
barre  élastique  fixée  à  son  extrémité  heurtée.  (423). 
Voir  plus  haut. 

Faye.  —  Sur  la  figure  des  comètes.  (417)- 

De  Gasparis.  —  Sur  le  problème  de  Kepler.  (44^)- 

[JL,  £  étant   les  anomalies  moyenne   et   excentrique,    en   parties    du   rayon 
comptées  de  l'aphélie,  on  a 

I  ;jL*      qp  —  I  Z 


IJL- 

I  — 


1  -+-  c  G    (1  +  e)"^        120  (i  -i-  e)" 

[x"     225e''  —  'ô!\e  -+- 1 
ôo^o  (i-r-e)^ 

tj.»   iio25e^ -h  4i3ie^ -{- 243c  —  I 
362880        (i-4-e)'^ 
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Hraasinne.  —  Balance   d'oscillation  pour  le  calcul  des   moments 
d'inertie.  (  /j4^)- 


il 
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Une  tige  verticale  traverse  l'axe  liorizoïilal  de  suspension,  «luelle  dépasse  un 
peu.  Sa  partie  inférieure  est  reliée  à  une  couronne  circulaire  f,'raduée,  qui  sup- 
porte un  petit  plateau  mobile  sur  lequel  le  corps  est  posé.  Chaque  expérience 
d'oscillation  donne  la  valeur  du  moment  d'inertie  autour  d'une  parallèle  à  la 
suspension  passant  par  le  centre  de  gravité,  parallèle  (jui  variera  par  une  rota- 
tion convenable  du  plateau. 

Un  poids  déterminé,  suspendu  à  l'extrémité  supérieure  de  la  tige,  s'inclinera 
et  donnera  le  moyen  d'obtenir  les  distances  A,  E),  D'  du  centre  de  gravité  de 
l'appareil  vidé,  chargé,  ou  du  corps  en  expérience  à  l'axe  horizontal  en  sus- 
pension. 

L'oscillation  de  l'appareil  vidé  fournit  une  longueur  pendulaire  X  et  un  mo- 
ment d'inertie  ;x);A  (;j.  est  la  masse  de  l'appareil).  Si  la  balance  est  chargée,  la 
longueur  pendulaire  /  donnera  pour  le  moment  d'inertie  de  tout  système 
(jjL -h  M)eD.  La  différence  des  deux  moments  sera  le  moment  d'inertie  de  la 
masse  M. 

N°  11  ;  II  septembre. 

Faye.  —  Discours  prononcé  aux  funérailles  de  M.  Liouville,  au 
nom  de  l'Académie  des  Sciences,  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris  et  du  Bureau  des  Longitudes.  (468). 

Lemonnier.  —  Conditions  pour  que  deux  équations  différentielles 
linéaires  dans  le  second  membre  aient/?  solutions  communes. 
Equation  qui  donne  ces  soltitions.  (476). 

L'auteur  parvient  à  ces  conditions  par  un  procédé  analogue  au  procédé  d'éli- 
mination de  M.  Sylvester  entre  deux  équations  algébriques. 

Boussinesq.  —  Définition  nattirelle  des  paramètres  différentiels 
des  fonctions  et  notamment  de  celui  du  second  ordre  Ao.  (479)- 

Ce  paramètre  exprime,  à  un  facteui-  constant  près,  la  valeur  moyenne  des 
dérivées  secondes  de  la  fonction,  prises,  au  point  considéré  {x,y',  z)  suivant 
toutes  les  directions  possibles. 

N°  12;  18  septembre. 

Faye.  —  Note  sur  la  vie  et  les  travatix  de  M.  Plantamour.  (495  ). 
Bourget.  —  Sur  les  permutations  de  n  objets  et  sur  leur  classe- 
ment. (5o8). 

La  classification  adoptée  par  l'auteur  consiste  essentiellement  dans  le  partage 
des  permutations  en  groupes  de  permutations  circulaires  :  elle  permet  de  trouver 
\di  formule  du  rang  occupé  par  un  élément  déterminé  dans  la  permutation  de 
rang  donné. 

Quel.  —  r^es  carrés  des  forces  d'induction  prochiiles  par  le  Soleil 
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dans  les  planètes  et  dues  à  la  vitesse  de  révolution  de  ces  corps 
sont,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  en  raison  inverse  des  sep- 
tièmes puissances  des  distances  à  Tastre.  Induction  des  comètes, 
des  bolides  et  des  étoiles  filantes.  (5i4)- 

N°  13;  2,5  septembre. 

Resal.  —  Sur  une  question  de  principe  qui  se  rapporte  à  la  théorie 
du  choc  des  corps  imparfaitement  élastiques.  (547). 

L'auteur  admet  en  principe  que,  abstraction  faite  du  frottement,  la  perte  de 
force  vive  éprouvée  dans  le  choc  de  deux  corps  imparfaitement  élastiques,  quelles 
que 'soient  leur  forme  et  la  manière  dont  le  choc  a  lieu,  est  égale  à  la  force  vive 
due  aux  vitesses  perdues  multipliée  par  un  coefficient  e  dépendant  de  la  nature 
des  deux  corps,  e  étant  égal  à  zéro  ou  à  l'unité  dans  les  hypothèses  où  les  corps 
seraient  parfaitement  élastiques  ou  complètement  dénués  d'élasticité.  Dans  le 
cas  du  choc  direct,  Navier  avait  fait  une  hypothèse  qui  est  comprise  dans  celle 
de  iM.  Resal. 

*S.  M.   V Empereur  du  Brésil.  —  Observations  d'une  comète  à 
Rio  de  Janeiro.  (555). 

Thollon  et  Gouv.  —  Sur  une  comète  observée  à  Nice.  (555). 

Flammarion.  —  Communication  de  diverses  dépêches  relatives  à 
la  nouvelle  comète. 

Fonvielle  {W.  de).  —  Note  sur  une  observation  de  la  grande  co- 
mète de  1882,  vue  en  ballon.  (558). 

Barbier  (F.).   —   Description  du   dodécaèdre  régulier  complet. 
(56o). 


PHILOSOPHICAL  TRANSACTIONS  or  the  Royal  Society  of  Londox  ('). 

Tome  CLXVI;  1876. 

CJiambers  (C).  —  Direction  absolue  el  intensité  de  la  force  ma- 
gnétique terrestre  à  Bombay.  (75-90). 

Reynolds  (O.).  —  Sur  le  frottement  de  roulement.  (i55-i7/î). 

C)  V<.ir  lUtlIetin,  I,,  1S7. 
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Spottiswoode.    —    Sur   U'  contact    inulliplt^    des    surfaces.    (  2j-- 

Ce  Mémoire  résume  et  continue  les  recherches  contenues  dans  les  Mémoires 
de  l'auteur  On  the  contact  of  quadrics  with  other  sur/aces  (  Proceedings 
of  the  London  Mathematical  Society,  mai  187^)  et  «  Sur  les  surfaces  oscula- 
trices  »  {Comptes  rendus,  6  juillet  1874'-  ^1-  Spottiswoode  y  traite  du  contact 
tri-,  quadri-,  quinti-,  sexti-ponctuel  d'une  surface  quelconque  et  d'une  quadrique 
ainsi  que  du  contact  à  quatre,  cinq  et  six  branches  :  la  fin  de  son  Mémoire  est 
consacrée  aux  mêmes  questions,  mais  en  remplaçant  la  quadrique  par  une  cu- 
bique. 

Deuxième  Partie. 

Crookes.  —  Sur  la  répulsion  résultant  de  la  radiation.  (325-3j6). 

Broun.  —  Sur  les  variations  quotidiennes  de  la  movenne  force 
horizontale  du  magnétisme  terrestre  produites  par  la  rotation  du 
Soleil  et  les  révolutions  synodiques  et  tropiques  de   la    Lune. 

(387-404). 

Schuster.  —  Sur  la  nature  des  forces  produisant  le  mouvement 
d'un  corps  ex[)osé  aux  ravons  lumineux  et  calorifiques,   ("i.j- 

7^4). 

Tome  CLXVII:  1877. 

Gordon.  —  Sur  la  détermination  de  la  constante  de  ^  erdet  en 
unités  absolues.  (  1-34  V 

Brodie.  —  Le  calcul  des  opérations  chimiques.  (  34- 1 16  ). 
Shadivell  iC.).  —   Contribution  au  magnétisme  terrestre.   liS^- 

i48). 

Darwin  {H.).  —  Influence  des  changements  géologiques  sur  l'axe 
de  rotation  de  la  Terre.  (2-1-3 12). 

Les  changements  causés  dans  l'obliquité  de  Técliptique  par  une  petite  défor- 
mation graduelle  de  la  figure  de  la  Terre  ne  peuvent  être  que  très  petits:  ainsi, 
pendant  la  période  glaciaire  et  en  supposant  les  circonstances  les  plus  favora- 
bles, l'obliquité  de  Tecliptique  n'a  pas  dû  varier  de  plus  de  -rin  ^^  seconde 
d'arc;  par  suite,  l'axe  de  rotation  coïncide  sensiblement  avec  l'axe  principal  de 
.    figure. 

L'auteur  discute  avec  détail  la  possibilité  du  changement  géographique  du 
pAle  terrestre  dans  l'hypothèse  d'une  plasticité  plus  ou  moins  grande,  puis,  en 
supposant  la  densité  intérieure  constante,  examine  quelles  formes  doivent  pré- 
senter les  continents  et  le  fond  des  mers  pour  que  le  transport  d'une  quantité 
donnée  de  matière  d'un  lieu  à  l'autre  produise  le  plus  grand  déplacement  pos- 

Biill.  des  Sciences  mnthém.,  -2'  série,  t.  \1L  (Juin  iS83.j  R.8 
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sible  des  pôles  terrestres  et  calcule,  dans  différentes  suppositions  ou  d'après  les 
données  de  la  Géologie,  des  limites  supérieures  de  ce  déplacement. 

Spottiswoode  (  W\).  —  Sur  les  surfaces  et  les  courbes  hvperjaco- 
biennes.  (35i-365). 

Soient  U,  ç,  <^,   ...  des  fonctions    homogènes    des  quatre  coordonnées  x,  y, 
^,  ^;  si  l'on  considère  la  matrice 


K 

u; 

u; 

v, 

AU 

A'U 

1 

?r 

1 

'0 . 

f 

l'Z> 

A' 9 

^x 

•^v 

'k'-. 

^'t 

A.| 

A'.; 

où  U' ,  U'.,  ...  sont  les  dérivées  premières  de  la  fonction  U,  où  AU,  A'U,  ... 
désignent  des  dérivées  d'ordre  supérieur  au  premier,  où  cp^,  ...,  A»,  •,}/^,  ...  A']/ 
ont  un  sens  analogue,  où  l'on  suppose  enfin  que  le  nombre  des  colonnes  excède 
le  nombre  des  lignes  d'une  unité,  les  deux  déterminants  indépendants  que  l'on 
peut  tirer  de  cette  matrice,  égalés  à  zéro,  représentent  des  sur/aces  hyperja- 
cobiennes,  l'intersection  de  ces  surfaces  est  une  courbe  hyperjacobienne.  Les 
fonctions  9,  <]^,  ...  étant  supposées  du  même  degré  n,  on  voit  clairement  com- 
ment la  théorie  de  ces  surfaces  et  de  ces  courbes  se  relie  à  l'étude  du  contact 
(d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé)  de  la  surface  U  =  o  avec  les  surfaces  du 
système  linéaire  acp  +  6^{; +. .  .=  o.  C'est  dans  ce  sens  que  M.  Spottiswoode 
étudie  les  propriétés  des  surfaces  et  des  courbes  hjperjacobiennes  :  ces  recher- 
ches se  relient  à  celles  de  M.  Rrill  { Mathematische  Annalen,  t.  III,  p.  4^0),  à 
celles  de  M.  Krey  {Id.,  t.  X,  p.  281),  enfin  à  celles  qu'il  a  publiées  lui-même 
dans  son  Mémoire  On  the  sextactic  point  of  a  plane  curve  {Phif.  Trans., 
18G.5,  p.  657). 

Casey  (J-)-  —  Sur  une  nouvelle  forme  de  Téquation  langentielle. 

(367-440). 

M.  Casey  montre  sur  un  grand  non^bi^  d'exemples,  d'une  nature  élémentaire, 
tout  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la  considération  de  l'équation  de  la  droite 

x-hy  cot  0  —  r  =  o, 

où  r  désigne  une  fonction  de  9;  cette  équation  définit  une  courbe,  enveloppe  de 
la  droite  variable.  Les  dernières  pages  de  son  Mémoire,  relatives  aux  quartiques 
bicirculaircs,  offrent  un  intérêt  particulier.  L'auteur  parvient  à  la  rectification 
de  ces  courbes  au  moyen  des  intégrales  elliptiques  et  généralise  ainsi  les  théo- 
rèmes de  M.  \V.  Roberts  et  de  M.  Genocchi  relatifs  aux  arcs  des  ovales  de 
Descartes. 

Cette  rectification  repose  sur  la  (juadruple  génération  des  quartiques  bicir- 
culaircs [Casey,  Bicirculars  quartics  {Transactions  of  the  Royal  Jrish  Aca- 
deniy,  t.  WIV  ,  p.  4^o)].  Une  telle  courbe  peut  en  olfct  être  regardée  comme 
l'enveloppe  d'un  cercle  qui  coupe  orthogonalement  un  cercle  fixe  et  dont  le 
centre  décrit  une  conique  fixe,  dite /oca/e,  et  cela  de  quatre  façons  différentes; 
les  quatre  coniques  focales  sont  homofocales;  les  quatre  cercles  correspondante, 
tlont  chacun  peut  être  regardé  comme  un  cercle  d'inversion  de  la  quartique  sont 
orthogonaux  et  leurs  centres  sont,  par  conséquent,  disposés  comme  les  sommets 


KRVUK   DKS   PUBMCATIONS.  1..7 

et  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un  triangle;  l'un  d'eux  est  ••vicit-niiiitrni 
imaginaire;  à  cette  quadruple  génération  se  relie  cette  intéressante  proposition 
de  Géométrie  :  si  l'on  considère  quatre  cercles  tels  que  ceux  qui  viennent  d'être 
décrits  et  que  l'on  prenne  la  figure  inverse  d'une  figure  donnée  par  rapport  au 
premier  cercle,  puis  qu'on  transforme  de  la  même  façon  cette  figure  inverse  par 
rapport  au  second  cercle,  ...,  la  quatrième  inversion  reproduira  la  figure  pri- 
mitive; on  voit,  d'après  cela,  qu'il  existe  dans  une  quartique  bicirculaire  une 
infinité  de  quadrilatères  inscrits  dont  les  cotés  vont  passer  par  les  centres  des 
quatre  cercles  d'inversion,  chacun  des  côtés  pouvant  être  regardé  comme  la 
corde  de  contact  du  cercle  bitangent  à  la  quartique  dans  un  des  modes  de  gé- 
nération ;  en  combinant  cette  proposition  avec  le  théorème  suivant  : 

Si  la  sécante  OPP'  coupe  le  cercle  J  aux  points  P,  P',  la  différence  ou  la 
somme  des  diamètres  des  deux  cercles  qui  passent  par  le  point  ()  et  qui 
touchent  le  cercle  J  aux  points  P,  P'  est  égale  au  diamètre  du  cercle  J, 

on  parvient  à  la  rectification  de  la  quartique. 

Si,  en  effet,  on  fait  varier  infiniment  peu  le  quadrilatère  inscrit,  en  désignant 
par  ds^  ds'  les  arcs  décrits  par  deux  sommets,  par  p  le  rayon  du  cercle  généra- 
teur bitangent  à  la  quartique  aux  deux  sommets,  le  théorème;  précédent  condiiii 
immédiatement  à  la  formule 

cl  s'  ^  ds  ^^  ">.  pr/0, 

6  étant  l'angle  du  côté  du  quadrilatère  avec  une  direction  fixe;  en  considérant 
ainsi  les  quatre  côtés,  on  parvient  à  la  formule 

ds  ^  frj  dd  -h  /p'  cB'  -h  /p"  dd"  -f-  /p'" db'"  ; 

un  calcul  bien  facile  montre  ensuite  que  les  quatre  intégrales  qui  figurent  dans 
le  second  membre  dépendent  des  intégrales  elliptiques. 

Cayley.  —  Sur  les  quartiques  bicirculaires  :  addition  au  Mémoire 
du  professeur  Gasev  «  Sur  une  nouvelle  forme  de  l'équation  taii- 
gentielle  ».  (44ï-46o)- 

Les  recherches  de  M.  Cayley  complètent  de  la  façon  la  plus  heureuse,  dans  le 
sens  analytique,  les  résultats  obtenus  géométriquement  par  M.  Casey  :  les  élé- 
gants calculs  de  l'éminent  géomètre  ont  naturellement  le  même  point  de  départ 
que  les  recherches  géométriques  de  M.  Casey,  la  considération  d'un  quadrilatère 
inscrit  ABCD  et  du  quadrilatère  infiniment  voisin  A'B'C'D';  la  position  de 
chaque  côté  (qui  passe  par  l'un  des  centres  des  cercles  d'inversion)  dépend  d'un 
paramètre  to,  les  quatre  paramètres  w,  w,,  a)„,  W3  dépendant  d'ailleurs  d'un  seul. 
Chacun  des  arcs  infinitésimaux  AA',  BB',  CC,  DD'  est  susceptible  de  deux  ex- 
pressions différentes;  par  exemple,  AA'  peut  s'exprimer  sous  les  formes  Mrfw  et 
M,£/w,  et  C,  ...;  les  identités  entre  ces  diverses  formes  résultent  des  relations 
entre  les  paramètres;  chacune  d'elles  est  d'ailleurs  compliquée  et  ne  dépend  pas 
simplement  des  fonctions  elliptiques;  ce  sont  les  expressions  BB'— AA', 
CC—  BB',  DD'-i-  ce,  DD'—  AA'  que  M.  Casey  obtient  sous  forme  de  différen- 
tielles qui  dépendent  uniquement  des  fonctions  elliptiques  et  c'est  de  ces  ex- 
pressions qu'il  déduit  l'expression  de  AA'  comme  somme  de  quatre  telles  diffi»- 
rentielles. 

.M.   Cayley  se   propose  d'obtenir  directement    les  expressions  monùntes   telles 
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que  Mclbi  et  d'en  déduire  l'expression  de  l'arc  infinitésimal  <iS  sous  la  forme  de] 
M.  Casey, 

dS  —  Ndiù  -{-  N,rfw,  -t-  NjC?o),  H-  l^^du)^. 

Si  l'on  considère  en  particulier   l'un  des  quatre  modes  de  génération  de  la  ■ 
quartique,   en  désignant  par  {/-{-fi)x,  {g-r'^)y  les  coordonnées  d'un  point  M 
de  la  conique  focale 

par  (i)  l'anomalie  excentrique  correspondante,  par  a,  Jâ,  y  les  coordonnées  et  le 
rayon  du  cercle  d'inversion,  le  cercle  générateur  dont  la  quartique  est  l'enve- 
loppe ayant  pour  centre  le  point  M  et  pour  rayon  S,  l'un  des  côtés  du  quadri- 
latère inscrit  ABCD  sera  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (a,  ^)  sur  la  tangente 
en  M  à  l'ellipse  focale  et  les  deux  points  où  cette  perpendiculaire  rencontre  le 
cercle  générateur  seront  deux  sommets  du  quadrilatère.  On  aura  les  quantités 
analogues  relatives  aux  trois  autres  modes  de  génération  en  affectant  des  indices 
I,  2,  3  les  quantités  x,  y,  6,  a,  p,  y,  S. 

M.  Cayley  parvient  aux  formules  suivantes  qui  donnent  les  expressions  (sous 
une  double  forme)  des  arcs  infinitésimaux  AA',  BB',  CC,  DD'  décrits  par  les 
quatre  sommets  du  quadrilatère 


dS 


rfS,  = 


dS,^- 


S  R   0  -— --     r^g.R.o,  ■  ■      , 

diii.  ^   ,        dtù. 


^3^2^: 


dS.  =      £0  R'  S^    ^ 


di)i^ 


£  R  0 


dui 


^      V"3V^3  V^    V© 

les  quantités  £  représentent  l'unité  positive  ou  négative;  on  a  d'ailleurs 


Q 
R 


(/+e)(g-4-6), 

(i  — ax—  ^y)-  — rM^'+y-'), 

'—, >        l\     = ; '—7, 


X^ 


x'^  -r  y- 


et  des  expressions  analogues  pour  les  quantités  affectées  d'indices;  on  déduit  dé' 
«'es  formules 

<iS    -i-  rfS,  —  H-  2£  P  rft.), 

rfS, — rfS   — — 2  e,  P,rfto,, 

^YS,  —  rfS,    - — 2e2P2rf(02, 

f/S^  —  <iS     r=  —  2  £3  P3  rftO,, 


en   taisant 


el  de  là  on  lire 


P  rr 


P 


(.r^ +.>'■-■)  S 'e 
d'S  =  c  IV/w  -'-  £,  P,  r/c),  -!    £,  P.rAo.,  J-  s,  P^^w.,, 
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(■L  des  expressions   analogues   pour  (lS^,  dS,,  dS.;  enfin   clianine  fies  inlé{<iales 
telles  que    / j—    ne   dépend    pins    que    des    inléf,'ralos    elliptiques  et 

M.  Cayley  cfTeclut;  la  rédurtion. 

Sabine  (^'.)-  —  Contribution  au  inaj^nétismo  terrostn;.  (4^3i-5o8). 

Jeiikin  (Z^-).  —  Sur  le;  frottement  entre  deux  surfaces  qui  se  dépla- 
cent lentement.  (5()9-5'^8). 

TomeCLXVIII;  1879. 
Ce  \oluine  ne  contient  aucun  travail  mathématicjue. 

TomcCLXIX;  1878. 

Lockyer.  —  Rapport  sur  l'éclipsé  totale  de  Soleil  du  ()  avril  1875. 
(139-104). 

Crookes.  —  Sur  la  répulsion  résultant  de  la  radiation.  (243-3 18), 

Joule  (P-)-  —  Nouvelle  détermination  de  l'équivalent  mécanique 
de  la  chaleur.  (365-384). 

Cayley.  —  Addition  au  Mémoire  sur  la  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques.  (419-424)- 

L'auteur  complète  pour  le  cas  de  /i  =  7   les  résultats  de  son  Me/noir  on  fke 
transformation  of  elliptic  Functions  {Phil.  Trans.,  t.  CLXIV,  1874;  p.  397-456). 

Cayley.  —  Dixième  Mémoire  sur  les  quantics.  (6o3-662). 

Ce  Mémoire,  qui,  par  sa  nature  même,  échappe  à  l'analyse,  est  relatif  à  la 
forme  binaire  du  cinquième  ordre. 

CUfford.  —  Sur  la  classification  des  lieux.  (663-68 1). 

Courbes  unicursales  d'ordre  n  dans  un  espace  à  n  dimensions;  courbes  uni- 
cursales  d'ordre  n  dans  un  espace  à  /i— i,  à  /i  —  k  dimensions;  courbes  ellip- 
tiques (ou  bicursales)  d'ordre  n  dans  un  espace  k  n  —  i  dimensions;  théorie 
des  points  dérivés  sur  une  courbe  elliptique;  courbes  de  genre /> ;  relation  entre 
l'ordre  et  le  genre  d'une  courbe. 

Tome  CLXX;  1879. 

\Darwin.  —  Des  marées  de  la  Terre  regardée  comme  un  sphéroïde 
visqueux  et  semi-élastique  ;  des  marées  océaniennes  en  supposant 
un  noyau  susceptible  de  céder.  (1-86). 
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Ce  travail  peut  être  regardé  comme  faisant  suite  à  un  Mémoire  de  Sir  W  illiam 
Thomson  {Phil.  Trans.,  i863,  p.  oyS);  ses  conclusions  sont  nettement  con- 
traires à  la  supposition  d'une  masse  liquide  considérable  à  l'intérieur  de  la 
Terre. 

Crookes.  —  Sur  la  répulsion  résultant  de  la  radiation.  (8^-1 34). 

Crookes.  —  Sur  Tillumination  des  lignes  de  pression  moléculaire; 
sur  les  trajectoires  des  molécules,  (i 35- 164). 

Nhen  (D.).  —  Sur  une  certaine  intégrale  définie  qui  se  rencontre 
dans  l'analyse  sphérico-liarmonique  et  sur  le  développement  en 
séries  des  potentiels  de  l'ellipsoïde  et  de  l'ellipse.  (3^9-416). 
11  s'agit  de  l'intégrale  définie 


L 


g  ea-*+?J+YS  fis 


étendue  à  tous  les  éléments  ds  de  la  surface  S  d'une  sphère  de  rayon  R;  x,r.  z 
désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  l'élément  ds  :  on  trouve  immédiatement 
que  cette  intégrale  est  égale  à 

2  71  R   

V  a^  -1-  ?^  +  T^ 
ou,  en  développant  en  série,  à 

Si  maintenant  V  désigne  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  z  développable  en 
série  de  Taylor  pour  tous  les  points  de  la  sphère,  cette  série  pourra  s'exprimer 
symboliquement  par  la  formule 

d-f        ây      "  â: 

et,  par  conséquent,  l'intégrale    /    Vrf*  étendue  à  tous  les  éléments  ds  de  la  sur- 

«^s 
face  sphérique  S  pourra  être  représentée  par  la  série 

0 

où  le  facteur  élevé  à  la  puissance  i  a  une  signification  symbolique  qui  s'aper- 
çoit immédiatement.  Il  est  à  peine  utile  de  dire  qu'il  y  a  un  théorème  analogue 
où  la  sphère  est  remplacée  par  un  cercle.  M.  Niven  fait  d'intéressantes  appli(  .1- 
tions  de  ce  théorème,  d'une  part  à  la  théorie  des  fonctions  sphériques,  ilc 
l'autre  au  développement  en  série  des  potentiels  de  l'ellipsoïde  et  de  l'ellipse. 

Darwù}.  —  Sur  la  précession  dans  un  ellipsoïde  visqueux  et  sur 
l'histoire  géologique  ancienne.  {447-"^'^^^' 
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Darwin.  —  Problèmes  relatifs  aux  marées  d'un  ellipsoïde  visqueux. 
(539-594). 

Crookes.  —  Contribution  à  la  physique  moléculaire  dans  un  \i(l(; 
extrême,  ((i/}  1-68?.). 

Reynolds  (O.).  —  Sur  certaines  propriétés  relatives  aux  dinien- 
sions  de  la  matière  dans  l'état  gazeux.  (727-846). 

Tome  CLXXI;   1880. 

Nwen  (C).  —  Sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  un  ellipsoïde 
de  révolution,  (i  17-152). 

Hicks.  —  Sur  le  mouvement  de  deux  sphères  dans  un  fluide. 
(455-492). 

uAdney.  —  Sur  la  photographie  de  l'extrémité  la  moins  réfrangible 
du  spectre  solaire.  (653-668). 

Huggins  {W.).  —  Sur  la  photographie  du  spectre  des  étoiles. 
(669-690). 

Darwin.  —  Sur  les  perturbations  séculaires  des  éléments  de  l'or- 
bite d'un  satellite  tournant  autour  d'une  planète,  causées  par ,1e 
phénomène  des  marées.  (713-892). 

Cayley.  —  Mémoire  sur  les  fonctions  0,  simples  et  doubles. 

La  marche  suivie  par  l'illustre  géomètre  pour  établir  les  propriétés  des  fonr- 
tions  0,  simples  ou  doubles,  conviendrait  encore  évidemment  pour  les  fonctions 
analogues  à  un  nombre  quelconque  de  variables;  toutefois,  en  se  bornant  à  ces 
cas  relativement  simples,  il  a  pu  donner  aux  résultats  de  sa  théorie  une  forme 
plus  explicite.  —  Nous  allons  en  indiquer  rapidement  les  principales  étapes. 

En  posant 

'  tn\ 


u 


et  de  même 


/  /w  -r-  a,  ;i  -T-  3  \ 
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les  fonctions  2r  à  une  ou  deux  variables  sont  définies  par  les  formules 


les  quantités  m,  n  doivent  prendre  toutes  les  valeurs  entières  paires;  les  con- 
stantes a,  A,  b  doivent  satisfaire  aux  conditions  exigées  pour  la  convergence  des 
séries  ;  les  quantités  m,  v  sont  les  variables.  Les  quantités  a,  p,  y,  8  sont  des  nombres 
entiers;  quand  on  ne  s'impose  pas  cette  restriction,  on  n'a  plus  affaire  aux  fonc- 
tions £  proprement  dites,  mais  à  des  fonctions  adjointes  {allied  functions). 
L'équation  évidente 

/  a  H-  2  .r,  S  -1-  2 y  \  /  a,  3  \ 

\  y  -4-  2  z,    0  +  2  (V  /  V^  Y,  0  / 

où  X,  y,  z,  w  désignent  des  entiers,  montre  qu*on  obtiendra  toutes  les  fonctions 
Sr  distinctes  en  donnant  aux  quantités  a,  (â,  y,  o  les  valeurs  o  et  i  :  on  aura 
ainsi  quatre  fonctions  Sr  simples  et  seize  fonctions  Sr  doubles;  quand  on  ajoute 
aux  quantités  a,  p,  y,  S  des  entiers  impairs,  les  fonctions  s'échangent  entre  elles. 
Les  propriétés  relatives  à  la  périodicité  résultent  des  égalités  \ 

\  y  +  ^,  0  +  tv  / 


où 


'  ^^  ^\(  ax  -\-  hy  hx  ~h  by\  /  <x  -h  x,  ^  -h  } 


/**>1^\/  ax  -h  ny  nx  ~h  oy  \  'j.  -t-  u, ,  ^  -r- j    , 

\  Y,  5/  \  -::«  T.i  \      y,  ô      / 


rt  .X-  -+-  2  ^  .r>-  -h  by-        -i  ,  ,  ,  ^  ,    , 

~ ^   —  —  (w-l-r)xH-(i'-+-a)vl 

1  —  e  •►  2  '  -  ^ 

X  el  y  désignant  des  nombres  entiers. 

Les  propriétés  relatives  à  l'addition  ( product-theoreni)  dépendent  de  la  pro- 
position suivante  : 

Le  produit 

/a,  |â\  /a',  p'\ 

Sr  )  {u  -h  u  ,  V  -i-  v')  x  ^  {  )  {u  —  u',  i^  —  \>') 

\r,   8/  \y',   o'/ 

t'A'f  e^«/  à  la  somme  de  quatre  produits  qui  se  déduisent  de  la  formule 

6  -!-  S'        / 
S' 


i-  p,      !--  -^  q   \  , 


<•//  prcnanl  futur  /^  </  respevùwnient  les  .wa/rnirs:  de  râleurs  o,  o  ;    1,0:  «i.   1; 
1,1;  (/uuni  (lu  s)inhoh'  ft,  //  r/  /<'  sens  du  s\/nhol('  ?;  dun<  lequel  on  remplace 
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a,  A,  b  par  2a,   "ih,  ?.b.  Cette  proposition  s'établit  directement  dr   la  faron  la 
plus  simple. 

Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  les  propositions  qui  n'ont  rlr  mentionm-ps 
(jue  pour  les  fonctions  Sr  doubles  ont  leurs  analogues  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions Sr  simples  :  il  suffit,  pour  ces  dernières,  de  supprimer  les  lettres  qui  cor- 
respondent aux  secondes  variables.  Ainsi,  en  donnant  aux  nombres  a,  y  les 
quatre  groupes  de  valeurs  o,  o;  i,  o,  ...,  le  théorème  précédent  fournit  seize 
équations  dont  les  premiers  membi'es  sont  des  produits  de  fonctions  2r  simples 
à  systèmes  d'indices  pareils  ou  dissemblables,  et  dans  les  seconds  membres  des- 
quelles figurent  ou  des  fonctions  0  véritables,  ou  des  fonctions  adjointes;  dans 
le  cas  des  fonctions  Sr  doubles,  on  obtient  206  équations  analogues;  M.  Cayley 
donne  le  tableau  complet  de  toutes  ces  équations.  Par  exemple,  pour  les  fonc- 
tions 2r  simples,  on  aura 

.<5r  (*M(«H- «')=:  C^Ww    -ft')=.       XX'h-YY', 

^  ('  \  {U    'r-  u'  )^  ('  \  {u  —  u'  )  -       Y\'  -f-  XV', 

^  r\{u~i.-  a')3r  1     j(M  — m')  ^      XX' —  YV, 

&  (  M  (  w  -4-  w'  )  Sr  (     I  (  ?t  —  et'  )  =  —  YX'  -^  XY', 


les  quantités  X,  Y  désignant  6  (      j(2u),  0  (      \{2u),  et  les  quantités  X',  Y' 

les  mêmes  fonctions  de  2  11',  2  v'. 

En  faisant  u'  nul  dans  ces  équations,  on  voit  que  les  carrés  des  quatre  fonc- 
tions Hr  s'expriment  linéairement  au  moyen  de  X  et  Y  et  que,  ainsi,  ces  carrés 
peuvent  être  regardés  comme  proportionnels  aux  quatre  quantités 

.%{a  —  x),     ll^(6  — ;r),     Q{c  —  x),     (©(rf  — jt), 

^A),  llb,  G,  (D,  a,  b,  c,  d  désignant  des  constantes  et  x  une  variable  :  ce  résultat 
s'interprète  géométriquement  si  l'on  regarde  les  quatre  fonctions  Sr  comme  les 
coordonnées  homogènes  d'un  point  de  l'espace.  Arrivé  là,  ^[.  Cayley  abandonne 

la  notation  avec  deux  indices  &  (      )  dont  l'usage  a  été  si  avantageux  pour  svs- 

tématiser  les  résultats  essentiels  de  la  théorie  des  fonctions  2r,  mais  ne  va  pas 
sans  quelques  longueurs  :  les  notations 

•*(I)("''  Kl,)""'  M,")<'"'  -(!)("' 

sont  dorénavant  remplacées  par  les  suivantes  : 

A(^/),     B(f/),     C(M),     !)(«). 

En  combinant  convenablement  les  douze  équations  (jui  contplèlent  les  qualrc 
équations  que  l'on  a  précédemment  écrites  explicitement,  on  parvient  à  des  for- 
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mules  telles  que  la  suivante  : 

B  (  a  H-  m'  )  A  (  w,  —  u')  —  A  (  M  -f-  m'  )  B  (  M  —  u') 

C(wh-m')D(m  —  u')  H-D(M4-w')G(a  —  u') 


fonction  de  u 


const. 


La  forme  de  la  fonction  qui  figure  dans  le  second  membre  s'obtient  immédiate- 
ment en  faisant  u  ^=  o  dans  le  premier  membre  :  cette  fonction  s'annule  évi- 
demment pour  u'  —  o.  En  supposant  que  u'  tende  vers  zéro,  on  arrive  à  l'éga- 
lité 

A(^/)B'(^/)  —  B(u)A'(m) 

où  A',  B'  désignent  les  dérivées  de  A,  B. 

On  voit  ainsi   que  la  dérivée  de  la  lonction-quotient  r— — -  est  égale  a  une 

A  (  a  ) 

,  .   ,. ,  ,  ,    .     .       1         r        •  •        C(u)        D(m) 

constante  multipliée  par  le  pioduit  des  deux  lonctions-quotient  -r— — -  et  -.— —  • 
^         ^  ^  A{u)        A{uy 

En  substituant  à  la  place  de  ces  dernières  valeurs  leurs  expressions  en  x,  on 

arrive  à  la  formule 

Mdx 

du  = 


v/(a  —  x){b  —  a:){c  —  x){d  —  x) 
et  l'on  voit  ainsi  apparaître  les  fonetions  elliptiques;  on  a  effectivement 

sn(KM)  —  —  -  — , 

V  B{u) 
k   C{u)' 

,\{u) 


en  (Km)  = 
dn(KM)=       i/k 


C{u) 


Une  autre  combinaison  facile  des  équations  relatives  au  produit  de  deux  fonc 
lions  2r  donne  quatre  formules  du  type  suivant  : 

G^(o)C(i^H- w')C(w— m')  =  CMw)CMm')  — D-^(M)DMa'); 

on  tire  de  cette  dernière,  en  supposant  u'  infiniment  petit, 

Ciu)C"(u)  —  [C'(u)y        C"(o)        rD''(o)12  DMw) 


c(o)     Lc(o)J  a{u: 


CM  m)  C(o)         LC(o)|     cm  m) 

équation  qui  correspond  à  la  formule  de  Jacobi 

r-  (  E    -  K  I  —  A-  jdu  S  du  su-  u 


c'est  de  la  même  formule  que  M,  Caylej'  déduit  encore  celte  autre  équation  de 
Jacobi 

La  théorie  des  fonctions  2r  doubles  est  faite  sur  le  même  plan.  Les  206  équa- 
litms  auxquelles  conduit  le  théorème  relatif  au  produit  de  deux  fonctions  2r 
fournissent  d'une  part  16  équations  où  figurent  linéairement  les  carrés  des 
16  fonctions  Sr,  cl  de  l'autre  des  relations  linéaires  entre  des  fonctions  Sr  diffo- 
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rentes;  en  résumé,  on  se  trouve  avoir  un  sysLcine  de  relations  du  second  d«;;,'ré 
entre  les  seize  fonctions  H?  qui  permettent  d'expriiner,  au  moyen  de  deux  va- 
riables X,  y,  les  rapports  mutuels  de  ces  fonctions. 

En  désignant  i)ar  a,  b,  c,  d,  e,  f  des  constantes  et  en  posant  pour  abréger 


'^^^  -zr—:,sl{a  —  x){b  —  x){f  —  x){c  —  y){d  —  y){e  —  y) 
X       y 


I 


x—y 


sj  {a  —  y)i^b  —  y){f—  y){c  —  x)i^d  —  x)f^e  —  X), 


on  trouve  que  les  i6  fonctions  sont  proportionnelles  à  des  constantes  multipliées 
par 

V^>  V^^>  \J^i  s/^-)  \l^i  \/~fi  \/cLby  \Jac, 
sjad^  y'^,  \/bc,  \/lbd,  y  be,  sjcd,  y/ce,  y  de  : 

telle  est  l'origine  de  la  notation  employée  par  M.  Cayley  et  qui  consiste  à  em- 
ployer une  des  six  lettres  A,  B,  C,  D,  E,  F,  ou  un  des  couples  AI3,  AC,  AD,  AE, 
BC,  BD,  BE,  CD,  CE,  DE,  pour  désigner  les  i6  fonctions. 

Le  théorème  relatif   au  produit  de  deux  fonctions  2r  fournit  des  expressions 
pour  les  quantités  de  la  forme 

u  +  w  ii  —  w      u  +  u>  Il  —  w 
A    .    B     —     B         A    , 

Il  +  w 

où  il  faut  entendre  que  A,  par  exemple,  est  mis  à  la  place  de 

A( w  +  m',  V  ■+-  v'), 

et  où,  aussi,  les  symboles  A,  B  pourraient  être  remplacés  par  des  lettres  accou- 
plées :  en  faisant  tendre  u'  et  v'  vers  zéro,  on  obtient  la  valeur  de 

Il      II  u      u 

A  SB  — B  SA, 

où  u  est  encore  mis  à  la  place  de  {u,  v)  et  où  5  est  une  différentielle  totale, 
sous  la  forme  d'une  fonction  du  second  degré  des  fonctions  de  (m,  v)  :  en  divi- 
sant par  A^,  on  voit  qu'on  obtient  la  différentielle  totale  d'une  fonction-quotient 
exprimée  au  moyen  des  fonctions-quotients;  en  substituant  aux  fonctions-quo- 
tients leurs  valeurs  en  x,  y,  on  obtient  des  relations  différentielles  entre  dx, 
dy,  du,  dv,  relations  qui  montrent  que,  en  posant 


les  quantités 


\r^\/{a  —  x){b  —  x)  ...  (/— ;r), 
V  =  \/{a-y){b-y)  ...  {/-y), 

dx        dv       xdx       ydr 


V\        vY         V^  VY 


s'expriment  linéairement  au  moyen  de  du  et  dv  et  que,  ainsi,  les  i.'>  fonctions- 
quotients  ne  sont  autre  chose  que  les  fonctions  hypcrelliptiques  relatives  aux 

intégrales 

/dx         l'xdx 
7^^  J  v^ 


irfi  SECONDE   PARTIE. 

Enfui,  M.  Cayley  indique  la  correspondance  entre  ses  propres  notations,  celles 
de  Gdpel  et  celles  de  Weierstrass,  ainsi  que  les  liens  de  cette  théorie  avec  la 
surface  de  Kummer. 


ANNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  ('). 

6"  série.  —  Tome  IV.  —  2«  semestre  1882. 

Allan  Cunningham.  —  Expériences  hydrauliques  laites  à  Roor- 
kee.  (43-96,  3  fig.). 

Compte  rendu  d'expériences  extrêmement  intéressantes,  faites  de  1874  à 
1879,  sur  les  conditions  de  l'écoulement  de  l'eau  dans  les  canaux  découverts, 
par  le  capitaine  Allan  Cunningham,  ingénieur  anglais  dans  l'Inde,  qui  les  a 
exposées  dans  un  Ouvrage  publié,  en  1881,  à  Roorkee. 

M.  Flamant  a  jugé  qu'un  résumé  de  ce  travail  méritait  d'être  signalé  aux 
lecteurs  des  Annales  des  Ponts  et  Chaussées.  Les  ingénieurs  y  trouvent,  en 
effet,  d'utiles  indications  sur  les  méthodes  d'observation  et  les  résultats  déme- 
sures. 

De  Penodil.    —    Arc   d'expérience  en   maçonnerie  de  brique  et 
ciment  de  Porlland.  (i  I  i-iSp,  i  pL). 

L'auteur  avait  demandé  la  construction  d'un  arc  d'expérience  destiné  à  être 
soumis  à  diverses  épreuves  dont  les  résultats  pussent  être  comparés  à  ceux  que 
l'on  obtient  par  la  théorie  delà  résistance  des  matériaux,  et  notamment  par  les 
nouvelles  méthodes  de  calcul  indiquées,  dans  un  Ouvrage  spécial,  publié  en 
1879.  Cet  arc  d'expérience  avait  une  portée  de  20"*  et  l'épaisseur  extrêmement 
faible  de  o"',io5;  les  déformations  devenaient  ainsi  considérables  et  faciles  à 
observer.  Elles  ont  d'ailleurs  dépassé  de  beaucoup  toutes  celles  qui  se  pro- 
duisent dans  les  arcs  établis  suivant  les  données  ordinaires  de  la  pratique  des 
constructions. 

De  nombreux  Tableaux,  ajoutés  à  ce  travail,  résument  les  comparaisons  des 
résultats  des  calculs  et  des  observations  ;  les  formules  employées  sont,  à  quelques 
changements  de  notations  près,  celles  du  Mémoire  de  l'auteur  inséré  aux  An- 
nales des  Ponts  et  Chaussées,  en  1880  (t.  \1X,  p.  218-282). 

Besal.    —   Etude  sur    la   stabilité  des  ponts  métalliques    en  arc. 
(32()-368,  2  pi.).  •    I 

La  recherche  des  conditions  de  stabilité  à  réaliser  dans  l'exécution  dun 
pont  en  fer  sur  la  Loire,  devant  servir  au  passage  du  chemin  de  fer  de  jonction 
des  deux  gares  de  Nantes,  a  conduit  l'auteur  à  diff»'rcnts  résultats  pouvant  pré- 
senter quelque  intérêt  pour  les  ingénieurs  qui  auront  à  dresser  des  projets  de 
ponts  métalliques  en  arc. 


(')  Voir  Hnllrtin,   IV.,,   .m. 
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Celte  étude  a  été  dirigée  vers  les  points  suiNaiils  : 

i"  Déteririiiiatioii,  dans  cliaque  section  d'un  arc  métallique  articulé  aux  nais- 
sances, du  maximum  absolu  du  travail  du  fer  à  la  compression   ainsi  (ju'à  l'ex 
tension,  sous  l'action  simultanée  de  la  cliarsc  permanente,  des  variations  de  la 
température  et  d'une  surcharge  d'épreuve  immobile  répartie  de  la  manière  la 
plus  favorable; 

2°  Détermination  de  la  flèclic  ou  de  l'abaissement  à  la  clef,  ainsi  que  du  tra- 
vail maximum  du  métal,  dus  à  l'effet  d'une  charge  volante  pour  un  pont  en  arc 
ou  en  poutre  droite,  influence  de  la  vile  se  du  convoi  et  de  la  charge  perma- 
nente de  l'ouvrage; 

3»  Détermination  des  efforts  subis  par  les  tympans  rigides  d'un  pont  en  arc, 
par  suite  des  déformations  éprouvées  par  les  arcs  sous  l'influence  des  variation^ 
de  la  température  de  la  surcharge. 

Sampitié.  —  Appareil  orthogonal  dans  les  voûtes  biaises  dont  la 
section    droite    est   une    ellipse   surbaissée.   (S^S-Sgc),    2    fig., 

•  pi-)- 

Les  questions  concernant  les  appareils  biais  ont  été  résolues  d'une  façon 
complète  au  point  de  vue  pratique  aussi  bien  qu'au  point  de  vue  théorique, 
pour  les  arches  où  le  centre  est  la  courbe  de  section  droite  comme  pour  celles 
où  il  est  la  courbe  de  tête. 

Dans  son  remarquable  Ouvrage  De  l'appareil  et  de  la  construction  des 
ponts  biais,  M.  Graeff  a,  de  plus,  généralisé  le  problème;  cependant  sa  méthode 
laisse  de  côté  le  cas,  beaucoup  plus  fréquent  dans  la  pratique,  où  la  section 
droite  est  une  ellipse  surbaissée. 

Quant  à  la  construction  donnée  par  M.  Collignon,  dans  le  Cours  de  Méca- 
nique appliquée,  pour  la  trajectoire  orthogonale  parallèle  sur  le  développe- 
ment, elle  ne  s'applique  pas  avec  toute  la  facilité  et  l'exactitude  désirables 
lorsque  la  section  droite  est  surbaissée  et  présente  une  grande  ouverture,  3o"' 
par  exemple. 

Telles  sont  les  hypothèses  dans  lesquelles  s'est  placé  l'auteur. 

Après  avoir  étudié  l'appareil  orthogonal  parallèle,  il  montre  que  la  méthode 
employée  conduisait  aussi  facilement  aux  équations  des  sinusoïdes  de  déve- 
loppement de  la  trajectoire,  dans  le  cas  de  l'appareil  orthogonal  convergent. 

H.  B. 


BULLETIN  DE  LA  Société  Mathématique  de  France  ('). 

Tome  IX;  1881. 

Laquière  (E.).  —  Note  sur   le   nombre  des   marches  rentrantes 
;        que  l'on  peut  obtenir  en  remplissant  successivement  les  deux 

('  )  Voir  nulle  tin.  V.,,   rT). 
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demi-échiquiers  rectangulaires,  ayant  pour  frontière  commune 
Tune  des  médianes  de  l'échiquier  total.  ([1-17). 

De  Polignac.  —  Note  sur  la  marche  du  cavalier  dans  un  échiquier. 

(17-24). 

Humbert.  —    Sur  une  généralisation  de  la   théorie   des  fractions 
continues  algébriques  [suite).  (24-3o). 

De  Polignac.  —  Formules  et  considérations  diverses  se  rappor- 
tant à  la  théorie  des  ramifications  {suite).  (3o-4i). 

Humbert.  —  Sur  une  formule  de  M.  Hermite.  (42-45). 
De  la  formule,  donnée  par  M.  Hermite, 

B  f  f{x,a)f{x,b)dx^  eT^l e-Le(.,^e,^J'-^ 

où 

\\  (x  -\-  a) ■ 

l'auteur  déduit  ce  fait,  démontré  autrement  par  M.  Hermite,  que  la  fonction 
f{x,a)  satisfait  à  l'équation  de  Lamé  {n  =  1), 

f"  {x,  a)  —  {ik'^sn^x  —  1  —  k"^  +  A-  sn^a)/{x,a). 

Léauté.  —  Remarque   sur  le   frottement  d'une  corde  sur  un  cy- 
lindre,   lorsque   tous    deux  tournent  avec  une    grande  vitesse. 

(46-49). 

La  formule  qu'on  applique  habituellement  est  établie  en  supposant  If 
cylindre  fixe;  elle  ne  peut  convenir  quand  le  cylindre  se  njeut  rapidement. 
M.  I-iéauté  monti'e  comment  on  doit  la  modifier  dans  ce  cas. 

Stéphanos.  —  Sur  certaines  directions  de  transversales  des  courbes 
algébriques  qui  correspondent  aux    directions  des  axes  dans  les 
coniques.  (49-06). 
Si  l'on  considère  une  courbe  algébrique  quelconque  dont  l'équation  soit 

/{x,y)  =  o, 

et  un  point  (|ueIconque  M,  le  produit  des  segments  compris  entre  le  point  M  cl 
les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  d'une  transversale  passant  par  le  point 
M  devient  maximum  ou  minimum  pour  certaines  directions,  indépendantes 
du  point  M;  ce  sont  ces  directions  que  M.  Stéphanos  étudie  sous  le  nom  de 
directions  axiales. 

Le  produit  considéré  est  donné  par  la  formule 

/i^Q-) , 

F  (coso),  sin  w) 
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et  les  (lircrtioiis  axiales  par  r«'M|iialion 


t)V  f)F 

o  —  cos  ta   - — : sin  w 


ô  sin  0)  ()  cos  oi 

11  y  a  une  infinité  de  directions  axiales  pour  les  courbes  de  dearc  -in-^/, 
admettant  les  points  cycliques  à  l'infini  pour  points  (  n  -i- i )''p'<"a.  . —  Dans  le  cas 
d'une  conique,  les  deux  directions  axiales  sont  perpendiculaires;  AI.  Stéphanos 
montre  que,  en  général,  le  système  des  m  directions  axiales  d'une  courbe /=  o 
(de  degré  m)  n'est  assujetti  à  remplir  une  relation  métrique  (jue  dans  le  «as 
où  m  est  pair.  La  démonstration  de  ce  théorème  est  liée  à   la  solution  du  pro- 

1  blême  suivant  :  Quelle  condition  doit  remplir  une  fonction  c3(cosoj,  sin  w)  en- 
tière, homogène  et  de  degré  m  en  cosw,  sinoi  pour  qu'elle  coïncide  avec  la 
dérivée  d'une  autre  fonction  F(coso>,  sinoi)  entière,  homogène  et  de  degré  m 

I        en  cosoi,  sinoj? 

!    Humbert.  —  Sur  la  fonction  {x  —  i)**.  (56-58). 

Déterminer  les  polynômes  P,  Q,  R  de  degrés  respectifs/»,  q,  /*,  de  façon  que 
i,        le  développement  de 

P(a:  — i)"  +  Q(.r  — i)*+ H 

commence  par  un  terme  du   degré  le  plus  élevé  possible  en  x,  savoir  de  degr('' 
/?  +  <7  H-  r  -F-  2 . 

De  Polignac.   ^—  Sur  la  représentation   analytique  des  substitu- 
tions. (5>9-67). 

Forme  générale  des  fonctions  entières  qui  peuvent  servir  à  représenter  ana- 
lytiquement  une  substitution  de  k  lettres. 

Le  Paige.    —  Sur  la  règle  de  multiplication  des  déterminanls. 

(67-69). 

Démonstration  simple  de  cette  règle  en  s'élevant  du  cas  d'un  déterminant  de 
l'ordre  n  au  cas  d'un  déterminant  de  l'orde  n-\-i. 

Laquière.  —  Démonstrations  élémentaires  des  lois  fondamentales 
des  probabilités  des  écarts  dans  les  mélhodes  expérimentales. 

(69-88). 

ExTR.viTS  des  procès-verbaux.  (89-90). 

Halplien.  —    Problème  concernant  les    courbes  planes  du   troi- 
sième degré.  (96-112). 

M.  Gremona  a  montré  que  la  hessicnne  et  la  cayleyenne  d'un  même  n'sean 
de  coniques  sont  tangentes  entre  elles  en  neuf  points.  Toute  courbe  du  troi- 
sième degré  étant  de  trois  manières  différentes  la  hessienne  d'un  réseau  de  co- 
niques, il  lui  correspond  donc  trois  cayleyennes  qui  la  touchent  en  neuf  points. 
Donc  ce  problème  : 

Etant  donnée  une  courbe  plane  du  troisième  degré,  froin'er  une  courl>e  de 
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la  troisième  classe  qui  lui  soit  tangente  en  neuf  points,  admet  au  moins  trois 
solutions.  M.  HalpheiT  établit  la  proposition  suivante: 

1°  Si  la  cubique  donnée  est  équiharmonique,  le  problème  admet  une  infinité 
de  solutions;  les  courbes  de  troisième  classe,  touchant  la  cubique  en  neuf  points, 
forment  un  système  dont  ne  font  pas  partie  les  trois  cayleyennes  ;  celles-ci 
donnent  trois  solutions  isolées. 

2°  Si  la  cubique  n'est  pas  équiharmonique,  il  n'y  a  pas  d'autre  solution  que 
les  trois  cayleyennes. 

Jordan.  —  Sur  les  conditions  de  convergence  de  certaines  séries 
multiples,  (i  t3-i  i5). 
Démonstration  simple  de  ce  théorème  d'Eisenstein  : 


La  série 


2dZà"'  Zi(i'f 


K)\' 


où  f,,  v^,  ■■•,  v'„  sont  des  fonctions  linéaires  des  variables  entières  a:,,  ..,,x„, 
par  rapport  auxquelles  on  fait  la  sommation,  est  convergente  ou  divergente 
selon  que  l'on  a 

2  tx  >■  /i    ou     2  ;J.  £  n, 

pourvu,  toutefois,  que  le  déterminant  des  fonctions  v  ne  soit  pas  nul. 

Genty.  —   Etude  sur  les  courbes  gauches  unicursales.  (ii3-i6i). 

Considérations  générales.  —  Du  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  dé- 
terminer une  courbe  unicursale  d'ordre  m.  —  Tangente.  —  Plan  osculateur.  — 
Plans  osculateurs  stationnaires.  —  Points  d'inflexion  linéaire  et  tangentes  sin- 
gulières. —  Plans  surosculateurs.  —  Développable  osculatrice. —  Nombre  maxi- 
mum des  points  doubles  d'une  courbe  gauche.  —  Divisions  homographiques 
sur  une  courbe  gauche  uricursale. 

Sonine.  —  Note  sur  une  formule  de  Gauss.  (162-166). 
De  la  formule 

l'auteur  déduit  la  formule  de  Gauss  relative  au  produit 

' x\        „/ X  -7-  n  —  r 


r 


(- 

\  n 


Ilumbert.  —    Sur  les  courbes  de  Glebsch  dont  les   coordonnées 
s'expriment  en  fonction  elliptique  d'un  paramètre.  (i66-i'y2). 

L'auteur  montre  comment  on  peut  obtenir  l'équation  entre  x,  y  de  la  courbe 
de  (Glebsch,  définie  par  les  équations 


X 

— 

«0 

-i-rt, 

H' 

{t 

y 

— 

K 

1  *. 

H' 

II 

{f 
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avec 

a^  -f- , . .   1-  a,.  ■--  o,     ^,  4- . . .  -+-  b,        o  : 

rette  équation  est  du  cinquième  degré  et  la  courbe  considérée  peut  être  regar- 
dée comme  la  perspective  d'une  partie  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du 
troisième  degré  tangentes  le  long  d'une  conique,  qui  contient  le  point  de  ren- 
contre des  génératrices  recLilignes  de  chaque  surface,  situées  dans  son  plan. 

j    WciU.  —  Théorème  d'Arithmétique.  (172). 

Si  un  nombre  N  est  décompf)S(>  en    plusieurs  parties,  de  manière  que  l'on  ait 

N  --  a4-  [â,+  ...    \-  pq  -^-  ...  -\    p^q^  4-.  .  .-!-  /'.sV, 
t 
[        l'expression  i,2.3...\  est  divisible  par  le  piodiiit 

(i.:>...a)(i.:^...;â)...(..-.).../>)Vi.:^....s-'7) 

Il 

f  Extraits  des  procès-verbaux.  {\'-j'?.-i'jl\). 

Tome  X;   i88'jt. 

Lindemann.   —    Sur  les  courbes  d'un  système  linéaire  trois  fois 
infini  qui  touchent  une  courbe  algébrique  donnée  par  un  con- 
tact de  troisième  ordre.  (21-40). 
Étant  donnés  une  courbe  de  degré  /?  /  —  o  et  un  système  linéaire 

cp  -\-  x'I  H-  \y  +  [JLW  —  o, 

dont  les  éléments  9,  <]>,  y,  w  sont  du  degré  s.  il  s'agit  de  déterminer  les  points 
où  la  courbe  /=  o  est  touchée  au  troisième  ordre  par  une  courbe  du  sys- 
tème linéaire.  L'auteur  commence  par  traiter  les  problèmes  analogues  pour  le 
contact  du  premier  ou  du  second  ordre  et  retrouve  ainsi  les  résultats  connus; 
le  procédé  suivi  est  systématique  :  par  exemple,  pour  le  second  ordre,  on  part 
de  l'équation  de  la  courbe  appartenant  à  un  système  linéaire  de  trois  éléments 
»,  ^p,  j(  qui  touche  au  premier  ordre,  en  un  point  donné  Xj  la  courbe  f~  0,  puis 
on  écrit  que  cette  équation  est  vérifiée  quand  on  y  remplace  les  coordonnées 
courantes  x^  par  x^-^  o.dxi-^  id' x^.  On  parvient  ainsi  à  l'équation  d'une 
courbe  de  degré  3(/?  -+-5  —  3)  qui  coupe  la  courbe/—  o  aux  points  cherchés; 
l'auteur  montre  comment  le  résultat  coïncide  avec  celui  obtenu  par  >[.  lîrill 
{Mathernatische  Annalen,  t.  III).  La  méthode  employée  conduit  naturellement 
à  l'équation  de  la  courbe  d»i  réseau 

9  ( X )  +  x'I  ( 5:  )  -4-  >./  ( .r  )  -+-  ;x<i)  (x)  ~  0, 

qui  touche  la  courbe  /  =  o,  en  un  point  donné  o,  au  second  ordre,  et,  par  des 
calculs  analogues,  on  parvient  à  déterminer  une  courbe  sur  laquelle  doit  se 
trouver  le  point  x  pour  que  le  contact  soit  du  troisième  ordre;  cette  couibeesu 
de  degré  ^s-T-6{n — 3);  la  même  marche  permettrait  de  traiter  ensuite  le 
problème  analogue  relatif  au  quatrième  ordre.  Au  surplus,  la  possibilité  de 
passer  du  problème  concernant  le  contact  (y  —  i)"?'"^  d'un  système  linéaire  y—  1 

Bull,  des  Sciences  mnfliém..  :>.''  série,  t.  \\l.  (Juillet  i883.)  R.9 


122  SECONDE   PARTIE. 

lois  infini  au  problème  concernant  le  v"pie  j'^m  système  y  fois  infini,  tient  à  la 
proposition  générale  que  voici  : 

Soient  9^  (i  =  o,  i,  2,  . . .,  y)  les  éléments  d'un  système  linéaire  y  fois  injlni, 
et  soient  9^  :=  o  les  courbes  qui  déterminent  pour  un  système  partiel  y  —  i 
fois  infini  et  contenu  dans  le  précédent  les  points  où  la  courbe  /  =  o  est 
touchée  au  o  — i'-"'""  ordre  par  une  courbe  de  ce  système  partiel,  l'équation 
de  la  courbe  du  système  y  fois  infini  qui  touche  la  courbe  /  =  o  «w  y  —  i'*^"" 
ordre  au  point  x  sera  de  la  forme 

?u(r)^o(-3?)  —  ?i(r)^i(^)  +---  +  '-?Y^r)'{'v(^)  =  o, 

les  coordonnées  courantes  étant  représentées  par  la  lettre  y.  Cette  équation 
donne  précisément  le  contenu  de  la  loi  de  réciprocité  de  M.  Brill.  {Mathema- 
tische  Anncden,  t.  IV,  p.  527.) 

Laisant.    —    Sur   certaines   propriétés    des    centres    de    gravité. 

(  40-44  )• 

Si  plusieurs  corps  de  même  nature  tournent  dans  le  même  sens  autour  d'axes 
parallèles  entre  eux  avec  la  même  vitesse  angulaire  et  dans  un  milieu  dont  la 
température  soit  variable,  leur  centre  de  gravité  se  meut  comme  s'il  appartenait 
à  un  corps  de  même  nature,  tournant  dans  le  même  milieu  autour  dun  axe 
parallèle  aux  premiers  et  avec  la  même  vitesse  angulaire. 

Cet  axe  moyen  de  rotation  s'obtient  en  prenant  un  point  quelconque  sur  cha- 
cun des  axes  individuels  et  en  déterminant  le  centre  de  gravité  de  ces  points, 
respectivement  affectés  des  masses  des  corps  correspondants.  Ce  centre  de  gra- 
vité appartient  à  l'axe  moyen. 

Goursat.  —  Sur  l'équation  linéaire  qui  relie  au  module  la  l'onc- 
tion complète  de  première  espèce.  (45-02). 

Les  quantités  K  et  K'  étant  définies,  pour  des  valeurs  quelconques  de  x,  par 
l'équation  différentielle 

d'Y       .  .   dy        I 


^^'-'^'t^'-^^'-'^^'S'-ii-^ 


o> 


la  fonction  w  =  -—  a  été  étudiée  en  particulier  par  iM.  Picard  {Annales  scienti- 

fiijues  de  V Ecole  Normale,  t.  l\,p.  1/19);  quand  on  fait  décrire  à  la  variable  x  une 
courbe  fermée  quelcon(|ue,  cette  fonction,  partie  de  la  valeur  w„  revient  au  point 

•    •   •    1  '^''^^1  ~h  b  .  ■   r  ■ 

nu  liai  avec   la  valeur  - — — ,1  a,  b,  c,  d  elant  quatre  entiers  réels  satisfaisant 

CW(,  H-  d 

à  la  relation  ad  —  bc  =  i  ;  il  résulte  des  recherches  de  M.  Picard  que,  en  regar- 
dant comme  identiques  tous  les  chemins  qui  peuvent  être  réduits  à  Tun  d'entre 
eux  sans   franchir  aucun   des  points  o  et  i,  il   n'y  a    qu'un  chemin  pour  la  va- 

11                       111         1               .1         1        ^f^o  ~~  b      . 
vidb\c  X  i\i\i  conduise  de  la  valeur  o)„  a  la  valeur -.;  c  est  cette  proposition 

C(*)q  —j—  Cl 

([ue  M.  Cioursat  établit  directement  en  s'appuyant  uniquement  sur  la  façon  dont 
se  permutent  les  solutions  de  l'équation  dilVércntiello  quand  on  tourne  autour 
des  points  ciili([ues. 

Laisctnl.  —  Remarques   sur  la  théorie  des  réglons  et  des  aspects. 

(52-55). 
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Hcrlicrclic  (riiiic  liniiL<;  sii|)('riciir('  du  nonihrc  <lcs  asjjec/.s  |>ossil»lc>  pour  uti 
svsU'iiic  (le  n  points.  I)'api'('s  M.  llalplicu,  un  aspect  est  la  permutation  qui 
indique  l'ordre  dans  lequel  les  points  apparaissent  autour  de  l'observateur,  deux 
{)crniulations  représentant  le  même  aspect  lorsqu'on  peut  les  déduire  circulai- 
rement  l'une  de  l'autre. 

Ueill.  —  SiM-  lin  triangle  dont  les  côtés  sont  exprimés  par  des 
nombres  entiers,  premiers  entre  eux,  et  dans  lequel  le  rapport 
de  deux  angles  est  un  nombre  entier.  (  5.")-;')8). 

Appcll.  —  Sur  des  cas  de  réduction  des  fonctions  0  de  plu- 
sieurs variables  à  des  (onctions  (-)  d'un  moindre  nombre  de  va- 
l'iables.  (5()-(S-). 

La  fonction 

mi  =  -H  X 


mi  =  —  M 


où  9 (//?,,  •• .,  /»„)  est  la  forme  quadratique 


a^jm^nyidij)  =  aj^, 
i,/  =  i 


1 


s'exprime  au  moyen  de  fonctions  0  à  /?  —  i  variables  et  de  fonctions  £r  d'une 
variable  si  les  périodes  relatives  à  Xp  sont  liées  par  y?  —  i  relations  distinctes  à 
coefficients  entiers  de  la  forme 

/.-,•,  a^„  H-  A-,-, a,,2  H-  • .  •  H-  ^",7^  ftpp  —  fU "^  s/^^h 

où 

i—  i  .-2  . . . ,  p  —  I , 

Il  y  a  une  réduction  analogue  quand  les  p  groupes  de  périodes  simultanées 
des  {p — i)  variables  a:,,  x.^,...,  Xp_,  se  réduisent  à  />  —  i  groupes  distincts. 
Cette  circonstance  se  présente  lorsque,  entre  les  périodes  relatives  à  ces  va- 
riables, ont  lieu  des  relations  de  la  forme 

(i  =  i.:>.../7  — i). 

Halphen.  —  Sur  une  série  d'Abel.  (67-87). 
Il  s'agit  de  la  série 

x{x  —  n'^)"''     ,„,,     ^, 

H--^— :^ ^-   cpC"     /î?)  H-..., 

2.3.../? 

où  p  désigne  une  quantité  arbitraire.  M.  Halphen  cherche  sous  quelles  condi- 
tions cette  série,  formée  avec  une  fonction  quolromjue  et  indélinimenl  prolongée, 
représente  ciroctivement  cette  fonrtiou. 
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Il  commence  par  étudier  la  série 

où  les  a  sont  indépendants  de  x. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  convergence  consiste  dans  la  conver- 
gence de  la  série  indépendante  de  x,  qui  a  pour  terme  général 

w„  =  (-0"-'(e?)''/i""^!x„. 

Si  la  série  F{x)  satisfait  à  cette  condition,  elle  représente  une  fonction  symé- 
trique dans  tout  le  plan. 

Relativement  à  la  série  ^{x)  (d'Abel),  M.  Halphen  établit  les  propositions 
suivantes  : 

Pour  que  la  série  d'Abel  puisse  être  applicable  à  une  fonction  f[x),  il 
faut  qu'il  existe  des  constantes  a  laissant  le  produit  oi"^f'"{x)  fini  pour  m 
infini. 

Soit  a  le  plus  grand  des  modules  de  ces  quantités  a,  soit  u  la  racine  po- 
sitive de  V équation  ue^^"*  =  i;  la  série  d'Abel  représente  f{x)  quand  le  mo- 
dule de  [â  est  inoindre  que  ua. 

En  particulier,  à  une  fonction  f{x)  pour  laquelle  la  constante,  désignée  par  a, 
dépasse  toute  limite,  la  série  d'Abel  s'applique,  quelle  que  soit  la  constante  ji. 

Le  produit  (e^)'"/^'" ^( /HZ )  reste  fini,  pour  m  infini,  tant  que  le  module  de  z 
reste  inférieur  à  ua. 

Mais  si  z  conserve  un  même  argument  to  et  que  son  module  croisse  d'une 
manière  continue  au  delà  de  ua,  le  produit  z"'/("')  (m z)  reste  encore  fini  jus- 
qu'à un  centre  limite  du  module  de  z.  Soit  9(0)  cette  limite,  dont  la  forme 
dépend  de  la  fonction  f{x). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  série  d'Abel  s'applique  à 
/{x)  consiste  en  ce  que  le  point  affixe  de  [à  *soit  situé  à  l'intérieur  de  la  courbe 
p  =  cp(w),  ou,  en  d'autres  termes,  que  si  l'on  donne  à  ^  l'argument  w,  le  mo- 
dule de  [à  soit  moindre  que 'f  (w). 

La  série  d'Abel  peut  converger  sans  représenter  la  fonction  qui  sert  à  la  con- 
struire. M.  Halphen  en  cite  divers  exemples  intéressants  :  en  particulier,  en  par- 
tant de  la  fonction >  il  parvient  à  la  transcendante 

X  —  z 

I  X  x(x  -h  n)"-^ 

qui  est,  dans  tout  le  plan,  une  fonction  uniforme  de  x  et  de  z,  symétrique  par 
rapport  à  x,  fractionnaire  par  rapport  à  z.  Cette  fonction  jouit  de  la  propriété 

àG{x,z)  _       c)G{x  -\-  i,  z  -]-i) 
Ox  (JZ 

Perott.  —  Sur  un  théorème  de  Gauss.  (87-88). 
Nouvelle  démonstration  de  cette  proposition  :  l'expression 
(\  —  x'"){\  —  x'"-'^)...{\  —  x'"-^^^) 

(l  —  a7)(l—  X')...(l  —  X^) 

est  une  fonction  entière  de  x. 
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(iunther  (S.)  —  Sur  rt-valualion  de  certaines  iiilégrahîs  pseudo- 
<'llij)ll(|iie.s.  (88-9-). 

Ii()rs(|uc  l'on  cIkmcIk^  si  l'iiilôgralc 

"'■p  ( x)  dx 


H\ 


4'('*')  sj ax^ '-bx"^ -r- e  X -\- d 

dans  laquelle  9(^)  et  '^{x)  représenlent  deux  fonctions  algébriques  entières, 
respectivement  d'ordre  I*  et  N,  est  une  intégrale  cllipruiue  ou  si  elle  j)eut  s'ef- 
fectuer sous  forme  finie,  on  posera 

y  = -^ 

sja  x^  -\-  bx'^  -\-  ex  +  d. 

cl  l'on  formera  Texprcssion 

niy'^  +  n 

En  posant  ensuite 

dr  '^'■p{x)  dx 


tny^-i-n      ^(^jp)^ax' -i- bx'-{- ex -\~d 

X  désignant  un  facteur  arbitraire  conslant,  on  obtiendra,  par  ridenlification  des 
coefficients  de  x",  x\  x'^,  ...,  un  système  d'équations.  La  simultanéité  de  ces 
équations  est  une  condition  suffisante  pour  que  l'intégrale  S  appartienne  aux 
intégrales  pseudo-elliptiques. 

M.  S.  Giinther  applique  la  méthode  qui  résulte  de  cet  énoncé  à  l'intégrale 


/;: 


xdx 


{x^  -1-8)  \lx^  —  \ 

traitée  par  Legendre  et  par  Clausen;   il  retrouve,  par  cctle   voie,  les   ingénieux 
ralculs  de  ce  dernier. 

ExTUAiTs  des  procès-verbaux.  (9--103). 

Perrin.  —  Sur  le  prol)lcnie  des  aspects.  (io3-i2y). 

Weill.  —  Sur  des  polygones  dont  les  côtés  sont  tangents  à  une 
courbe  et  dont  tous  les  sommets  sont  sur  la  courbe  (127-131). 

Si  l'on  mène  en  un  point  t  d'une  courbe  unicursale  (dont  les  points  sont  dé- 
terminés individuellement  par  la  valeur  du  paramètre  t)  la  tangente  qui  ren- 
contre la  courbe  en  des  points  T,  et  que  l'équation  qui  donne  T  en  fonction  de 
t  soit  homogène  en  T  et  t,  les  tangentes  aux  points  T  se  coupent  deux  à  deux 
en  des  points  B  de  la  courbe,  les  tangentes  aux  points  B  se  coupent  trois  à  trois 
en  des  points  C  de  la  courbe,  et  ainsi  de  suite.  Si  d'un  point  de  la  courbe  qui 
jouit  des  propriétés  indiquées,  on  mène  des  tangentes,  leurs  points  de  contact 
sont  deux  à  deux  sur  des  droites  tangentes  à  la  courbe;  les  points  de  contact 
de  ces  nouvelles  droites  sont  trois  à  liois  sur  des  tangentes  à  la  courbe,  et  ainsi 
de  suite. 

M.  Weill  donne  un  théorème  analogue  relatif  au\  plan-  osculalour>  des 
courbes  gauches  unicursales. 


126  SECONDE  PARTIE. 

Laquière.  —  Sur  le  théorème  de  M.  Laisant,  relalil'  à  certaines 
propriétés  des  centres  de  gravité.  (i3i-i33). 

Démonstration  élémentaire  de  ce  théorème  que  M.  Laisant  avait  établi  en  fai- 
sant usage  des  quaternions. 

Stephanos.  —  Sur  la  relation  qui  existe  entre  le  problème  de  la 
Trigonométrie  sphérique  et  la  théorie  du  système  de  trois  formes 
quadratiques.  (i34-i37). 

Les  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique  correspondent  aux 
relations  qui  lient  les  invariants  simultanés  du  système  de  formes  binaires 

à  ceux  du  système  covariant 

1%  =  {bc)  b,  c,,     ml  =  (ca)  c^.  a^.,     n^  =  (ab)  a^  b^. 

Weill.  —  Sur  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  d'une 
courbe  unicursale.  (137-139). 

Le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  des  points  communs  à  une  courbe 
unicursale  fixe  d'ordre  p  et  à  un  système  de  courbes  d'ordre  m,  dont  l'équa- 
tion contient  un  paramètre  variable  du  degré  k,  est  une  courbe  unicursale  d'ordre 
pA,  ayant  pour  directions  asymptotiques  multiples  d'ordre  k  les  directions 
asymptotiques  de  la  courbe  unicursale. 

Le  lieu  des  centres  des  moyennes  distances  des  sommets  d'un  polygone  in- 
scrit et  circonscrit  à  deux  coniques  fixes  est  une  conique  homothétique  à  celle  dans 
laquelle  le  polygone  est  inscrit. 

Perrin.  —  Sur  une  nouvelle  méthode  de  résolution  de  l'équation 
du  quatrième  degré  et  son  application  à  quelques  équations  de 
degrés  supérieurs.  (139-146).  , 

Cette  méthode  repose  sur  l'identité  relative  aux  trois  quantités  a,  b,  c, 
{a-^b-^cf  —  2l,a^{a  -h  b  -h  cy  —  Habc  {a  -{-  b  -\-  c)  +  (Xrtî)^  —  4Sa2^>2  =  o, 


qui  pour  l'équation 


conduit  à  la  résolvante 


œ^  -^  p  x^  -i-  qx  -T-  r  =  o 


De  même,  l'identité 

(a  H-  b)'"  —  mabia  -\- b )'>'-'-  +  m   .  "^  ~  '^     d^b-{a  -\-  b)'"-* 

I .  '-i  »; 

1 . 2 .  j 

permet  d'obtenir,   par  des  formules  analogues  à  celles  de  Cardan,   les  racines 
d'une  équation  de  degré  impair  m,  ne  contenant  que  les  puissances  impaires  de 
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riiicoiiimc  cL  (liiiis  l;u|inllr  les  cocffiriciiLs  ik;  (1(''|)CihIiiiI  ([ik;  (I'iiii  ><  iil  pinariKirc, 

,     m        '.S         ,     .  , ,  ,     .  ,      ^. 

fil   vcrlii  (le ■>  rcKilioii  (im;  Ion  peut  (■cnrc  sous  hi   Idiiim; 

2 

__  {m  --  I,  —  ^^{ln  —  /•  —  ■»)...(  m  —  •->/.■  -\-  \)      /, 
^2^~  i..i.../..m  ^'•^' 

uii  /;„,  csl  le  coefficient  de  x'"-*". 

l/aulcur  examine  parliculièrcmenL  le  cas  de  m  —  5. 

SelUanofJ.  —  Sur  les  intégrales  définies  unilbrmémcnt  conver- 
gentes. 
L'intégrale 

^  a 

est  dite  unifornfiénrient  convergente  si  pour  toutes  les  valeurs  de  x  contenues 
dans  l'intérieur  d'un  certain  contour  ou  peut  déterminer  un  nombre/?  tel  que, 
en  prenant  m  >/>,  on  ait 

mod  /     f[x^  z)dz<ilc, 

^  a 

k  étant  une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra,  et  donnée  d'avance. 

Si  l'intégrale  est  uniformément  convergente,  elle  est  une  fonction  continue 
pour  les  valeurs  du  paramètre  contenues  dans  le  contour  de  convergence  uni- 


forme. Si  l'intégrale 


r 


/(j;,  z)dzu 


est  uniformément  convergente  pour  (^)l/',  elle  est  développable  suivant  les 
puissances  positives,  entières  et  croissantes  de  x. 

On  peut  difîérentier  sous  le  signe  /une  intégrale  telle  que  les  précédentes  si, 
dans  le  voisinage  du  point  x,  l'intégrale  est  uniformément  convergente  et  si  la 
fonction  /  se  comporte  régulièrement. 

Pellet.  —  Sur  les  résidus  cubiques  et  biquadratiqiies.  (lO'j-iG^). 
Soient  6  une  racine  de  l'équation 

XP  —  I 


—  o, 


X  —  I 


;  p  étant  un  nombre  premier,  g  une  racine   prinnitive  de  p  cl  e  un  diviseur  de 
p  —  I  ;  si  l'on  fait 

e 

l'expression  6^»+'^  ne  prend  que  w  valeurs  distinctes  lorsque,  i  étant  constant,  on 
fait  varier  j.  Soit 

y  =  to  —  1 

Sj  =       "V      ^Si+ej-^ 

7-0. 
S,,  admet  t.)  valeurs  distinctes  qu'on   obtient  en   donnant  .1    i  les   valeur-;  o..  i, 
e  —  I. 
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Ces  quantités  sont  dites  les  périodes  des  racines  d'ordre  p  de  l'unité  corres- 
pondantes au  diviseur  e  de  p  — i.  Gauss  a  donné  l'équation  aux  périodes  pour 
e  égal  à  l'un  des  nombres  2,  3,  4- 

M.  Fellet  nnontre  comment  cette  équation  permet  de  reconnaître  si  un  nom- 
bre q  est  résidu  quadratique,  cubique  ou  biquadratique  suivant  le  module  pre- 
mier/?. 

Halphen.    —  Sur  les   courbes  planes    du   sixième   degré  à  neuf 
points  doubles. 

Donner  neuf  points  doubles,  c'est  donner  vingt-sept  conditions  ;  vingt-sept 
conditions  sont  nécessaires  pour  déterminer  une  courbe  du  sixième  degré  :  tou- 
tefois il  n'y  a  pas  en  général  de  telle  courbe  qui  admette  neuf  points  doubles 
assignés  arbitrairement. 

Si  une  courbe  du  sixième  degré  admet  neuf  points  doubles,  par  ces  neuf 
points  passe  une  seule  courbe  du  troisième  degré. 

Pour  que  neuf  points  a,,  a.^,  . .  -j^g,  «9,  situés  sur  la  courbe  du  troisième  degré 
A,  soient  des  points  doubles  dune  courbe  du  sixième  degré,  voici  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  : 

Choisissez  huit  de  ces  points  «,,..., «g  et  prenez  le  point  «g  commun  aux 
courbes  du  troisième  degré  qui  passent  par  les  huit  premiers;  des  tangentes  de 
la  courbe  A  aux  points  a^  et  a'g  doivent  se  rencontrer  sur  cette  même  courbe  A; 
ou  encore,  par  a'g  menez  les  quatre  tangentes  à  A;  les  quatre  points  de  contact 
donnent  lieu  à  trois  couples  de  cordes  conjuguées.  Le  point  «g  doit  être  Tinter- 
section  des  deux  cordes  conjuguées. 

Étant  donnés  huit  points  doubles  d'une  courbe  de  sixième  degré  qui  doit  avoir 
un  neuvième  point  double,  le  lieu  de  ce  dernier  est  une  courbe  du  neuvième 
degré,  sur  laquelle  chacun  des  huit  points  donnés  est  triple. 

Ce  lieu  passe  par  les  douze  points  doubles  des  cubiques  du  faisceau  déterminé 
par  les  huit  points.  Quand  les  huit  points  sont  les  points  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré,  le  lieu  se  réduit  à  une  droite. 

L'auteur  forme  l'équation  générale  des  courbes  du  sixième  degré  à  neuf  points 
doubles  ;  il  indique  aussi  d'intéressantes  généralisations  des  propositions  précé- 
dentes, relatives  aux  courbes  d'ordre  oni  admettant  neuf  points  multiples 
d'ordre  m. 

Schlegel  (  F.).  —  Quelques  ihéorèmes  de  Géométrie  à  n  dimen- 
sions. (172-207). 

L'auteur,  en  employant  la  méthode  de  Grassmann,  étend  à  l'espace  à  //  dimen- 
sions divers  théorèmes  de  Géométrie  ordinaire  relatifs  au  triangle,  au  quadrila- 
tère, au  tétraèdre,  à  l'hexaèdre,  à  l'octaèdre.  On  sait  d'ailleurs  que  les  analo- 
gues du  dodécaèdre  et  de  l'icosaèdre  n'existent  pas  dans  l'espace  à  plus  de  quatre 
dimensions. 

Gascheau.    —    Etude    sur  un   cas   singulier  du  mouvement  d'un 
point  matériel.  (207-219). 

Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  une  force  centrale,  attrac- 
tive et  inversement  proportionnelle  au  cube  de  la  distance  du  mobile  au  centre 

d'artion . 


I 
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Schoiite.  —  Deux  théorèmes  relatifs  aux  centres  des  couibes  al- 
gébriques. ('A  19-P.20). 
Généralisation  de  deux  théorènnes  de  Stcincr. 

Schlegel.  —  Sur  le  théorème  de  M.  Laisant,  relatif  aux  centres  de 
gravité.  (220-222). 
Démonstration  de  ce  théorème  parla  métliode  de  Grassmann. 

Schoute.  —  Aperçu  d'une  solution  géométrique  du  problème  sui- 
vant :  ((  Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères 
qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  parabole  don- 
née. »  (222-223). 

Lemonnier  {H.).  —  Intégration  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles  du   premier  ordre  à  n   variables  indépendantes.   (228- 

a49)- 

Le  travail  de  M.  Lemonnier  comprend  deux  Parties  : 

La  première  est  l'exposition  d'une  méthode  simple  pour  ramener  le  problème 
à  l'intégration  du  système  bien  connu  d'équations  différentielles  ordinaires  et 
de  la  formation  de  l'intégrale  complète. 

Dans  la  seconde,  l'auteur  montre  comment,  inversement,  on  peut  de  l'inté- 
grale complète  déduii'e  un  système  intégral  correspondant  au  système  d'équa- 
tions différentielles. 

Perott.  —  Sur  les  recherches  des  diviseurs  des  fonctions  entières. 

(25o-25l). 

Extraits  des  procès-verbaux.  (20  1-255). 
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Landry.  —  Note  d'Algèbre.  Procédé  nouveau  pour  détermi- 
ner les  valeurs  numériques  des  racines  réelles  de  l'équation 
X-  -\- px  -i-  g  =  o^  p  et  q  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs.  (S-p). 

Exposé  d'une  méthode  de  calcul,  abrégeant  les  opérations  arithmétiques  à 
exécuter,  dans  le  cas  où  p  est  un  nombre  considérable,  et  consistant  à  détermi- 
ner successivement,  au  moyen  de  divisions  rapides,  les  chiffres  des  racines. 
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S.-B.  —  Note  de  Cosmographie.  Etant  données  la  déclinaison 
d'une  étoile  et  la  latitude  d'un  lieu,  calculer  la  durée  de  la  pré- 
sence de  l'étoile  au-dessous  de  l'horizon  du  lieu,  en  temps  sidé- 
ral. (lO-I  i). 

Établissement,  par  les  procédés  de  la  Géomélrie  descriptive,  de  la  formule 
cos6  =  tang)v  tang  S. 

Colombier  {P.- A. -G.).  —  Note  d'Arithmétique.  Détermina- 
tion d'une  limite  supérieure  du  nombre  des  divisions  à  ef- 
fectuer dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres .  (  i  :2- 1 8  ) . 

Désignant  par  A,  B,  D  les  deux  nombres  et  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur; par   M  le  plus  petit  commun   multiple  de  leurs  diviseurs  apparents;   par 

B',  B",  D"  les  quotients  —,  —  '  ttî  enfin  par  n  le  nombre  des  divisions  à  effec- 

U     1*1     JM 

tuer,  l'auteur  démontre  les  limites  suivantes  : 

(1)  ""~'<ïï' 

(2)  •^«-•<B', 

(3)  2"-'<B", 

(4)  2"-'<B. 

Formule  Binet  :  L'exposant  entier  a  de  la  plus  petite  puissance  2"  de  2,  non 
inférieure  à  B  est  une  limite  supérieure  du  nombre  ii  des  divisions  à  effectuer. 
Formule  Lamé  :  Si  k  désigne  le  nombre  des  chiffres  du  plus  petit  B  des  deux 

nombres  11  <^\-\ — —  k,  soit  a  fortiori  n  <  5  A\ 

Formule  de  l'auteur  :  «  <  i  +  4^'- 

Kœnigs.  —  Note  de  Géométrie  analytique.  (29-31). 

Par  un  calcul  aussi  simple  qu^élégant,  l'auteur  montre  que  l'on  peut,  d'un 
point  de  l'espace,  abaisser  six  normales  sur  une  surface  du  second  ordre;  que 
ces  six  normales  sont  situées  sur  un  même  cône  du  second  degré;  la  cubique 
gauche  qui  passe  par  les  six  pieds  des  normales  contient  le  point  d'où  elles  sont 
issues  (centre  du  pinceau)  et  le  centre  de  la  surface;  elle  admet  les  axes  de  la 
surface  pour  ses  directions  asymptotiques.  Il  aborde  ensuite  la  question  de  tra- 
cer sur  la  surface,  par  son  intersection  avec  une  seconde  surface  du  deuxième 
ordre,  une  courbe  du  quatrième  degré  telle  qu'il  existe  sur  cette  courbe  un 
groupe  de  six  points  dont  les  normales  soient  concourantes;  il  conclut  :  pour 
que  sur  une  courbe  du  quatrième  ordre,  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre, 
on  puisse  trouver  un  groupe  de  six  points,  pieds  de  normales  concourantes,  il 
faut  et  il  suffit  que  par  cette  courbe  on  puisse  faire  passer  une  surface  du 
second  ordre,  circonscrite  au  tétraèdre  princijnil  de  la  surface  première. 

Kœhler.  —  Sur  les  permutations  de  n  lettres.  (3>.-33). 

Démonslralion  élomentairo  de  la  fonimlc    domianl    h'  nombre    des   permuta- 
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lions  pour  losqiicllcs  aucune  lettre  n'oceujje  le  rang  indiqué  par  son  inflire 


n!  I  I 


2  !       3  !  "^  •  ■  * '^     n\ 


\   Amigues  (A'.).  —  Note  sur  les  racines  nmlliples  de  l'équation  en  s. 
''       (33-36). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  valeur  soit  racine  double  ou 
1       triple,  de  l'équation  en  S  servant  à  déterminer  les   plans   principaux  est  d'an- 
nuler tous  les  mineurs  du  premier  ou  du  second  ordre  de  l'équation. 

G.  de  Longcliamps.  —  Note  de  Géométrie  analytique.  (36-39). 

Conditions  nécessaires  pour  que  l'équation  du  second  degré  à  deux  variables 
représente  deux  cercles.  Recherche  simple  des  deux  facteurs. 

Boquel  {E .-J.).  —  Etude   sur   les  coordonnées   tangentielles    et 
leurs  applications.  (4o-46). 

Définitions.  —  L'équation  ux  -^r  vy  =  i,  suivant  que  l'on  considérera  comme 
données  les  valeurs  ii  et  v,  inverses  de  coordonnées  à  l'origine  de  la  droite  D,et 
comme  variables  les  coordonnées  a:  et  y  du  point  P,  ou  inversement,  exprimera  : 
soit  que  le  point  P,  variable,  est  situé  sur  la  droite  D,  soit  que  la  droite  D, 
mobile,  passe  par  le  point  P.  n  et  v  sont  les  coordonnées-lignes  (Clebsch), 
coordonnées  de  la  droite  D,  tandis  que  x  et  y  sont  les  coordonnées-points 
(Clebsch),  coordonnées  du  point  P. 

La  relation /(?/,  p)  =  o  définit  une  courbe  comme  l'enveloppe  de  la  droite 
ï){u,v).  Les  quantités  u,  v  sont  les  coordonnées  tangentielles  de  la  courbe. 
L'équation  du  premier  ordre  est  l'équation  du  point,  enveloppe  des  droites  mo- 
biles qu'elle  représente.  Coordonnées  tangentielles  homogènes  — >  — y  analogues 

X      'V 

aux  coordonnées  homogènes  -  >  —  • 

Faisceau  de  droites,  rayons  mobiles  autour  d'un  centre.  Les  coordonnées  d'un 
rayon  quelconque  du  faisceau,  déterminé  par  deux  rayons  {u^^  v^'o),  (i^,,  t»,),  ont 
pour  expression  générale 

^^)  +  >>^^  v'„  -h  A  y, 

U   =     r )         f   =    -  .^ r > 

\  étant  un  paramètre  variable.  Le  rapport  —  est   le  rapport   anliarmonique  des 

A 

qualre  rayons  (o,  i,  >^,  )^').  Il  est  projectif. 

Geoffroy  {L.).  —  Nouvelle  méthode  pour  le  calcul  du  rapport  de 
la  circonférence  au  diamètre.  (49-0 5). 
Prenant  pour  point  de  départ  l'expression  géométrique  de  l'égalité 

f/lO 


c/tangoj  — 


cos- w 


l'auteur  cherche  la  valeur  de  l'arc  y»  décomposé  en   une  infinité  d'arcs  élémen- 
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taires  dont  les  rayons  délerminenl  des  divisions  égales  sur  la  langenle  à  l'ori- 
gine des  arcs  sur  la  circonférence.  L'expression  ci-dessus  donne  la  valeur  des 
arcs  élémentaires  successifs  dont  la  somme  est  le  résultat  cherché 

-  =  hm  /i    —  -; :; r . . .  -, T—, ;-  » 

4  ^  n^        n-  H-  I  11-  -\-{n  —  i)- 

avec  une  erreur  inférieure  à 

2  11 

Théorème.  —  S^  étant  la  somme  des  puissances  p'^"""  des  («— i)  premiers 
membres,  on  a 

lim  — — 


;,/>^l  p-{-l 


De  là 


7:  I         1  î 

A  ô  0  r 


Marin  [Eiig.).  —  Note  d'Arithmétique.  (56-58). 

Minine  (A.).  —  Sur  la  somme  des  nombres  premiers  à  un  nondjre 

donné  n,  inférieurs  a  p.  (58-02). 

Posant7?  =  m/i  +  A-,  et  désignant  par  [S„(/?)]^  la  somme  cherchée,  par  [o(n)]^ 
le  nombre  qui  exprime  combien  de  nombres  premiers  à  n  sont  compris  entre  o 
et  /?,  l'auteur  recherchant  la  somme  des  nombres  en  question  compris  entre  o 
et  mn,  puis  entre  mn  et  tnn  H-  k,  établit  la  formule  générale 

Gino-Loria.  —  Applications  de  la  Trigonométrie.  (62-66). 

1°  Relations  entre  les  éléments  de  figures  déduites  d'un  triangle  S,  C,  F,  r„,  \\,  \\, 
surfaces  du  triangle  et  des  cercles  circonscrit,  inscrit  et  exinscrits.  On  a 

S        2     .     .     .    ^    .    ^        S         I  A  B  C 

—  =  —  smA  sinB  sinC-,      —  =  —  cot  —  col  —  cot  —  > 
C        TT  1-222 

S         1  A  B  C 

—  =  —  cot  —  tang  —  tang  —  • 

r         r.  2         *   2         "2 

/•,,  /-j,  R,,  R2,  ...  étant  les  rayons  des  cercles  inscrits  et  circonscrits  aux  deux 
triangles  en  lesquels  la  médiane  divise  un  triangle,  on  a. 

3 

-  (  <7  -f-  Ô  +  c  )  H-  (  m.  -i-  //J.  -t-  '^^y) 
I  I  I  I  '        .        '      _     '  '  ^       a  o  r 

f\  '"s  '\    ~    f'2  '■>    ^      '■«    ~  "'^ 

(i)  servant  d'indices  aux  éléments  du  triangle  T,  formé  avec  les  trois  seg- 
ments inégaux  détachés  sur  T  par  le  cercle  inscrit 

S» 
pr,  =  2  S,,     4/?  S,  R,  ~.  S,,     2  R,  r,--  —  -^  r\ 

(a)  indice  du  triangle  T^^,  formé  avec  les    éléments    déterminés  par    le  cercle 

exinscrit  a 

S-  , 

2  r»«  '"„  =  - — — r-  ~  '■,/  ■ 
ip  '  a)' 


i 
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(/'.  (if  Loniichdinps.  —  Sui-  la  séiit-  di-    I  ii\loi.  (  j()-8o  ). 

Hoqiicl  (A.-./.).  —  Etude  sur  les  co()i(l(»rin«'o>i  t.Mii^rmirlIfs  vl  leurs 
applications.  (8o-85V 

Équalion   générale  (  7:  -f-  jjl/  —  o )  des   points  de   la  droite  unissant  les  points 

dont  -  —  o  et  /  "=  o  sont  les  équations.   Le  rapport  ^  des  deux  paramétres  eor- 

respontlant  à  deux  points  de  la  droite  est  le  rap|)ort  anliarnionique  des  quatre 
points,  y  compris  eeux  qui  définissent  la  droite,  ou  les  «  points  de  base  <• 
(Clebscli).  Celui  de  quatre  points  (|jl,,  ul,.  \x^,  a,)  est  égal  à 

!i.  —  :■«■.  JA,  —  -x. 


a,  jx,  —  !JL, 


Le  point  M.  (M„  — ;xM,)  île  la  droite  M(,M|  est  dit  le  correspondant  de  In 
droite  P,  (Pj  — ÀP,)  du  faisceau  PoP,.  si  \\\\\  a  tx  r-  a.  Si  trois  droites  d'un 
faisceau  sont  en  correspondance  avec  trois  points  d'une  droite,  la  condition  ca- 
ractéristique de  la  correspondance  d'une  quatrième  droite  quelconque  du  fais- 
ceau, avec  un  point  de  la  droite,  est  l'existence,  entre  les  paramètres  jx  et  a. 
d'une  relation  du  premier  ordre  séparément  entre  les  deux  paramètres,  c'est- 
à-dire  telle  que  «Xtx  -+-  ôa  -i-  c  jx  -h  rf  =  o. 

Il  serait  plus  simple  et  plus  net  de  dire  :  deux  figures  sont  dites  en  cor- 
respondance lorsqu'à  une  droite,  ou  à  un  point,  de  la  première  correspond 
un  point  et  un  seul,  ou  une  droite  et  une  seule  de  la  seconde.  Les  figures  pré- 
sentant la  correspondance  ainsi  définie  sont  dites  projectiles.  Deux  figures 
projectives  par   rapport  à  une  troisième  le   sont  également  entre  elles. 

Geoffroy  {L.).  —  Nouvelle  niélhode  pour  le  calcul  du  rapport  de 
la  circonférence  au  diamètre.  (i)--io3). 

,     .  ,     ,  ,  ,  ^sin  w  1-       .     .    1        .1 

L  expression  géométrique  de  la  valeur  «w  =  «  appliquée  a   la  série  des 

cosu) 

axes  élémentaires  détachés   par  des   parallèles  équidistantes,  en  nombre  infini, 

donne  le  développement  en  série  suivant  : 

Tt  II         1 . 3    I         I .  .'î .  .^    I         1 . 3 . 3 . 7    I 


Une  autre  expression  de  t  résulte  de  la  surface  du  quart  de  cercle,  considérée 
comme  la  somme  des  aires  des  trapèzes  élémentaires  en  lesquels  se  décom- 
posent   une    infinité  («)    d'ordonnées   équiilislantes.    La    valeur   de   l'ordonnée 

V    =  —  y//i*  — p-,  développée  en  série,  fournit  l'expression  suivante: 

I  I    3  I    3   5  1    3   5    7 


X  II  21221  2221  22221 

2   ~  1*3        1 . 2   5  1 . 2 . 3  '  7        1 . 2 . 3 .  'j    9        I .  > .  3 .  '4 . 5    II 

formule  qui  n'avait  point  été  remarquée  jusqu'ici. 

On    peut    reprocher   à  cette  dernière  d'être    peu   convergente .  et.    par  *uilr. 
d'un  calcul  labi>rieux:  mais  c'est  un  bon  exercice  il'élève. 
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Gmo-Loria.  —  Applications  de  la  Trigonométrie.  (104-109). 

Éléments  du  triangle  formé  par  les  intersections  des  bissectrices  d'un  triangle 

donné  avec  le  cercle  circonscrit.—  Du  triangle  formé  par  les  tangentes  au  cercle 

4S^  .  4  S* 

circonscrit,  en  ses  sommets  S,  =  — - — t-5  aux  cercles  exinscrits  S^^= 


2 p. abc  "      2  (y? — a)abc^ 

d'où  le  théorème  —   —  S  ~  du  triangle  formé  par  les  points  d'intersection  des 

hauteurs  du  premier  avec  son  cercle  circonscrit 

«,==2Rsin2A,     S,  =  2  R- sina  A  sina  B  sin  2C. 

Note  de  Géométrie.  —  (109-1 1 1  ). 

Soient  a,  b,  c  les  arêtes  d'un  parallélépipède;  a,  ,3,  y  les  faces  ou  angles  plans 
opposés  dans  l'un  des  sommets  trièdres  ;  2<r  la  somme  a -i- |j -h  y;  le  volume 
V  =  2  abc  y/sina  sin(a- — -a)  sin(a  —  [i)  gin  (cj  ^  y) .  | 

Questions  d'kxamen.  —  (i  11 -11  5). 

Parmi  les  questions  d'examens,  dont  l'étude  est  des  plus  immédiatement 
profitables  aux  «  candidats  »  sinon  aux  «  mathématiciens  de  l'avenir  »,  nous 
ne  pouvons,  faute  de  place,  signaler  que  celles,  rares  d'ailleurs,  dont  le  sujet 
lui-même  ou  la  solution  ordinaire  nécessitent  une  observation  critique.  A  ce 
point  de  vue,  ingrat  sans  doute,  mais  essentiel  de  notre  tâche,  nous  ne  saurions 
laisser  passer  la  solution  du  n°  4,  dont  le  type  est  malheureusement  du  plus 
fâcheux  exemple.  On  y  résout  en  effet,  au  moyen  de  l'Algèbre  mise  au  service 
d'un  artifice  des  plus  détournés  (la  médiane  du  triangle  n'ayant  rien  à  faire  dans 
la  question),  le  problème  suivant  : 

'1.  On  donne  un  triangle  ABC,  et  un  point  P,  sur  la  base  BC;  on  demande 
de  mener  une  parallèle  MN  à  BC,  qui  rencontre  les  côtés  AB  et  BC  aux  points 
M  et  N,  de  telle  sorte  que  l'angle  MPN  soit  droit. 

La  solution  qui  nous  paraît  la  seule  rationnelle  est  la  suivante  :  La  basé  BC 
du  triangle  et  la  di^oite  MN  ont  le  sommet  A  pour  centre  de  similitude.  Le 
point  I,  correspondant  à  P,  dans  le  triangle  semblable  à  "MNP  construit  sur  BC, 
sera  donc  à  l'intersection  du  rayon  AP  avec  le  cercle  lieu  des  points  d'où  CB 
est  vu  sous  un  angle  droit. 

Cette  démonstration,  qui  a  l'avantage  de  simplifier  à  la  fois  la  figure  et  le 
raisonnement,  de  supprimer  un  calcul  sans  intérêt,  ne  serait-elle  pas  celle  du 
Mathematical  Visitor,  dont  parle  l'article?  En  ce  cas,  nous  ne  saurions  trop 
répéter  que,  «  principalement  dans  un  Journal  d'élèves  »,  les  solutions  ou  dé- 
monstiations  déjà  connues  ne  doivent  jamais  être  compliquées  à  plaisir,  mais 
au  contraire  rendues  plus  simples  el  plus  claires,  toules  les  f(<is  <jue  la  chose 
sera  possible. 

Question  241.  —  (i  i5-i  i-). 

Bonne  soluti<m  géométrique,  par  M.  Callon  (élève),  du  problème  :  «  Dé- 
terminer le  lieu  des  points  dont  les  tangentes  à  deux  cercles  sont  dans  un 
rapport  donné  ».  Mais  ponitpioi  la  rédaction  ajoute-t-elle  la  remarque  naïve 
d'un  autre  solutionniste  ,  que  les  lieux  géométriques  des  points  dont  les 
puissances  par   i"a|)pi»rt  aux    cercles  ()   et   ()',   d'une   pari,  aux   cercles  O  et  O". 
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(l'aulr(!  part,  s(jiiL  dans  un  uiùiiic  rapixji'L  domic,  se  coupciiL  sur  l'axe;  l'adical  de 
O'et  0"? 

Kœnigs.  —  Sur  les  maxima  cL  minima.  (i'>t.)-iMà). 
Jouanîie.  —  Note  de  (iéoinétrie  analN  lic|iie.  —  (f?,5-I2()). 

(Question  de  Géométrie  analytique.  —  (i2()-i.)4). 

i'ormer  l'équalion  du  second  degré  qui  admet  pour  racines  les  demi-axes  de 
la  conique  rcpréscntén  par  l'éf|ualion  générale,  en  coordonnées  oMifpies,  du  se- 
cond degré  à  doux  variables. 

Représentant  par  A  le  discriminant  de  l'équation  rendue  homogène,  et  par  o 

celui  de  l'enscrrdjle  des  termes  du  second  ordre,  ré(|uation  en  z  est 

\ 

''  0-'  z^^  H-  Ao  (  A  +  C  —  i  H  cos  6  )  3  -+-  A^  sin-^  0  =  o; 

les  racines  en  sont,  grandeur  et  signe,  les  carrés  des  demi-axes. 

...                   4  -,      1.  .1-            ^.            ^  sinQ      ^  ... 

applications.   —    Aire  de    1  ellipse  :  S  = -;: rr--    On    voit    de    suite    (jue 

I       S  =  /r  —1  k  étant  une  constante.  Appliquant  à  l'écjuation  générale  du  cercle,  on 

a  la  valeur  A'  =  -  sinG  de  la  constante  (cette  dernière  remarque  non  l'aile  dans 
l'article). 

Jioquel  (  E .-J.).  —  Etude  sur  les  coordonnées  tangenlielles  et  leurs 

applications.  (iSj-iji). 

Interprétation  géométrique  de  la  projectivité.  Quatre  éléments  de  l'une  des 
deux  figures  projeclives  ont  même  rapport  anharmoni(|ue  que  les  ((uatre  élé- 
ments correspondants  de  l'autre.  Homographie,  définie  par  la  relation 

a  );;JL  -\-  b\  -\-  c\i.  -^  cl  —-  o, 

c'est-à-dire  la  correspondance  d'un  seul  élément  (point  ou  rayon  d'une  base,  ou 
d'un  faisceau)  à  un  élément  (point  ou  rayon)  de  la  première  figure.  Deux  sé- 
ries de  points  en  projectivité  sont  homographi(|ues.  1^'igures  perspectives,  ou 
division  d'une  base  et  faisceau,  tels  que  les  rayons  du  second  passent  par  les 
points  correspondants  de  la  première.  Deux  divisions  sont  perspectives  si  les 
droites  joignant  les  points  homologues  concourent  en  un  centre  de  perspec- 
tive, ou  si  les  intersections  des  rayons  homologues  sont  en  ligne  droite,  axe  de 
perspective. 

E(|uation  tangentielle  d'une  courbe.  I^a  relation /(m,  v)  entre  les  coordonnées, 
tangcnlicdlcs  d'une  droite  mobile  est  l'équation  tangentielle  de  la  courbe  enve- 
loppe de  cette  droite. 

Morel[A.).  —  Noie  sur  la  décomposition,  en  facteurs  premiers^ 
du  produi t  i  .•>. .  3 .  .  .ui.  ( 1 4 ^- 1 /j^S ). 

m\ 
f.orsque  /«  >  a  -|-  3  -t-  Y  -i-  6,   la  Iraction      , .  , — r-^  est  un  nombre  entier. 
-  '         '  -  a  1  jj  !  Y  :  0  ! 

Gino-Lorift.  —  A[)plicati()ns  de    la  Trigououiéhic.  (  Suile).  (I/î«^- 
I  5  5  ) . 
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Surface  du  quadrilatère,  en  fonction  des  deux  côtés  opposés,  a,  cl,  et  des 
angles;  de  trois  côtés  et  des  angles.  Autres  expressions  relatives  au  quadrilatère. 

Note  de  la  Rédaction.  —  Nous  ne  donnons  point  ces  formules,  d'ailleurs 
faciles  à  trouver;  le  défaut  de  symétrie  de  la  notation  demanderait  des  lon- 
gueurs d'explication.  On  pourrait  corriger  ce  défaut,  capital  dans  des  formules 
classiques,  en  assimilant  pour  la  notation  le  quadrilatère  à  un  triangle,  tronqué 
par  une  transversale. 

Andrieux.  —  Solution  de  la  question  277  :  «  Une  circonférence  O 
roule  sur  deux  autres  de  rayon  égal  au  sien,  roulant  elles-mêmes 
sur  une  droite.  Quelle  est  la  position  respective  qui  rend  maxi- 
mum le  pentagone  formé  par  les  trois  centres  et  les  points  de 
contact  de  la  droite?  (loS-iog).  » 

Bonne  solution  algébrique;  mais  combien  plus  élégante  eût  été  (comme  tou- 
jours dans  les  questions  de  ce  genre)  la  solution  géométrique  fondée  sur  la  mé- 
thode de  Fermât,  montrant  immédiatement  que  la  projection  du  centre  O  sur 
la  droite  doit  être  sur  les  tangentes  communes  au  cercle  O  et  à  chacun  des  deux 
autres.  tk 

f 
Ibach.  —  Surface  du  triangle  polaire  d'un  triangle  donné.  (164- 

168).  '      -| 

D  étant  le  déterminant  des  équations  des  côtés,  P  le  produit  des  mineurs  cor- 
respondant à  la  colonne  des  constantes,  on  a 

De  même,  pour  le  tétraèdre, 

D' 

S  surface  du    triangle  polaire   du    premier  par   rapport  à  la  conique    IJ  —  o, 

A  discriminant  de  U.  On  a 

->.  S2  A^ 

.« 
et  pour  le  volume  B  du  tétraèdre  polaire  de  V  > 

^^;^_A^_ 

Haure.  —  Problème  de  Géométrie  analytique.  (168-1-4).  f 

Lieu  des  intersections  P  des  polaires,  relatives  à  deux  coniques  C,  et  On,  des 
points /?  d'une  courbe  a  d'ordre  m.  Cette  courbe  23  est  d'ordre  2//i.  Soit  SjSjS, 
le  triangle  autopolaire  à  toutes  les  coniques  du  faisceau  (C,  C^).  Il  esta  lui- 
même  son  conjugué,  sommet  à  côté  opposé  (en  disant  que  P  et  /?  sont  con- 
jugués). 

Ce  théorème  est  le  point  de  départ  d'une  méthode  de  transformation  fort 
intéressante,  et  le  travail  de  iM.  Maure,  d'une  valeur  réelle,  est  de  ceux  dont 
l'insertion   dans  le   Journal  est   à    recommander.    INous   crovons    toutefois  de- 
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v«jir  relever  au  débul  une  remarque  inooriiplèle  (\ni,  |)rise  au  pied  de  la  lellrr. 
conduirait  à  des  erreurs.  Toute  droite  /  a  pour  (;orrespf>ii(Jarile  une  eonir|ue  L, 
circonscrite  au  triangle  autopolaire;  mais  elle  ne  constitue  pas  toute  la  conju- 
guée de  la  conique,  à  laquelle  correspondent  en  outre  les  trois  côtés  dudit 
triangle.  Soient  a,  et  a^  les  intersections  de  /  avec  les  côtés  S2  S3  et  S,  S,  ;  le 
point  S,  de  la  conique  L  a  pour  correspondants  tous  les  points  de  S2S3;  l'arc 
8,82  a  pour  correspondante  la  partie  ct,  ^2  <Jc  la  droite  /;  le  point  Sj  pour  corres- 
pondants les  points  de  S^S,,  et  ainsi  de  suite,  c'est-à-diie  un  ([uadrilatère  for- 
mant un  circuit  continu. 

Boquel  [E.-J.).  —  Ktiide   sur  les    coordonnées    tangenticlles   et 

leurs  applications.  (Suite).  —  (i'y4-i79)- 

I  Méthode  générale  pour  passer  de  l'équation  d'une   ligne  en   coordonnées  car- 

tésiennes  à  sou  équation  en  coordonnées  tangentielles,  et  réciproquement. 

f   Giîio-Loria.  —  Applications  de  la  Trigonométrie.  (Suite).  (i()C)- 

\        211). 

j  Note  de  la  Rédaction.  —  L'auteur  extrait  du  Recueil  allemand  de  M.  Reidt 

une  série  d'exemples  de  maxima  et  minima,  absolument  dépourvus  d'élégance, 
et  qui  ne  peuvent  servir  qu'à  maintenir  les  élèves  dans  la  voie  fâcheuse,  déjà 
trop  suivie,  qui  consiste  à  appliquer  automatiquement  des  formules  algébriques, 
sans  chercher  à  se  rendre  compte  de  l'essence  même  du  problème,  un  résultat  à 
obtenir  étant  le  seul  point  qui  les  intéresse  dans  la  solution  cherchée. 

Dans  la  patrie  de  Fermât,  on  ne  saurait  donner,  à  notre  avis,  à  de  tels  pro- 
blèmes que  des  solutions  de  la  nature  de  celles  que  nous  allons  substituer  à 
celles  de  l'auteur,  pour  montrer,  une  fois  pour  toutes,  la  supériorité  de  la  mé- 
thode géométrique  des  «  valeurs  voisines  égales  »,  non  seulement  comme  élé- 
gance et  comme  simplicité,  mais  aussi  comme  fécondité  généralisalrice. 

1°  Entre  tous  les  rectangles  qui  ont  la  même  diagonale,  déterminer  ceux 
de  périmètre  maximum  a  et  de  plus  grande  sur/ace  b. 

Soient  AB,  A'B'  deux  positions  voisines  de  la  droite,  égale  à  la  diagonale 
donnée,  glissant  sur  les  côtés  de  l'angle  droit  YOX.  Soit  C  le  point  du  plan 
dont  A  et  B  sont  les  projections  sur  les  côtés  de  l'angle  droit.  Soient  encore 
I  l'intersection  des  deux  droites  AB,  A'B',  que  l'on  sait  être  la  projection  (\\i 
point  C  sur  la  droite  mobile  AB.  Les  triangles  infinitésimaux   lAA'  et  IBB'  ont 

—  2  — 2 
leurs  surfaces  proportionnelles  aux  carrés  L-V  et  IB  des  «segments  de  AB;  les  rec- 
tangles élémentaires  construits,  d'une  part,  sur  AA'  et  AC,  d'autre  part  sur  BB' 
et  BC,  sont  donc  entre  eux  dans  les  rapports  de  AI  à  BL  Le  maximum  de  la 
surface  ayant  lieu  lors  de  l'égalité  de  ces  deux  éléments,  parties  excédante  et 
déficiente  des  deux  rectangles  voisins,  correspondra  à  la  valeur  \I  -^r.  IB.  pour 
laquelle  le  rectangle  est  le  carré  construit  sur  AB.  Soient  de  plus  S  et  R  les 
projections  réciproques  de  A'  sur  AB,  et  de  B  sur  A'B':  les  longueurs  AS  et  RB' 
seront  égales,  puisque  AB  =  A'B' et  SB  =  A' R.  Mais,  le  maximum  du  péri- 
mètre correspondant  à  BB'=  AA',  les  triangles  rectangles  infinitésimaux  BRIV 
et  ASA'  seront  égaux  et  isoscéles,  et,  par  suite,  aussi  le  rectangle  \0B(".  stMM 
encore  le  carré  construit  sur  AB. 

2»  Un  quadrilatère  a  deux  côtés  parallèles,  «  et  les  deux  autres  égaux  »; 
on  en  donne  une  diagonale  et  la  somme  des  côtés  parallèles,  et  l'on  demande 

Bull,  des  Sciences  ihathém..  ?."  série,  t.  VIL  (Août  i883.)  R.  10 
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de  trouver,  entre  tous  les  quadrilatères  qui  satisfont  à  ces  conditions,  celui 
dont  l'aire  est  maximum. 

Supprimant  la  condition  des  «  côtes  égaux  »  qui  fait  de  la  figure  un  parallé- 
logramme, il  est  géométriquement  évident  que  le  maximum  correspond  à  la 
figure  dans  laquelle  la  diagonale  est  hauteur  commune  des  deux  triangles,  en 
lesquels  elle  partage  le  trapèze,  dont  les  bases  ont  une  somme  constante. 

3°  Inscrire  dans  un  secteur  circulaire  un  parallélogramme  ayant  un  angle 
comnfiun  avec  le  secteur,  un  sommet  sur  l'arc  du  secteur,  et  dont  la  surface 
soit  maxima. 

Soient  0\YZ  le  parallélogramme  ayant  l'angle  O  commun  avec  le  secteur  AOB, 
et  le  sommet  Y  sur  le  secteur.  Soit  U  le  point  de  l'arc  voisin  de  Y.  Le  maxi- 
mum correspond  à  l'égalité  des  surfaces  du  triangle  OYU  et,  du  parallélo- 
gramme YU.YX.  La  hauteur  du  triangle  doit  donc  être  double  de  celle  du 
parallélogramme,  eu  égard  à  la  base  commune  YU.  Donc,  si  Z  est  l'intersection 
de  OY  par  XZ  parallèle  à  YU,  c'est-à-dire,  si  Z  est  la  projection  de  X  sur  OY, 
ce  point  doit  tomber  sur  le  milieu  du  rayon  OY.  Le  parallélogramme  à  surface 
maxima  est  donc  le  losange  ayant  son  sommet  au  milieu  de  l'arc  AR. 

\°  Du  centre  C  d'un  cercle  donné  on  tire  un  rayon  quelconque  CA,  sur 
lequel  on  prend  un  segment  arbitraire  CB  =  a  ;  trouver  le  plus  grand  des 
angles  dont  le  sommet  est  sur  la  courbe,  et  dont  les  côtés  passent  par  B  et  C. 

Géométriquement,  et  remplaçant  le  cercle  par  une  courbe  quelconque,  on 
voit  que  les  angles,  maxima  et  minima,  dont  les  côtés  passent  par  A  et  B,  ont 
icurs  sommets  aux  points  de  contact,  sur  la  courbe,  des  cercles  tangents  que 
l'on  pcul  lui  mener  passant  par  A  et  B. 

h"  Entre  tous  les  triangles  ayant  la  même  base,  et  pour  lesquels  la  somme 
des  deux  autres  côtés  est  constante,  quel  est  celui  qui  a  le  plus  grand  angle 
au  sommet. 

Isoscèle  (contact  d'une  ellipse  et  d'un  cercle  passant  aux  deux  foyers). 

G"  Partager  un  arc  en  deux  parties  telles  que  a  la  somme,  b  le  produit, 
c  la  somme  des  carrés  des  cordes,  soient  maximum. 

Quelle  que  soit  la  courbe,  la  solution  géométrique  est  immédiate;  a,  la  varia- 
tion des  deux  cordes  étant  égale,  leur  inclinaison  sur  l'élément  doit  être  la 
même;  d'où  points  de  contacts  entre  la  courbe  et  les  ellipses  dont  les  deux 
extrémités  de  l'arc  sont  les  foyers;  b,  le  produit  xy,  étant  proportionnel  au  quo- 
tient de  la  surface  du  triangle  parsinM,  son  maximum  correspondra,  pour  le 
cercle,  à  la  position  de  M  sur  le  point  de  contact  de  la  tangente  parallèle  à  la 
corde   AB;    pour   toute  autre  courbe,  au  point  pour  lc<|ucl  la  variation  du  rap- 

sin  IVI  ,,  ,  ,  ,      ,  ,       ,  ,     ,  ,      , 

port  — — —  sera  nulle;  c  la  somme  dos  carres  des  cordes  {x,y),  étant  égale  au 

carré  (AB)-  augmenté  du  produit  .7")' ros  M.  sera  maximum  avec  ce  dernier  pro- 
duit. 

Le  maximum  b  est  obtenu,  dans  le  cas  h^  plus  général,  par  le  contact  de  la 
courbe  avec  les  lemniscates  ayant  pour  foyers  les  extrémités  A  et  B  de  l'arc. 
Les  diverses  constructions  géomririciues  de  la  tangente,  ou  la  normale,  à  la 
lemnisralc  donnent  d'élégantes  conditions  géométriques  du  maximum,  entre 
autres  celle-ci  :  «  F>e  produit  des  deux  cordes  AM.BAI  est  maxinuim  au  point  M 
de  la  couj'bc  pour  IcMpiel  la  normale  est  conjuguée  liarnioni(|ue  de  la  l)isserlrice 
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■     URVUIî    DIîS   PUBLICATIONS.  1 3<) 

cxl(:ricnre  (\c  r;in^lc  M,  par  rapport  aux   dir  cft  ions  «les  hisscrlric»;-.  iiiLf'-riciirfs 
(l(3s  ani^Ics  A  cL  I>  du  trian^Mc  AMB.  » 

7"  Entre  tous  les  Lrlan^les  isoscèles  inscrits  dans  un  cercle  donné,  quel  est 
celui  dont  ci  le  périmètre^  b  la  surface  est  un  maximum. 

Soit  A  le  sommet;  le  diamôtre  du  point  A  sera  la  médiane,  axe  de  symétrie: 
soient  H  l'une  <les  extrémités  de  la  base,  et  P  son  milieu. Soit  \V,  projeté  en  P'  sur 
la  médiane,  le  point  voisin  du  cercle.  Le  sommet  A  restant  fixe,  le  maximum  a 
a  lieu  lors  de  l'égalité  des  variations  de  RP  et  de  AP,  projections  de  l'élé-- 
ment  BIV  sur  la  base  BP  et  la  médiane  AP.  Donc,  pour  une  courbe  quelconque 
dont  AP  serait  axe  de  symétrie,  le  maximum  a  lieu  lorsque  le  point  B  est  le 
point  de  contact  d'une  tangente,  à  4^°  sur  AP. 

Maximum  b.  Soit  b  l'intersection  de  AB'  avec  la  parallèle  B^  à  AP.  Le  maxi- 
mum b  aura  lieu  avec  B6  =  2PP';  donc,  lorsque  BP  sera  bissectrice  de  l'angle 
de  la  tangente  en  M  avec  la  corde  BA  (môme  généralité  que  pour  a). 

8°  La  hauteur  d'une  tour  est  a;  sur  son  sommet  est  fixé  un  étendard  BC, 
de  hauteur  b]  trouver  le  point  du  terrain  horizontal  d'où,  l'étendard  est 
vu  sous  l'angle  maximum. 

L'application  du  principe  général  donne  le  point  X  cherché  comme  contact  de 
l'horizontale  AX.  avec  un  cercle  passant  par  A  et  B.  D'une  manière  générale, 
c'est-à-dire  sur  un  sol  varié  quelconque,  elle  le  présenterait  comme  intersection 
des  deux  courbes  tracées  sur  le  sol  de  la  manière  suivante  :  1"  courbe,  dans 
chaque  méridien  passant  par  AB,  construire  les  points  K  de  contact,  de  la  sec- 
tion du  sol  par  le  plan  méridien,  avec  les  cercles  tangents  de  corde  AB; 
2°  courbe,  dans  chaque  méridicTi  construire  les  points  V  où  la  normale  à  la  sur- 
face du  terrain  est  située  dans  le  plan  méridien.  Les  points  X  d'intersection  des 
courbes  K  et  V  sont  ceux  où  le  maximum  cherché  est  obtenu. 

Boquel  [E.-J.].  —  Elude   stir   les    coordonnées   tang^entielles  et 
leurs  applications.  (Suite.).  (^^/di-iZ-j). 

Classe  d'une  courbe,  égale  au  degré  de  son  équation  tangentielle,  en  général 
égal  à  m  {m  —  1);  m,  degré  de  la  courbe.  —  Le  premier  membre  de  l'équation 
tangentielle  des  coniques  est  la  forme  adjointe  de  la  forme  quadratique  ternaire 
constituant  le  premier  membre  de  son  équation  cartésienne  homogène,  et  réci- 
proquement. —  Corrélation  de  dualité  entre  les  principes  relatifs  aux  points  des 
coniques  et  ceux  relatifs  à  leurs  tangentes. 

Delpit.  —  Note  sur  le  quadrilatère  inscrit  à  diagonales  orthogo- 
nales. (24i"'^49)- 

La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  un  côté  est  égale  à  la  moitié  du  côté 
opposé.  —  Les  quatre  quadrilatères,  en  lesquels  ces  droites  partagent  le  qua- 
drilatère primitif,  sont  équivalents.  —  Le  centre  de  gravité  est  au  tiers  de  la 
distance  du  centre  au  point  d'intersection  I  des  diagonales.  Ce  point  I  est 
également  distant  des  projections  des  quatre  sommets  sur  deux  côtés  opposés. 
Le  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  ellipse  dont  le  point  I  et  le  centre  sont 
les  foyers,  et  dont  les  tangentes  issues  des  milieux  des  cotés  sont  parallèles  aux 
côtés  opposés.  —  Si  les  diagonales  tournent  autour  de  l,  le  cercle  principal  et 
les  cercles  directeurs  de  cette  ellipse  resteront  fixes. 


i4o  secondiî:  partie. 

Junck.  — Théorème  d'Arithmétique,  (aoo-aoi). 

Les  fractions  irréductibles  de  même  dénominateur  ont  des  quotients  pério- 
diques dont  le  nombre  de  chiffres  ne  dépend  que  du  dénominateur. 

Bourget.  —  Note  sur  le  crépuscule.  (254-206). 

La  longueur  p  de  la  moitié  de  la  nuit,  en  fonction  de  la  déclinaison  S  du  So- 
leil, de  la  latitude  X  du  lieu,  et  de  la  distance  angulaire  to  =  18°,  de  Tare  cré- 
pusculaire au-dessous  de  l'horizon,  est  donnée  par  la  formule 

^  ^  ^  sinoj  sin  0  sin  A -^  sin  oj 

cos  3  =  tang  A  tang  0 


cos)vCosô  cosô  cos)v 

Problème  de  Géométrie.  —  (Concours  d'agrégation  1879).  (sog- 
261). 

Un  triangle  ABC  étant  inscrit  dans  un  cercle  S,  on  considère  deux  points  P 
et  P'  de  la  circonférence  et  le  point  M  d'intersection  de  leurs  droites  de  Simp- 
son. Démontrer  que  le  point  M  décrit  un  cercle  S',  quand  le  point  C,  seul  mo- 
bile, décrit  le  cercle  S;  if  trouver  le  lieu  des  centres  w  du  cercle  S',  lorsque  la 
corde  PP',  mobile  à  son  tour,  conserve  une  longueur  constante. 

Note  de  la  Rédaction.  —  La  première  Partie  est  bien  démontrée  ;  mais  la  se- 
conde donne  lieu  à  des  longueurs;  il  valait  mieux  déduire  de  la  première  partie 
1?  construction  de  w  sur  la  perpendiculaire  au  milieu  D  de  ^^i  par  l'intersec- 
tion des  rayons  Qw  et  Q'w,  tels  que  l'angle  QwQ'  =  POP'  (O  centre  de  S). 
Donc  a  étant  le  milieu  de  AB  et  Çl  celui  de  PP',  le  rapport  de  wD  à  Oft 
est  égal  à  celui  de  QQ'  à  PP'.  La  distance  aw  est  donc  égale  à  O  £2 ,  et  par  suite 
constante. 

Ibach.  —  Note  sur  les  déterminants.  (269-27-). 

Boquel  {E .-J.).    —   Etude   sur  les   coordonnées   tangentielles  et 
leurs  applications.  (Suite).  (277-281). 

Transformation  de  l'équation  tangeutielle  au  moyen  de  la  substitution  de  la 
forme  adjointe  de  la  substitution  linéaire  en  coordonnées  cartésiennes.  Appli- 
cations géométriques.  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  dont  on  donne  les  points 
de  contact  sur  deux  droites  est  une  cubique  à  point  double  au  point  d'inter- 
section des  deux  droites. 

Catalan  {E.).  —  Deux  problèmes  d'Arithmétique.  (296-299). 

1°  De  I  à  11,  combien  y  a-t-il  de  nombres  non  divisibles  par  des  nombres  pre- 
miers donnés  :  a,  b,  c,  .. .,  k,  11 

^(„)   =„_  V(!i)    H-  V(")._V(     ")+...; 

■^  ^  Mmà\aJ        ,m^\ab  J        J^\abcJ 

1"  La  somme  S(/0  des  nombres  précédents  est  donnée  par 

..s(„)  =  «("H^.)-;S«(^)[(^)H-,]H^v„.(,iL)[;(^^).,.j_.. 


COiMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES.  iji 

Questions  d'examens.  (299-308). 

Sur  l'équation  des  surfaces  du  second  ordre.  (3 1  5-3 19). 

liorjuel  (E.-J.).  —  Etude  sur  les  coordonnées  tangentielles  et 
leurs  applications.  (Suite).  (3 19-325). 

Equation  {u/,i  -t- v/'^,  -\- w/[^,  —  o)  <Jcs  points  de  contact  des  tangentes 
(«,,  Vy,  w^)  à  la  courlie  /{u,  v,  w)  =  o.  Les  coordonnées  des  tangcnt«,'S  à  la 
courbe  en  ses  points  de  rencontre  avec  la  droite  {11^,  v^,  w^)  sont  les  solutions 
communes  des  deux  équations  ci-dessus.  Une  courbe  de  la  w'*"»  classe  est  en 
général  du  n{n  —  i)i^™e  ordre,  sauf  les  singularités.  La  condition  analytique 
pour  qu'un  point  {nui -\- nv -\- pw  =  o),  soit  sur  une  courbe  [/(m,  v,  iv)]  est 
la  relation  obtenue  en  éliminant  u^,  v^,  w^  entre  l'équation  du  point  et  les  équa- 

f'u  fl  f'w 

tions  -^  —  —  =  ■ — !  ;  déterminant  facile  d'après   la  méthode  dialytique  Syl- 
m  II  p   ^  '  j     1  j 

vester.  Tangentes  communes  à  deux  coniques. 

Delpit.  —  Propriétés  du  tétraèdre  à  arêtes  (opposées)  orthogo- 
nales. (337-343). 

Si  quatre  des  six  arêtes  d'un  quadrilatère  sont  perpendiculaires  deux  à  deux, 
les  deux  autres  le  sont  également.  Centre  ou  point  de  concours  des  hauteurs, 
point  qui  est  aussi  point  de  concours  des  plus  courtes  distances  des  arêtes  ortho- 
gonales. Le  volume  est  égal  au  produit  de  deux  arêtes  orthogonales  par  leur  plus 
courte  distance.  Les  milieux  des  arêtes  et  les  pieds  des  distances  sont  douze  points 
d'une  sphère.  Le  centre  de  gravité  est  milieu  de  la  distance  du  centre  des  hau- 
teurs à  celui  de  la  sphère  circonscrite.  Le  centre  de  gravité  des  faces  forme  un 
tétraèdre  homothétique  inverse,  dont  le  centre  de  gravité  est  le  même.  Ellip- 
soïde de  révolution  inscrit,  ayant  pour  foyers  le  centre  des  hauteurs  et  son  sy- 
métrique au  centre  d'une  deuxième  sphère  des  douze  points,  passant  par  les 
centres  de  gravité  des  faces,  le  centre  des  hauteurs  et  divisant  dans  le  rapport 
I  à  i  ses  distances  aux  sommets.  Sphère  polaire,  par  rapport  à  lacjuelle  chaciue 
sommet  est  pôle  de  la  face  opposée,  et  les  arêtes  opposées  conjuguées  entre 
elles.  Relation  entre  les  rayons  p,  p',  R  des  sphères  polaires,  première  des  douze 

points,  et  circonscrite  p'  =  -  V^Fl^  —  P"'- 

Baudoin  {F.).  —  Tout  triangle  dans  lequel  les  rapports  du  péri- 
mètre aux  diamètres  des  cercles  exinscrits  sont  exprimables  en 
nombres  entiers  est  rectangle.  (347-34B). 

L'auteur  fait  un  élégant  usage  de  quantités  et  relations  auxiliaires,  x,  y,  z 
étant  les  distances  des  sommets  A,  B,  C  aux  points  de  contact  du  cercle  inscrit 
dont  le  rayon  est  pris  pour  unité,  d'oîi  jo  =  (/?  —  a){p  —  b){p  —  c)  cl  par 
suite  xyz  =  x  -\~ y  H-  z.  Solution  x  =  1,  y  =  "i,  ^  =  3  ;  «  —  5,  6  =  4>  c  =  3. 
(Incomplet.) 

Pravaz  (Ch.).  —  Conditions  de  divisibilité  d'un  pol\nomc  cnlicr 
par  le  trinôme  du  second  degré.  (357-36o). 


t4'2  seconde   partie. 

Boquel  {E.-J.).    —   Étude   sur  les  cooidounées   langentiellcs  et 
leurs  applications.  (Suite).  (36o-365). 

Équation  générale  en  coordonnées  tangentielles  homogènes,  ou  trilatères,  des 
coniques  inscrites  dans  le  même  quadrilatère  que  deux  coniques /(w,  v)  et 
v?{u,  v)  données,  / 4- )vcp  =  o.  Equation  (y+XMN  =  o)  des  coniques  qui  tou- 
chent les  tangentes  menées  à  {/  —  o)  par  les  points  M  =  o,  N  =  o.  Équation 
(MN  +  >vPQ)  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  de  sommets  M,  N,  F, 
Q.  (>vPQ  +  ;xQR  +  vRP  =  o)  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle.  Des  co- 
niques circonscrites   au    triangle    SVP^ — 2SX;j.PQ=o.   Des  coniques  circon- 

scrites  à  un  quadrilatère  ^ 1 — - — r  —  M-  =  o;   M,  N,  P  étant  les  équations 

des  points  de  concours  des  côtés  opposés  et  des  diagonales.  Des  coniques  dou- 
blement tangentes  à  deux  coniques/  et  9  dont  P  et  Q  sont  les  deux  points  om- 
bilicaux [x'-^P^  -t-  2[j;,(/-h  >vcp)  -h  Q2  =  o.  Les  pôles  des  deux  droites  de  contact 
sont  conjugués  harmoniques  des  points  ombilicaux.  Des  coniques  conjuguées 
par  rapport  à  un  triangle  "KM^  -\-  \xW  +vP^  =  o.  Des  coniques  homofocales  de 
foyers  PQ.  PQ  -H  "X  (  u-  -+- v')  =  o. 

Pravaz  (Ch.).  —  Somme  des  puissances  semblables  des  n  pre- 
miers nombres  entiers.  (385-388). 

{n  —  p)l  .^,11=  1       m\{p  -^i  —  m)\{n  —  m) 

Morel  [A.).  —  Sur  le  maximum  et  le  minimum   de  la  fraction  du 
second  degré.  (388-392). 

Ibach  (L.).    —  Recherches  sur  une   famille  de  coniques,   (4o8- 

4i4). 

Le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  leurs  polaires  par  rapport  à  deux  co- 
niques,  U  et  V,  se  coupent  sous  l'angle  donné  a,  est  une  conique  P^^  de  U,  \  . 

Son  équation  peut  s'écrire  P^^^  =  P„  h-  tangaP—  =  o.  Les  coniques  P^^  de  U,  ^ 
sont   circonscrites  à  un   même  quadrilatère;  le  lieu  de  leurs  centres   e^t  la   co- 


nique P'jj  des  deux  coniques  P,,  et  P— •  L'enveloppe   des  droites  dont  les  pôles 


7C 
2 

sont  à  une  distance   angulaire  fixe  a   d'un    point    donné   est   une   conique  dont 
l'équation  tangentielle  a  la  forme  Qo -+- ^Q  —  —  Qa  ="  o.  Le  lieu  des  coniques  Q 

est  une  ligne  droite.    Les  coniques  P  de  deux  coniques   concentriques  passent 

par  le  centre  de  celles-ci. 

Systèmes  de    trois  coniques    directrices  :   Les   coniques    P,^  de  (U,  V),  P^  de 

(V,  W)   et  P^_(a+B)  fie  (W,  U)    sont  circonscrites   au   même   quadrilatère.    Les 

n(n  -h  1)  ,.  .  ,  .  .       ,  •  .     , 
■  —  2  condUions  de  tangence  en  un  même  point  de  n  coniques  résultent 

(le  I  chmination  de  x,  y  entre  les  n  équations  Vf.  —  o  et  les  équations 

1*0  de  (Ua,  L'A')  —  o.    Le  lieu   des    points    du   plan.   icU   (|ue    leurs  polaires  par 


REVUE   DES  lUIBLICATIONS.  .;; 

liippDil  il  li()i>  cDiiiciiic-,  r<iriii<iil  lin  lri;iii;;lc  (l<;  siiiliK  r  con-iLaiilr  il,  ol  la 
courbe  (IiJ  sixièiiio  tk'j,'rc  ayant  pour  (-(lualion  il.  I*//,t^.  I\»_tv'.  !'»,.,</ -  S-,  où  \'u,,' 
désigne  1*„  de  U,  V,  cL  S  syniholise  le  délenriinant  aux  dérivées  j>artielles,  sur- 
face des  polaires  de  {x,  y),  f.c  lieu  des  points,  dont  les  polaires  relatives  à 
n  coni(jucs  forment  un  polygone  de  surface  donn(-e,  est  un(;  courbe  de  drgn- 
n{ii  —  i).  Conditions  de  l'existence  d'un  point  de  plan  dont  les  polaires  relativr-. 
à  n  coniques  forment  un   polygone   régulier  (?),    L'inclinaison    constante   d  un 

cote  sur  le  précèdent  donne  ■  —  o  conditions,  le  point  devant  s»;  Irouxcr- 

1.2  ' 

sur  les  courbes  Px relatives  à  tous  les  groujx.-s  de  deux  des  coniijues. 


Boquel  {E.-J.).    —   Étu(l*c  sur   les   coordonnées   tangentielles   et 
leurs  applications.  (Suite  et  fin).  {^\^-^\iy). 

Les  tangentes  menées  d'un  point  fixe  du  plan,  à  toutes  les  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère,  sont  en  involution.  Les  sommets  de  deux  angles  circon- 
scrits à  une  conique,  et  les  quatre  points  de  contact,  sont  sur  une  même  conique; 
les  quatre  côtes  et  les  deux  cordes  de  contact  enveloppent  une  autre  conique. 
Les  six  sommets  de  deux  triangles  conjugués  à  une  conique  sont  situés  sur  une 
même  conique,  et  leurs  six  côtés  en  enveloppent  également  une  autre.  Ana- 
logie entre  la  méthode  des  polaires  réciproques  et  celle  des  coordonnées  tangen- 
tielles. 

La  classe  d'une  courbe  est  abaissée  de  p{p  —  i)  unités  par  l'existence  do 
chaque  point  multiple  d'ordre/?;  de  i -\- q  unités  parcelle  de  chaque  point  de 
rebroussement,  en  lequel  la  courbe  et  sa  première  polaire  ont  un  contact  d'or- 
dre q. 

G.  de  LongcJiamps.   —   Résolution  géométrique  de   deux   pio- 
blènnes  du  quatrième  degré  sur  la  parabole.  (433-43^). 

Le  segment  intercepté  sur  une  droite,  entre  un  diamètre  de  la  parabole  et  la 
tangente  au  point  où  il  rencontre  la  courbe,  est  moyen  proportionnel  entre  les 
deux  segments  interceptés  entre  la  tangente  et  la  courbe.  On  construit  d"après 
ce  principe  les  deux  points  G  et  G',  où  la  corde  AB,  unissant  deux  points  donnés 
d'une  parabole,  coupe  deux  tangentes  T  et  T'  également  données;  le  milieu  de 
GG'  et  l'intersection  O  de  T  et  T'  donnent  la  direction  des  diamètres.  Après 
avoir  déterminé  les  points  de  contact,  D  et  D',  de  T  et  T',  sur  les  diamètres 
passant  en  G  et  G',  les  tangentes  en  A  et  B  s'obtiennent  par  leurs  sous-tan- 
gentes. Donc  la  construction  d'une  parabole,  dont  on  donne  deux  points  et  deuv 
tangentes,  est  ramenée  à  celle  d'une  parabole  dont  on  connaît  quatre  tangentes, 
■  ou  bien  deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact.  Quatre  solutions,  en  associant 
de  toutes  les  manières  possibles  les  deux  points  G  et  les  deux  points  G',  doniu's 
par  la  relation  segmentairc. 

De  même  la  construction  des  quatre  paraboles  passant  par  trois  points  \,  15, 
G  et  tangentes  à  une  droite  T  se  ramène  également  à  ([uatrc  pr(d)lèuu's  du 
premier  degré.  On  détermine  le  point  de  contact  de  V  jtar  les  points,  sur  les 
côtés  du  triangle  ABG,  du  diamètre  de  contact. 

Hourgel  ('/•).  —  Variation  do  la   (Vaelion  du  second  degré.  (  j'uS- 

/i42). 
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Ocagne  {M.  d^).  —  Remarques  sur  les  figures  homolhétiques  et 
les  figures  inverses.  ( 449-45 1)- 

Geoffroy  (L.).  —  Construction  graphique  directe  de  deu\  sur- 
faces de  révolution  du  second  degré  dont  les  axes  ne  se  rencon- 
trent pas.  (452-454)- 

Le  plan  verlical  sera  choisi  parallèle  aux  axes,  et  le  plan  horizontal  perpen- 
rliculaire  à  l'un  d'eux.  On  inscrit  dans  l'une  des  surfaces  une  sphère  fixe,  dans 
rautre  une  sphère  variable,  et  l'on  considère  l'un  des  cônes  circonscrits  aux 
deux  sphères.  Il  coupe  chacune  des  surfaces  suivant  deux  courbes  planes,  dont 
les  plans  s'obtiendront  par  la  rotation  de  la  figure  autour  de  Taxe  vertical  de 
manière  à  ramener  le  second  axe  à  èlre  parallèle  au  plan  vertical.  Les  intersec- 
tions des  plans  des  sections  de  l'une  et  l'autre  surface  avec  le  cône  sont  des 
droites  qui  percent  le  cône  en  des  points  communs  aux  deux  surfaces. 

Bourget  (/•).  —  Maxima  et  miniina  de  la  fraction  rationnelle  du 
second  degré.  (48i-486). 

Chrétien.  —  Problème  de  Géométrie.  (491-492). 

Étant  donnés  deux  cercles  qui  se  coupent  en  A,  mener  un  cercle,  de  centre 
B,  dont  deux  des  intersections  G  et  D  avec  l'un  et  l'autre  cercle  O  et  O'  soient 
cii  ligne  droite  avec  le  point  A.  Joignant  B  au  point  A',  symétrique  de  A  par 
rapport  au  milieu  H  de  la  ligne  des  centres  00',  la  droite  BA'  est  un  peu  dé- 
tournée; la  construction  est  évidente,  H  étant  sur  la  perpendiculaire  au  milieu 
de  AI;  car  QI  =  AQ',  Q  et  Q'  étant  les  projections  de  0  et  O'  sur  CD.  Lorsque 
le  point  B  se  meut  sur  la  circonférence  O,  la  parallèle  menée  de  ce  point  mobile 
à  la  corde  CD  enveloppe  une  conique,  dont  les  foyers  sont  A'  et  son  symétrique} 
L  par  rapport  à  O,  et  doublement  tangente  au  cercle  O. 

Tinel.  —  Solution  géométrique  de  la  question  :  Construire  un 
triangle  connaissant  les  sommets  des  trois  triangles  équila- 
téraux  construits  sur  les  côtés.  (497-498). 

Les  sommets  cherchés  sont  les  milieux  des  droites  joignant  respectivement 
l'un  des  sommets  donnés  au  sommet  opposé  dans  le  triangle  équilatéral  construit 
sur  la  base  formée  par  les  deux  autres  sommets  donnés. 

Braun  ('/•).  —  Concours  de   18-9  à  l'Ecole  Normale  supérieure. 

(5o3-5i  i). 

Un  tétraèdre  OABCD  est  ch'-lini  par  l'angle  solide  O  et  les  longueurs  \a.,  !\0, 
\c  des  arêtes.  Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  se  cou- 
I)ent  en  un  point  w.  L'ellipsoïde  dont  ces  droites  sont  des  diamètres  conjugués 
est  tangent  aux  six  arêtes  du  tétraèdre.  Chercher  son  intersection  avec  l'hypcr- 
boloïde  engendré  par  la  droite  qui  s'appuie  constamment  sur  les  directrices 
parallèles  aux  arêtes  du  tétraèdre  menées  parallèlement  à  l'arête  suivante.  Une 
génératrice  HK  de  cet  hyperboloïde  perce  l'ellipsoïde  en  deux  points  par 
chacun  desquels  on    mène   le  plan   parallèle  au  plan    tangent   à    rdlipsoïde  en 
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l'auLi'c  point,  'l'rouvcr  h;  li(Mi  (rinlcrseclion  de  ces  plans,  qui  p;is>cMl  p;ir  le 
centre  de  l'ellipsoïde. 

i"  Soient  a,  [i,  y  les  milieux  de  OA,  Oli,  OC,  et  a',  ^',  y'  leurs  syrii('tri(pie> 
par  rapporta  o).  L'art^te  BC,  parallèle  à  py,  est  contenue  dans  le  plan  tancent 
en  a',  lequel  est  parallèle  au  plan  Pyw. 

■>"  Le  plan  ABC  coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  H  j)assant   en    a'[i'y'  et 

tangente  à  BC,  CA,  AB.  La  conique  S',  suivant  la(iuelle  il  coupe  l'hyperholoïdj-, 

j        passe  aux  mêmes  points.  Sa  tangente  en  a'  est  dans  le  plan  tangent  conduit  pai- 

les  génératrices  B'  et  A',  c'est-à-dire   le  plan  OBC.  La  tangente  est  donc  BC,  et 

il'  coïncide  avec  il.  L'intersection  se  compose  donc  de  2  et  de  sa  symétri([ue  par 

t        rapport  à  w. 

3"  Le  lieu  est  le  cône  de  sommet  w,  ayant  S  pour  base. 

I   Morel  (A*)'  —  Maxima  et  minima  de  la  fraction  du  second  degré. 

(529-537). 

IJourget  (J.).  —  Sur  la  classification  des  permutations  de  /i  ob- 
jets. (541-547). 

Les  P„  arrangements  de  n  objets  (chiffres)  sont  d'abord  classés  en  n  groupes, 
spécifiés  par  le  chiffre  inscrit  le  premier.  Dans  chaque  groupe  on  distingue 
(n  —  i)  groupes  secondaires  par  la  valeur  du  second  chiffre,  et  ainsi  de  suite; 
on  classe  tous  ces  groupes  en  inscrivant  d'abord  les  chiffres  moindres,  et  ensuite 
les  chiffres  croissants. 

1°  Trouver  la  permutation  de  rang  donné  p.  Chaque  groupe  contenant  P„_, 
arrangements,  le  premier  chiffre  de  la  permutation  cherchée  (q-hf)  s'ob- 
tiendra par  la  division  de  p  par  P„_,.  Soit  p  =  7.P„_,+,..  Le  second  chiffre  («7' 4-  0 
résultera  de  même  de  r  —  ç'Pn^^y  '^^  ainsi  de  suite. 

2°  Rang  dune  permutation  donnée 

p   :rz  I  +  </(«-2)  P,   -f-  ^("-3)  P.,  +..._(_  ^  p^^_,  ; 

3°  Nombre  de  dérangements  d'une  permutation  donnée  A  =  27. 

Lemoine.  —  Couper  un  triangle  par  une  transversale  de  manière 
que  trois  segments  non  consécutifs  soient  égaux.  (548). 

Soit  H  l'intersection  de  la  médiane  de  AC  et  de  la  bissectrice  intérieure  de 
l'angle  A;  K  celle  de  la  médiane  de  CB  et  de  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle 

C;  M  et  N  les  intersections  de  AC  par  le  segment  capable  de  —  >  décrit  sur  HK; 

ils  appartiennent  chacun  à  deux  des  droites  cherchées,  au  nombre  de  douze. 
La  ligne  KC  coupant  le  segment  en  J,  et  KJ  rencontrant  AC  en  I,  on  a  CI  =  CB. 
Le  cercle  passant  en  H,  K  et  au  centre  du  cercle  exinscrit  tangent  au  côté  BC 
est  le  symétrique,  par  rapport  à  AK,  du  cercle  HKMN. 

Le  Pont  {H.).  —  Sur  les  courbes  >''"  = /;i/?^".  (555-557"). 

Les  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  M  sont  sur  une  hyper- 
bole passant  à  l'origine  et  au  point  M;  cette  hyperbole,  indépendanle  du  para- 
mètre p,  enveloppe  une  courbe  semblable  à  celle  du  point  AL  lorsque  celuici 
se  déplace  en  décrivant   une  courbe  du  gcnie   (onsidcré.    Si    M    reste  fixe,  ainsi 
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que  la  différence  (m  —  n),  le  lieu  du  centre  de  l'hyperbole  est  une  droite.  L'en 
vcloppe  de  cette  droite,  quand  M  décrit  une  courbe  étudiée,  est  une  courb 
semblable. 

Surfaces  (-)    +(7;)    +(~)    =0.  Si  par  un  point  P  on  mène  les  normale 

aux  cônes  du  second  degré  de  même  sommet  et  d'axes  de  même  direction,  leur 
pieds  seront  sur  la  sphère  de  diamètre  OP.  Si  par  P  on  mène  les  normales  au: 
paraboloïdes  de  sommet  O  et  d'axe  OH,  leurs  pieds  sont  sur  un  ellipsoïde  d 
révolution,  dont  l'axe  de  révolution  est  parallèle  à  OH,  ayant  OP  pour  un  d« 
ses  diamètres. 


NIEUW  AKCHIEF  voor  Wiskunde  ('). 

Tome  Vil;  1880. 

Ileringa  (D''  P. -M.).  — Considérations  sur  l'application  de  l'Ana 
lyse  aux  sciences  physiques.  (i-Sa). 

Van  Heiilen  («/•)•    —   Etude   mécanique    de    quelques  courbes 

(33-58). 

L'auteur  étudie  d'un  point  de  vue  mécanique  la  cycloïde,  l'épicycloïde,  l'hypo  l 
cycloïde,  la  spirale  d'Archimède,  la  développante  du  cercle,  l'ellipse,  la  paraboh! 
et  quelques  courbes  remarquables  situées  sur  un  cylindre  de  révolution;  il  cn-j 
gendre  ces  courbes  par  la  composition  de  deux  mouvements  simples,  pai| 
exemple  l'ellipse  par  la  composition  de  deux  vibrations  rectangulaires  de  niénii 
durée  et  de  même  amplitude.  Il  termine  par  des  considérations  théoriques  suil 
les  rayures  des  armes  à  feu.  j 

Ilollmaii  (P.-J.).  —  Quelques  applications  géométriques  de  l;i 
théorie  des  solutions  singulières  des  équations  différentielle^ 
du  premier  ordre.  (59-77)- 

Déduction  de  la  solution  singulière  de  l'intégrale  générale  et  de  réqualion 
différentielle;  cinq  problèmes  où  il  s'agit  de  trouver  des  courbes,  dont  les  nor- 
males satisfont  à  des  conditions  données.  {A  suivre.)  ■ 

I 
Van  den  Berg  (^F.-J.).  —  Sur  deux  systèmes  de  trois  cercles  si- 
tués symétriquement  par  rapport  à  un  triangle  et  sur  deux  s\s- 
tèmes  de  trois  droites  qui  jouissent  de  la  même  propriété.  (7<'^- 

90)-  j 

La   solution    d'une   question    d'éiiuilibrc  (-),   réciuililno   d'un   Iriangh*   donne! 


(M  Voir  lUillclin,  IV._j,  17:?. 
(M  \<)ii'  IJiillelin,  IV,,  172. 
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(loiiL  les  S(tiimH;ls  s'a|)|)tiiciil  sur  les  faces  d'un  aii^li;  hii'-drr  «loiiin-,  cii^ji};»?  l'aii- 
Ll'UP  à  éliulier  deux  cas  parliciilicrs  dcî  la  Iraiisfoc/nal  ion  hiral  ionncllc  pur  l'anu- 
lysc  en  se  servant  des  coordonnées  Irilincaires.  (Compare/  iJulletin,  l.  \l, 
p.  i53). 

.  Jaiise  (^L,-J-ix,).  —  La  navigation  sui\anL  un   arc  de  grand  cercle. 
(91-101). 

A  l'aide  d'une  nouvelle  Table  des  diirérences  eu  azimut   de  la  lf>\odroinie  et 

du  grand  cercle,  l'auteur  développe  une  neuvième  méthode  approximative  do  la 

'       navigation   suivant  un  arc  de  grand   cercle;  après   avoir  donné  les  déviations 

I      journalières  pour  la  route  de  cap  Clcar  à  Saint-John's  Ncw-Koundiand,  il  étudie 

I  quelques  formules  trigonométriques,  qui  lui  ont  servi  de  base  dans  le  calcul  de 
la  Table  en  question, 

Scliàfer  (J.-JI.).    —  Réduction  des   formules  qui  déterminent, 

dans  la  question  des  inondations,  la  quantité  d'eau  qui  entre,  à 

d'autres  qui  font  connaître  en  peu  de  temps  le  temps  nécessaire 

,|      à  l'inondation  totale  pour  le  cas  oii  l'eau  est  affectée  par  le  flux 

et  le  reflux  (suite)  (^).  (ioa-109). 

III.  Formules  pour  le  cas  où  la]  hauteur  d'entrée  est  divisée  en  cinq  ou  dix 
I      parties.  —  IV.  Application  des  formules  au  cas  de  l'inondation  d'un  polder  dé- 
terminé. —  V.  Examen  comparatif  de  deux  séries  de  formules. 

Rasch  [J.-W.).  — ■  La  cubature  d'un  cylindre,  (i  17-149). 

L'auteur  clierchc,  au  point  de  vue  de  l'étalonnage,  la  méthode  la  plus  exacte 
pour  la  détermination  de  la  capacité  d'un  corps  dont  la  forme  est  sensiblement 
celle  d'un  cylindre  droit.  Il  s'occupe  successivement  de  la  mensuration  d'une 
section  perpendiculaire  à  l'axe,  d'une  section  par  l'axe  en  mesurant  un  nombre 
pair  ou  un  nombre  impair  d'ordonnées,  de  la  détermination  de  la  hauteur 
moyenne,  du  rapport  rationnel  des  diamètres  et  des  hauteurs  mesurées,  etc. 

Hollman  [P.-J.).  —   Quelques  applications  géométriques  de  la 

théorie  des  solutions  singulières  des  équations  diflerentielles  du 

premier  ordre  [suite).  (t5o-i63). 

Solution  de  quelques  problèmes  qui,  pour  la  plupart,  se  rapportent  à  la  re- 
cherche de  la  première  podaire  positive  ou  négative  d'une  courbe  donnée. 

Van  Geer  (P-)-  —  Sur  le  mouvement  de  svstèmes  liés  à  des  con- 
ditions qui  dépendent  du  temps.  (164-206). 

I.  Littérature  (BernouUi,  1742;  Glairaut,  Euler,  1746;  Ampère,  uSjo;  \  ieille, 
1849;  Resal,  1872;  Mischer,  1876),  —  II.  Le  théorème  du  mouvement  du  centre 
de  gravité  et  le  théorème  des  aires  restent  intacts,  tandis  que  le  théorème  îles 
forces  vives  et  le  principe  de  la  moindre  action  dans  sa  forme  originale  ne  sont 


(•)  Voir  Bulletin,  IV,,  173. 
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plus  applicables.  —  III.  Cependant,  le  dernier  principe  reste  de  rigueur  dans 
forme  amplifiée  donnée  par  Hamilton;  déduction  des  équations  différentiel, 
du  mouvement  dans  la  forme  donnée  par  Hamilton  pour  ce  cas  exclu  par  h 
déduction  de  la  fonction  caractéristique  d'Hamilton  au  moyen  de  la  secon 
forme  des  équations  du  mouvement  donnée  par  Lagrange.  —  IV.  Critique  d' 
travail  de  INI.  Grinwis,  Sui'  une  détermination  simple  de  la/onction  carac 
ristique  C).  —  Y.  Quelques  exemples  élémentaires.  —  VI.  ^Mouvement  d' 
point  sur  une  droite  qui  se  meut  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace.  ( 
suivre.) 

Krantz  [IJ.-J.).  —  Evaluation  d'une  intégrale  définie.  (207-212 

En   suivant   la  route  connue  frayée   par  Poisson   pour  l'évaluation  de  l'ini 
grale 

/       e~^'  dx  ■> 


l'auteur  trouve 


do 


I         do  V  cos:p     /  „„.„ 

ensuite  il  détermine  la  même  intégrale  au  moyen  de  la  théorie  des  intégrales 
liptiques  et  encore  au  moyen  d'une  formule  de  réduction  donnée  par  Euler. 

Van    Leeuwen    [J.-H.).   —   Division   de    l'angle   en  un  nomb 
quelconque  départies  égales.  (2i3).  | 

L'auteur  donne  une  solution  de  cette  question  à  l'aide  d'une  épicycloïdc  (' 

terminée.  ! 

j 

Landré  [C.-L.).  —  Sur  la  fonction  ^  de  la  méthode  des  moindre 

carrés.  (214-219).  ; 

.1 
Liste  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelquesjournaux  ml 

thématiques,  (i  lo-i  16  et  220-23o). 

I 
Tome  VJII;  1881.  | 

Van  Geer  (P.)-  —  Sur  le  mouvement  de  systèmes  liés  à  des  co 
ditions  qui  dépendent  du  temps  (suite)  (-).  (1-22).  1 

VII.  Mouvement  d'un    point  sur  la    surface  d'une   sphère  dont   le   centre    i 
fixe,  tandis  que  le  rayon  varie  avec  le   temps.  —  ^  111.    Considération  de  qu 
ques  cas  spéciaux  du  mouvement  d'un  système. 

Ilollinan  (P.-J.).  —  Quelques  applications  géométriques   de 


(')  Comptes  rendus   de  l'Académie  royale   d'A/nsterdam.   section   de   IM 
siquc,  :>'  série,  t.  \1I1. 

(-')    Voir  le 'l'omc  inccédenl. 
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llîcorie  des  solutions  singulières  des  équations  difrércnliclles  du 
second  ordre.  (23-56). 

I)(Tinition   des   solutions  simplement  singulières  et  des  solutif)ns  donlderrient 
singulières;    trois    méthodes    pour   la    dèduc-tion    des  solutions  singulières   des 
équations  dillèrentielles    du  second  ordre;  quelques    prohiènjes  où    il    s'agit  de 
j     trouver  une  courbe  dont  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  satisfont  à  une 
i      relation  donnée;  recherche  de  la  développante;    élude  sur  le  problème  indéter- 
miné de  la  détermination   de  l'équation  diirérentielle  du  second  ordre,  la  solu- 
1|     tien  simplement  singulière  étant  donnée. 

\  Michaëlis  (D'  G.-J.).    —   Du  mouvement  des  liquides  sous  l'jii- 
lluence  du  frottement.  (5y). 

1         L'auteur  étudie  l'influence  du   frottement  sur  des  tourbillons  de  liquide  dans 
la  supposition   (ju'ils  se  trouvent  sous  l'action  de  forces  qui  admettent  un  po- 
î     tenliel.   Il  termine  par  le   mouvement  stationnaire   d'un   ellipsoïde  de  r<';volu- 
\     tien  qui  se  meut  dans  la  direction  de  son  axe  de  révolution. 

;  Legebcke  (D''   G.-J.).    —    Sur   une   propriété   des   racines    d  une 
équation  dérivée.  (^o-So). 
Extension  du  théorème  de  Rolle  sur  le  plan  ('). 

^  Mo  unie  r   [G.-J.-D.).   —  Une  propriété  particidière  des  quater- 

;      nions.  (81-88). 

^Schols  (Ch.-3f.).   —  Etude   des   projections  des  Cartes  géogra- 
'      phiques.  (i  i3-223)  ('-). 

«  Parmi  les  paraboles  de  même  foyer  et  de  même  axe  dans  un  plan,  celles  qui 
tournent   leur   sommet  vers  le    même  côté  sont   coupées   à  angle   droit  par  les 
autres  qui  tournent  leur  sommet  vers  l'autre   côté.   On   demande   si  cette  pro- 
'      priété  peut  servir  de  base  à  la  composition  de  Caries  géographiques  où  les  mé- 
ridiens et  les  parallèles  sont  des  arcs  de  parabole.  » 
I         L'auteur  résout  de  la  manière  la  plus  satisfaisante  cette  question,  posée  par  la 
Yi     Société   de    Mathématiques   hollandaise.    Il   montre   que    la   propriété  énonct'c 
f      peut  servir  de  base   à  la  représentation  plane  d'une  petite  partie  de  la  surface 
I     terrestre,  mais  qu'il   y  a  d'autres  méthodes  plus  excellentes    sous    plus   d'un 
'     point  de  vue.  Posant  les  conditions  :  1"  qu'il  y  a  conformité  absolue  tles  parties 
infinitésimales;    2"  que  les  variations  de   l'échelle  sont  aussi  peu  considérables 
que  possible,  et  3°  que  les  formules  pour  le  calcul  des  coordonnées  rectangulaires 
des  points  donnés  par  la  longitude  et  la  latitude  sont  simples  cl  ne  s'opposent 
pas  à  une  évaluation  exacte,  il  étudie,  dans  la  supposition  générale  d'une  Terre 
de  révolution  à  méridien  quelconque,  encore  quatre  autres  manières  de  représen- 
tation, la   projection  circulaire  de   Lagrange,    une  projection  où    les  méridiens 


(')  Une  traduction  française  de  celte  élude  est  insérée  dans  les  A /'c/n\'cs  néerlan- 
daises, t.  \\T. 

(^)  Sujet  de  prix  proposé  par  la  SociéU'  (1S80,  n"  ?>). 
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cL  les  parallèles  sont  des  ellipses  et  des  hyperboles  homofocales,  une  projection  i 
déduite  de  la  projection  parabolique  à  l'aide  de  l'introduction  d'un  paramètre  \ 
nouveau  dans  les  formules,  qui  permet  d'adapter  d'avantage  la  carte  au  terrain] 
et  une  projection  non  symétrique  à  déviation  minimum.  De  plus,  l'auteur  s'est 
donné  la  peine  d'appliquer  ses  théories  à  la  composition  d'une  carte  des  Pays-  i 
Bas  au  moyen  de  nombreuses  Tables.  I 

I 
Liste  par  ordre   de  matières  des   articles   de  quelques  journaux 

mathématiques.  (89-112). 

Tome  IX;  1882. 

Van  den  Berg  i^F.-J.).  —  Sur  la  relation  entre  les  racines  d'une 

équation  et  celles  de  l'équation  dérivée.  (i-i4)- 

Démonstration  géométrique   et   statique  du  théorème  de  Rolle  étendu  sur  le 
plan  ('). 

Van  den  Berg  (F.-J.).  —  Sur  la  différence  azimutale  entre 
l'arc  du  grand  cercle  et  la  loxodromie  entre  deux  lieux  voisins 
de  la  Terre  sphériqtie  au  point  de  départ.  (i5-3i). 

Critique  du  travail  de  M.  Janse  (-),  La  navigation  suivant  un  arc  de  grand 
cercle,  par  rapport  à  quelques  formules  approximatives. 

Van  den  Berg  (F.-J.).  —  Stir  un  problème  géométrique  de  la 
théorie  des  probabilités.  (32-59). 

L'auteur  s'occupe  du  problème  :  «  Quelle  est  la  probabilité  qu'une  droite 
qui  coupe  un  cercle  donné  coupe  encore  un  autre  cercle  donné  dans  le  même 
plan?  »  posé  et  résolu  par  M.  Schoute  (*).  Il  démontre  que  ce  problème  —  de 
même  qu'une  quantité  considérable  de  problèmes  analogues  —  admet  deux 
points  de  vue  différents  par  rapport  à  la  distribution  des  droites  dans  le  plan  : 
ou  bien  cette  distribution  ne  dépend  nullement  de  la  première  courbe,  ou  bien 
il  y  a  un  rapport  intime  entre  la  distribution  des  droites  dans  le  plan  et  celle 
première  courbe.  Il  fait  voir  qu'il  n'est  pas  permis  d'égaliser  deux  résultais 
obtenus  dans  ces  suppositions  différentes,  comme  l'a  fait  M.  Schoute.  En  divi- 
sant de  trois  manières  différentes  le  nombre  doublement  infini  des  droites  du 
plan  dans  un  nombre  infini  de  systèmes  simplement  infini  —  manières  qu'il  ca 
ractérise  par  les  noms  radiale,  parallèle  et  concentrique  —  l'auteur  obtient, 
dans  la  dernière  des  deux  suppositions,  trois  intégrales  définies  dont  il  dé- 
montre l'égalité  au  moyen  de  leurs  dérivées. 

Van  den  Berg  [F.-J.).  —   Remarque  par  rapport  à  la  relation 


(  ')  Voir  le  tome  précédent, 
(^)  Voir  le  tome  précédent. 
{')  Voir  nul  le  tin,  VI...  .80. 


I 
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ciilic!  les  racines  (rmic   (''(jualion  cL  colN;  de.  rc(|ualioii  <l<'riv«M!. 

(<"')■ 

(^)iiesli()ii  (le  priori L('. 

./anse  (^L.-Bx.\  —  Sur  le  système  de  distribution  de  la  vapeur  des 
frères  Sulzcr  de  Winterthur.  (61-8G). 

j  Etude  (le  la  courbe  rordiCorme  décrite  par  le  point   rr;,Milatrur  de  l'action  <l«'s 

soupapes. 

:  Paraira  (D*"  M.-C).   —   Sur  la   figure  qu'on  obtient  par  la  des- 
cription   de    parallélogrammes     sur    les    côtes    d'un     triangle. 

(87-y6). 

j  Paraira  (D*"  M.-C .).  —  Théorème  de  Stéréométrie  analogue  au 
théorème  de  Pappus.  (97). 

^  Stieltjes  (F.-J.-Jr.).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  séries,  {g^- 
106). 

L'auteur  généralise  un   théorème  de  M.  Frobenius  {Journal  de  Dorchardt, 
t.  LXXXIX,  p.  2^9-24^  )  CL  en  démontre  l'utilité  dans  les  applications. 

Stieltjes  [F.-J.-Jr.).  —  Remarques  sur  les  dérivées  d'une  fonction 
à  une  seule  variable.  (107-1  1 1). 

Stieltjes  [F.-J.-Jr.)  —  Sur  la  transformation  de  la  fonction  pério- 
dique Ao  -(-  Al  C0S.3  -f-  B|  sinc5  -j-  .  .  .  4-  K,i  cos  //  cp  -f-  B/^  sin  /icp. 
(i  I  i-i  16). 

ScJioute  [P. -H).  —  Sur  deux  cas  particuliers  de  la  transforma- 
tion birationnelle.  (1  17-i/jo). 
Une  traduction  de  ce  travail  a  paru  dans  \c  Bulletin  ('). 

Janse  [L.-Bx.).  —  Sur  la  partie  de  la  surface  sphérique  du  Soleil 
couverte  par  la  Lune  à  l'occasion  d'une  éclipse.  [A  suivre)  (-). 

(•41-179)- 

Stieltjes  (F.-J.-Jr.).  —  Sur  le  caractère  du  nombre  2  envisagé 
comme  reste  quadratique,  (i  ()3-i  ();")). 

Stieltjes  (F.-J.-Jr.).  —  Démonstration  du  théorème  que  chaque 
•  fonction  rationnelle  entière  a  une  racine.  (i9()-i()7). 


(')  Voir  Bulletin,  t.  Vf,  p.  i53. 

O  Sujet  de  prix  proposé  par  la  Société, 


,3j.  seconde  partie. 

Simplification  de  la  troisième  démonstration  du  théorème  par  Gauss. 

Stieltjes  {F.-J.-Jr.).  —  Sur  un  algorithme  pour  le  moyen  géo- 
métrique. (198-21 1). 

Démonstration  de  quelques  théorèmes  donnés  par  l'auteur  dans  une  annota- 
tion  qui   se    trouve   dans  un   Mémoire  inséré  par  lui  dans  \e  Journal  de  Bor-\ 
chardt.  (T.  LXXXIX,  p.  343). 

Liste  par  ordre  de    matières  des   articles   de   quelques  journaux 
mathématiques.  (212-228). 

Communications  faites  aux  jours  de  séances  delà  Société.  (189- 
192.) 


JORNAL  DE  SCIENCIAS  MATHEMÂTICAS  E  ASTRONOMICAS,  publicado  pelo 
Dr.  F.  GoMES  Teixeira,  professer  de  Mathematica  na  Universidade  de  Coirn- 
bra,  Socio  correspondente  da  Academia  real  das  Sciencias  de  Lisboa  e  da  So- 
ciedade  de  Sciencias  physicas  naturaes  de  Bordeaux  (i).  Volume  IV.  — 
Coimbra,  imprenza  da  Universidade,  188-2-1 883. 

Martins  da  Silva  (J.-A.).  —  Sur  quelques  formules  nouvelles 
relatives  aux  racines  des  équations  algébriques.  (3-38). 

Le  savant  mathématicien  portugais  a  écrit  en  français  l'important  Mémoire 
indiqué  dans  les  deux  lignes  qui  précèdent.  Il  l'a  divisé  en  quatre  parties.  Dans 
la  première,  il  donne  «  une  formule  intégrale  relative  à  une  des  racines  iin;i- 
ginaires  des  équations  algébriques  ».  Dans  la  seconde,  il  donne  d'autres  «  ft)r- 
mules  intégrales  relatives  à  la  somme  des  puissances  semblables  des  racines  cl 
au  logarithme  de  la  racine  imaginaire  d'une  équation  algébrique  ».  Dans  la  troi- 
sième, il  traite  de  la  «  formule  qui  donne  une  des  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion algébrique  ».  Enfin,  dans  la  quatrième,  il  fait  voir  «  comment  on  dél<  r- 
mine  les  autres  racines  imaginaires  de  l'équation  algébrique  proposée  ». 

L'auteur  a  fait  précéder  son  travail  d'un  rapide  aperçu  historique  de  la  réso- 
lution des  équations  de  degrés  supérieurs  au  quatrième,  dans  lequel  il  cil'" 
Newton,  Waring,  Tschirnhaus,  Euler,  Lagrange,  Bézout,  Vandermonde,  Gauss, 
Abel,  Wantzel,  E.  Galois,  Steiner,  Hesse,  Kroneckcr  et  Hcrmite. 

Schiappa  Monleiro  (A.).  —  Sur  la  division  en  parties  égales  d»^ 

la  distance  entre  deux  points  et  de  la  circonférence,  à  l'aide  du 

compas  ordinaire.  (39-52). 

De  la  question  ainsi  énoncée  :  «  Étant  donnes  deux  points  a  et  b,  détermin»  1 
avec   le   compas   ordinaire  le  point  milieu   ///    de  la   distance  qui  les  sépare  », 


(')  Voir  Bulletin.  \\.  ito. 
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M.  Soliiappa  i\lonl(^iro  n'a  pasdoniK-  inoins  de  (jnain;  solulion'^  rli^linrlcs.  l'uj», 
il  a  résoln  la  (jucslion  plus  f;('ncrale  qui  suit  :  «  Klanl  donnés  d<;ux  points  a  rt 
b,  diviser  en  un  nombre  (luclcontjue  de  parties  égales  la  distance  (jui  les  s('panr, 
en  employant  le  compas  ordinaire  ».  Enfin,  passant  à  la  circonférence  du  cercle, 
il  a  résolu  ce  problème  :  «  Étant  donnée  une  circonfc-rence  de  cercle,  la  divi- 
ser en  quatre,  cinq,  liuit,  dix,  douze,  etc.,  parties  égales,  en  employant  simple- 
ment le  compas  ordinaire  ». 

Jiii'ger  Ilansted  {M.).  —  Généralisation  de  la  fonction   X„  de 
Legendre.  (53-6 1). 

Gomes  Teixeira  {F.).  —  Bibliographie.  —  Mélanges  de  Calcul 
intégral,  par  Joaquim  Gomes  da  Silva;  Leipzig,  1882.  ((32-64  )• 

Ponte  Horta  {F.  da).  —  Quelques  propriétés  des  coniques.  (6;")- 

S6). 

Ce  travail  contient  l'exposé  et  la  démonstration  de  douze  théorèmes,  avec 
figures  dans  le  texte  et  planches;  il  se  termine  par  une  Note  étendue  rela- 
tive au  sixième  de  ces  théorèmes.  Il  a  pour  but  de  donner  une  idée  géné- 
rale d'une  étude  publiée  précédemment  dans  le  Journal  des  Sciences  ma- 
thématiques, physiques  et  naturelles  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de 
Lisbonne,  sous  le  titre  «  Quelques  propriétés  des  coniques,  déduites  de  leur 
génération  parallélogrammique  ». 

Leite  Pereira  da  Silva  (Duarte).  —  Sur  quelques  intégrales  in- 
définies. (87-90). 

Les  intégrales  dont  M.  Edouard  Leite  Pereira  da  Silva  s'occupe  dans  ce  Mé- 
moire sont  celles  qui  sont  indiquées  à  la  p.  260  du  Cours  d'Analyse  de  Af.  Iler- 
mite,  dont  les  Ouvrages  sont  fort  goûtés  en  Portugal. 


Gomes  Teixeira  [F.).  —  Bibliographie.  —  i"  F.-N.  Legnazzi  : 
Commemorazione  del  conte  Giusto  Bellavitis.  —  2"  F .-N.  Le- 
gnazzi  :  Aggiunte  illustrative  alla  commemorazione  del  prof, 
conte  G.  Bellavitis;  Padova.  —  3°  A  sommadora  Mesnier\ 
Porto,  1881. — 4°  ^-  ^^/<?v/?^V?r,0  Arithmotechnico;  Porto,  1882. 
—  5"  C  StephanoSy  Sur  quelques  propriétés  du  système  de 
trois  figures  égales  situées  dans  un  même  plan,  (pi-p'î). 

1°  L'Éloge  du  comte  Juste  Bellavitis  contient  le  discours  que  le  professeur 
Legnazzi,  de  Padoue,  prononça,  le  6  décembre  1880,  pour  célébrer  les  ém inentes 
qualités  de  Bellavitis.  Ce  discours  éloquent  est  suivi  de  cinquanle-deux  notes 
remplies  de  particularités  intéressantes  sur  la  vie  d'un  homme  (|ui  fui,  connut^ 
le  dit  Gomes  Teixeira,  tout  à  la  fois  grand  mathématicien,  grand  physicien, 
grand  professeur  et  grand  citoyen.  Dans  les  dernières  années  de  sa  vie,  Hellavi- 
tis  entretint  une  correspondance  scientifique  avec  le  directeur  du  Journal  dts 
Sciences  mathématiques  et  astronomiques  de  Coimbre,  et  celui-ci,  fout  natu- 
rellement, fut  des  premiers  à  lire  l'Eloge  prononcé  par  Legiiaz/.i.  Il  l'a  lu  et  relu 

Bull,  des  Sciences mathém.,  2"  série,  t.  VIL  (  \oùt  i883.)  H.ii 
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plus  d'une  fois,  toujours  avec  le  plus  vif  intérêt,  et  il  engage  à  suivre*  son 
exemple  tous  ceux  qui  ne  l'ont  pas  encore  fait. 

2°  [.egnazzi  a  donné  un  Supplément  à  son  Eloge  du  professeur  comte  Bellavitis. 
Dans  ce  Livre  important,  publié  à  Padoueen  1881,  Legnazzi  expose,  d'une  ma- 
nière tout  à  fait  simple  et  élémentaire,  les  principales  découvertes  de  Bellavitis 
et  les  range  méthodiquement  sous  cinq  Chapitres,  savoir  :  Chap.  I,  Equipol- 
lences.  —  Chap.  II,  Imaginaires.  —  Chap.  III,  Résolution  des  équations.  — 
Chap.  IV,  Quaternions. —  Chap.  V,  Logismographie  (ou  Calculographie)  ('). 

3°  L'additionneuse  Mesniei';  Porto,  i88j.  Comme  son  titre  l'indique,  cette  bro- 
chure de  M.  Raoul  Mesnier  donne  la  description  d'un  appareil  ingénieux  de  son 
invention,  pour  additionner  ou  sommer  les  nombres.  M.Gomes  Teixeira  reconnaît 
que  l'emploi  de  cet  instrument  est  simple  et  commode,  et  qu'ainsi  il  peut  être 
très  utile  dans  les  maisons  de  commerce  où  l'oti  a  souvent  à  faire  de  grande.' 
additions  de  nombre. 

4°  Raoul  Mesnier  :  VArithnioteclinicien;  Porto,  1882.  Dans  cette  seconde 
brochure,  M.  Raoul  Mesnier  décrit  l'instrument  qu'il  a  imaginé  pour  faire,  noi 
plus  seulement  l'addition,  mais  toutes  les  opérations  arithmétiques.  M.  Gome^ 
Teixeira  fait  des  vœux  pour  que  cette  machine  soit  promptement  réalisée  dans  h 
pratique. 

5°  Stephanos.  Sur  quelques  propriétés  du  système  de  trois  figures  égales  si 
tuées  dans  un  même  plan.  Cette  Note  importante  de  Géométrie  a  été  publié( 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  pliilomathique  de  Paris. 

Schiappa  Monteiro  (A.).  —  Note  sur  la  génératioQ  d'une  coni- 
que au  moyen  du  cercle  ou  d'une  autre  conique,  et  sur  d'autre^l 
études  géométriques.  (ga-ioB).  i 

M.   Schiappa  Monteiro  a  écrit  son  Mémoire  en  français  et  l'a  divisé  en  deur 

parties.  Après  s'être  occupé  de  la  génération  des  coniques,  il  revient,  vers  la  fin 

de  la  seconde  partie,  sur  un  problème  qui  avait  été  proposé  (t.I,  p.  80  du  Jour 

nal  de  M.  Gomes  Teixeira)    dans  les  termes  suivants  :  «  Mener  par  un  point  O 

donné  dans  le  plan  d'un  cercle,  une  transversale  O  mn,  telle  que  les  distance 

de  ce  point  à  ceux  d'intersection  m  et  n  avec  le  cercle  soient  dans  un  rappor 

m 
donné    —    ».    M.  Zeferino  Candido  en  a  donné   une  solution  qui  a  été  publiée 

n  ; 

t.  I,  p.  84,  du  Journal  de  M.  Gomes  Teixeira,  mais  M.  Schiappa  Monteiro  ei! 
donne,  à  son  tour,  une  autre  solution  qui  est  très  élégante. 

Leite   Perdra  da  Siha  [Diiaj^to).    —  Dérivées  d'ordre  quel 
conque  de  r  par  rapport  à^,  quand  on  a/(.r,  j)  =  o.  (109-1  i(S  ) 

Etant  donnée  une  fonction  implicite  à  deux  variables /(a?,  y)  =  o,  les  loi 
mules  déduites  par  Gomes  Teixeira  ont  fait  connaître  la  valeur  de  ^'C)  en  fom 
lion  de  j'("~'),  ...  (^),  M.  Edouard  Leite  Pereira  da  Silva  en  déduit,  à  son  toni 

une  formule  ciui  nous   donne   la  valeur  de  r\")  directement  en  fonction  de  -f- 

à.v 

^,   .... 

(')  \\n  portugais,  /o^t^mo  signifie  :  calcul,  supputation. 

{■  )  Noir  Giornale  di  ^fatenlatiche  de  Battaglini.  vol.  W  III. 
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(îonirs  reixeira  {F.).  -  Bihllo^rijpliic  :  i"  l/.-l\  liarios. 
Elcnicnlos  de  Tri^ononietria  recliliiioa;  Lisboa,  i<S8:>..  >"/''./. 
de  Brilo  IJmpo,  Alg^mnas  palavras  sohie  a  necessldadc  da  dr- 
terminaçâo  directa  da  longitude  geog^raphica  do  iim  dos  nossos 
observatorios  polos  procossos  oloctricos  ;  Lishoa^,  i<S8'.>,.  ?i"  Mar- 
dis Bokef,  Alhazen's  problem. 

1°  Les  Eléments  de  Trigonométrie  recliligne,  p.'ir  Banos,  sont,  au  juf;emciil 
fie  M.  Gomes  Teixeira,  qui  les  recommande  à  tous  les  professeurs  de  Mathéma- 
tiques élémentaires,  un  excellent  livre^  écrit  avec  beaucoup  d'ordre  et  dcclarli- 
en  faveur  des  jeunes  gens  qui  fréquentent  les  élahlissenicnts  d'inslructio-n  secon- 
daire. 

'.i°  M.  de  BritoLimpo,  bien  connu  en  Portugal  par  ses  travaux  sur  la  Géodésie, 
a  publié  récemment  un  opuscule  qu'il  a  intitulé  :  Quelques  mots  sur  la  néces- 

I  site  de  déterminer  directement,  par  les  procédés  électriques^  la  longitude 
géographique  de  l'un  de  nos  observatoires.  Le  savant  géodésien   montre  que 

I'  la  longitude  des  observatoires  portugais  relativement  aux  principaux  observa- 
toires de  l'Europe  n'est  pas  encore  connue  avec  toute  la  rigueur  (pie  la  Science 

i     moderne  exige;  il  expose  les  tentatives  faites  pour  résoudre  cet  important  pro- 

t  blême,  et  insiste  pour  que  les  astronomes  portugais  le  résolvent,  en  déterminant 
par  les  procédés  électriques  la  différence  de  longitude  entre  l'observatoire  de 
Tapada  d'Ajuda  et  celui  de  Madrid. 

3"  M.  Marcus  Baker  a  publié,  dans  le  quatrième  volume  de  V American  Jour- 

i|  nalof  Mathematics,  nn  diVl\Q\e  (\\i''\\  a  \n\,'\\.n\é.  Alhazen's  problem  i\eV*voh\èn)i^ 
d'AlHazen),  du  nom  du  célèbre  mathématicien  arabe,  auteur  d'un  Traité  d'op- 

l'i    tique  bien  connu. 

r        Dans  cet  article,    M.  Baker    expose  d'abord   la  liste   des   travaux  (|ui  ont  été 

r;t    publiés  sur  cet  important  problème  d'Al  Hazcn,  dont  voici  l'énoncé  : 
à 

De  deux  points  placés  dans    le  plan  d'un  cercle,  tirer  des  lignes  droites 

qui  se  rencontrent  en  un  même  point  de  la  circonférence  et  fassent  des  angles 

^   égaux  avec  la  tangente  qui  passe  en  ce  point. 

Ensuite  il  étend  ce  problème  au  cas  où  le  cercle  est  placé  sur  une  sphère,  et 
où  il  s'agit,  par  deux  points  de  la  sphère,  de  tracer  des  arcs  de  grand  cercle  qui 
fassent  des  angles  égaux  avec  le  cercle  donné. 

^^odrigues  [J.-M.).  —  Sur  la  formule  de  Lagrange.  (lo.  i-i-(S). 


« 


% 


iji 


Après  avoir  exposé  rapidement  les  travaux  les  plus  importants  de  Laplace,  Bur- 
mann,  Wronski,  Cauchy,  Gomes  Teixeira,  Bouché  sur  cette  formule  de  La- 
grange  qui  constitue  un  théorème  fondamental  de  la  théorie  générale  des  fonc- 
tions, le  jeune  sous-lieutenant  d'artillerie  expose  son  Mémoire  dont  lobjet  est 
de  généraliser  la  formule  de  Lagrange,  en  donnant  le  développement  en  série 
d'une  fonction  ¥x  d'une  variable  x,  définie  par  l'équation /x  ±  a. 9a:  —  o,  et. 
comme  conséquence  immédiate,  d'exprimer  par  des  intégrales  définies  la  gé- 
nération des  racines  des  équations  algébriques  ou  transcendantes. 

^'Neil  de  Medeiros  {J.-C).  —  Sur  un  problème  d'Algèbre  élé- 
mentaire. (177-184). 
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Étant  donnée  entre  ^  et  s  la  relation  ^  =  x'  +  x'\  il  s'agit  d'en  déduire  le 
développement  de  ^'"  +  x~"'. 

Gojnes  Teixeira{J.).  —  Bibliographie  :  i"  J/.  da  Terra  Pc- 
reira  V lanna ,  Influence  des  charges  en  mouvement  sur  les 
poutres  droites.  —  i°  Ch.  Hernùte,  Cours  professé  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris  pendant  le  a*^  semestre  de  1881  à  1882; 
rédigé  par  M.  Andoyer;  librairie  A.  Hermann,  1882.  —  3*^  IL 
Brocard,  Etude  d'un  nouveau  cercle  du  plan  du  triangle.  — 
4"  J.  Freiiet,  Recueil  d'exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal, 
4^  édition;  Paris,  1882.  —  5^  P.  Mansion^  Introduction  à  la 
théorie  des  déterminants,  2^  édition;  Gand,  1882.  (185-189). 

1°  La  question  traitée  par  J\[.  da  Terra  Pereira  Vianna  est  importante  à  cause 
des  applications  qu'elle  a  dans  la  construction  des  ponts  métalliques;  elle  fui 
écrite  par  l'auteur  lors  du  concours  pour  l'obtention  d'une  chaire  à  TÉcole  Po 
lytechnique  de  Porto,  chaire  qu'il  occupe  aujourd'hui.  Notons  en  passant  que 
dans  le  cours  de  son  Mémoire,  M.  da  Terra  Pereira  Vianna  a  relevé  une  erreui 
commise  par  MM.  Philipps  et  Renaudot,  deux  de  nos  ingénieurs  les  plus  distin 
gués. 

2°  Dès  le  début  de  son  article  bibliographique,  l'éminent  professeur  d( 
l'Université  de  Coïmbre  rend  un  éclatant  et  légitime  hommage  au  travail  di 
professeur  de  la  Sorbonne  :  «  M.  Andoyer  »,  dit-il,  «  rend  un  grand  service  à  li 
Science  en  recueillant  les  savantes  leçons  de  INI.  Hermite  à  la  Faculté  des  Science 
de  Paris.  Ceux  qui  n'ont  pas  le  bonheur  d'entendre  ce  grand  mathématiciçi 
pourront  du  moins,  par  la  lecture  de  cet  Ouvrage,  se  faii-e  une  idée  de  la  hau 
leur  de  l'enseignement  de  l'illustre  professeur.  » 

3°  L'Etude  d'un  nouveau  cercle  du  plan  d'un  triangle,  par  M.  II.  Brocard 
est  une  étude  intéressante  qui  a  été  publiée  dans  les  Actes  de  VAssociatioi 
française  pour  V avancement  des  Sciences,  congrès  d'Alger. 

4°  Le  Recueil  d' exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal  de  M.  J.  Frenet  est  ui 
livre  très  recommandable,  dit  Gomes  Teixeira,  non  seulement  par  l'éléganc 
de  la  majeure  partie  des  solutions,  mais  encore  parles  renseignements  précieu 
qu'il  fournit  à  propos  de  certaines  questions  demeurées  fameuses. 

5°  \^ Introduction  à  la  théorie  des  déterminants  a  été  écrite  par  M.  Pau 
Mansion  pour  servir  aux  établissements  d'instruction  secondaire  de  la  Belgiqu 
et  pour  préparer  les  élèves  à  comprendre -la  théorie  générale  des  déterminant: 
Ce  livre  est  divisé  en  trois  Chapitres  :  Chap.  I,  Définitions  et  propriétés;  Chap.L' 
Calcul  des  déterminants;  Chap.  III,  Applications.  M.  Paul  Mansion,  professeu 
de  Mathématiques  à  l'Université  royale  de  Gand,  vient  d'être  élu  membre  coi 
respondant  de  l'Académie  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Arts  de  Belgique. 

Martiiis  da    Siha.  —  Solution   de  la  question  proposée  n"  21 
(190-191). 

L'énoncé  de  cette  question  n"  21  est  le  suivant  :  «  Trouver  les  solutions  er 
lières  de  l'équation  x^  =_r*  sans  avoir  rcconis  aux  logarithmes. 

QuESTlOJNS  IMIOPOSÉES,    u""   22,    2.),    '.\\.   (H)i). 
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Ces  trois  questions,  n"*  ya,  a'i,  2/j,  sont  proposées  :  \,\  preniirre,  par  M.  Schiappa 
Monteiro;  la  seconde,  par  M.Gomes  Teixcira;  la  troisième,  par  M.  I{ir;,'er  Hans- 
te<l,  de  Copenhague.  Voici  les  énoncés  de  ces  trois  questions  : 

1"  l'rouver  syntliéti(|uonrient  que  les  surfaces  courl)cs,  engendrées  par  nm: 
droite  qui  se  nrieut  en  s'appuyant  sur  trois  directrices  rectilignes,  sont  du  s«-- 
cond  ordre,  et  déduire  les  propriétés  principales  de  ces  surfaces,  spécialc-rnent 
;iu  point  de  vue  de  ce  mode  de  génération. 

2°  Sommer  la  série 


3"  Prouver  qu'il  y  a  un  nombre  infini  de  manières  de  développer  une  frartion 

périodique  simple  en  une  série  de  la  forme 

t 

a  I o  *  4-  ma  i o  -*  +  /;? -^ a  i o  ^^  -î-  ni^a  lo  ^*  -h . .  . . 

Ar.  m. 

JOURNAL  FUR  DIE  RKiNE  UND  ANGEWANDTE  Matiiemâtik,  herausgcgebcn  V<jn 
fi     L.  Kronecker  iind  K.  Weierstrass  (^). 

Tome  XCI;   i88i. 

Stahl  [WilJiebn).  —  Le  svstème  de  rayons  de  troisième  ordre 
et  de  deuxième  classe.  (1-22). 

Dans  son  Mémoire  fondamental  Sur  les  systèmes  algébi'iques  de  rayons 
{Mémoires  de  l'Acad.  de  Berlin,  1866),  M.  Kummer  a  le  premier  démontré 
l'existence  de  sept  systèmes  essentiellement  différents  de  rayons  du  second 
ordre  sans  courbes  focales,  et  en  même  temps  il  y  a  développé  les  plus  impor- 
tantes des  relations  qu'ils  ont  avec  leurs  surfaces  focales.  Plus  tard  {Journal, 
t.  LXXXVT;  Bulletin,  2°  série,  IV,,  p.  (\\)i  M.  Reye  a  enseigné  à  construire,  par 
un  procédé  de  la  Géométrie  synthétique,  les  systèmes  de  la  seconde  classe,  réci- 
proques de  ceux  qu'a  étudiés  M.  Kummer,  Actuellement  M.  W.  Stahl  donne  une 
nouvelle  construction  simple  d'un  des  systèmes  de  rayons  établis  par  la  re- 
chci'che  de  M.  Kummer,  et  sa  méthode  fait  ressortir  aussi  bien  la  relation  où 
sont  entre  eux  les  systèmes  de  rayons  du  troisième  ordre  et  de  deuxième  classe 
qui  touchent  une  surface  focale  commune,  que  la  construction  des  points  et 
plans  de  la  surface  focale.  Voici  cette  construction  : 

Soient  donnés  dans  un  plan  (01)  deux  systèmes  plans  réciproques  (o)  et  (j), 
tels  qu'une  droite  /„  corresponde  à  un  point  quelconque  L,  et  réciproquement; 
de  plus  soient  donnés  dans  les  plans  a  et  ji  deux  faisceaux  projectifs  de  rayons 
A  et  B  qui  ont  un  rayon  commun  (partant  la  droite  qui  joint  leurs  centres 
coïncide  avec  la  droite,  intersection  de  leurs  plans).  Eh  bien,  une  droite  quel- 
conque /„  du  plan  (01)  percera  les  deux  plans  a  et  p,  et  rencontrera  donc  un 
rayon  de  chacun  des  deux  faisceaux  (Aa)  et  (BJi)  :  construisons  le  rayon  /i*" 
qui  passe  par  le  point  L,,  élément  de  (01)  et  réciproque  de  /(„),  et  qui  rencontre 
les  mêmes  deux  rayons  de    (Aa)    et   de   (I>;î)    que    /,„:  rensomhle  de    tous   les 
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rayons  /(")  fornie   un  sysLètne  Z„  de    rayons  de  troisième  ordre  et   de  deuxième 
classe. 

§  1.  Construction  du  système  de  rayons.  —  §  '2.  Les  points  et  plans  singu- 
liers de  Sa-  —  §  3.  Le  système  de  rayons  2,.  —  §  4.  Les  quatre  systèmes  de 
rayons  S^'  ^3'  ^s'  ^:-  —  §  ^-  ^-"^  surface  focale  des  systèmes  de  rayons.  — 
§  6.  La  construction  de  M.  Reye.  (Les  théorèmes  de  M.  Reye  sont  complétés). 
—  §  7.  Cas  particuliers.  (  Un  sjstème  particulier  qui  est  d'importance  dans  la 
théorie  des  polaires  des  complexes  du  second  ordre). 

Mangoldt  [Hans  von).  —  Sur  les  points  situés  sur  des  surfaces 
à  courbure  positive,  et  tels  que  les  lignes  géodésiques  partant 
de  ces  points  ne  cessent  jamais  d'être  des  lignes  de  longueur 
minimum.  (2  3-53). 

Le  ÎNIémoire  prend  pour  point  de  départ  ce  passage  des  Leçons  de  Dyna- 
mique de  Jacobi  : 

«  Si,  à  partir  d'un  point  d'une  surface,  on  trace  des  lignes  de  longueur  mi- 
nimum, il  peut  se  présenter  ces  deux  cas: ou  deux  plus  courtes  lignes,  infiniment 
voisines,  continuent  à  marcher  l'une  à  côté  de  l'autre  sans  se  couper,  ou  elles 
se  rencontrent  de  nouveau,  et  alors  la  continuité  de  tous  les  points  d'intersec- 
tion en  forme  l'enveloppe.  Dans  le  premier  cas,  les  plus  courtes  lignes  ne  cessent 
jamais  d'être  de  longueur  minimum  ;  dans  le  second,  elles  ne  le  sont  que  jusqu'au 
point  de  contact  avec  l'enveloppe. 

»  Le  premier  se  présente,  comme  cela  s'entend,  sur  toutes  les  surfaces  déve- 
loppables;  car  dans  le  plan  les  droites  issues  d'un  point  ne  se  coupent  point 
une  seconde  fois;  de  plus,  j'ai  trouvé  qu'il  a  lieu  sur  toutes  les  surfaces  concavo- 
convexes,  c'est-à-dire  sur  celles  où  deux  sections  normales,  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre,  ont  leurs  rayons  de  courbure  de  deux  côtés  opposés,  par  exemple, 
sur  l'hyperbole  à  une  nappe  et  sur  le  paraboloïde  hyperbolique.  Cependant  cela 
ne  veut  pas  dire  qu'il  ne  puisse  pas  y  avoir  de  surfaces  concavo-concaves  qui 
appartiennent  à  cette  catégorie;  du  moins  l'impossibilité  n'en  a-t-elle  pas  été 
démontrée.  Un  exemple  de  la  seconde  espèce  est  fourni  par  l'ellipso'ide  de  rota- 
tion. » 

La  question  que  Jacobi  a  laissée  indécise  a  donné  lieu  à  plusieurs  recherches; 
nous  n'en  citerons  ici  que  la  dissertation  inaugurale  de  M.  A.  von  Braunmiihl, 
Ueber  geodàtisclie  Linieii  auf  Rotationsflàchen  und  jene  Einhullenden  der- 
selben,  welche  von  allen  durch  einen  Punkt  gehenden  kiirzesten  Linien  ge- 
bildet  iverden;  Munchen,  1878.  Un  extrait  de  cette  thèse  se  trouve  dans  les 
Mathematische  Annalen,  t.  XIV  {Bulletin,  2*  série,  W\,  p.  222). 

M.  von  Mangoldt  s'occupe  surtout  des  surfaces  à  courbure  positive  pour  les- 
quelles la  question  n'a  pas  encore  été  étudiée  assez  complètement.  D'après  ce 
géomètre  il  faut  distinguer  deux  sortes  de  points  :  1°  des  points  tels  que,  parmi 
toutes  les  lignes  géodésiques  partant  d'eux,  il  n'y  ait  pas  deux  lignes  infiniment 
voisines  qui  se  coupent;  et  2°  des  points  tels  que,  parmi  les  lignes  géodésiques 
partant  d'eux,  il  y  en  ait  du  moins  quelques-unes  qui  soient  coupées  par  les  lignes 
infiniment  voisines.  Ces  points  sont  nommés  points  de  première  et  de  seconde 
espèce. 

Si  l'on  borne  l'étude  aux  surfaces  qui  sont  dépourvues  de  singularités,  on 
trouve  d'abord  qu'une  surface  à  curvatura  intégra  ne  peut  contenir  des  points 
*\o   première  espère  (|ue  lorsque  sa  rurK'alura  intégra  nest  pas  supérieure  à  la 
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iii<)ili(';  de  la  sphère  sei-vanl  triiiiilé,  c'est-à-dire,  lorsjjue  la  siirrac»;  (-si  ouverte, 
comme,  par  ejcemple,  un  paraboloïrle  elliptique  ou  l'une  des  nappes  d'un  hyper- 
holoïde  à  deux  nappes.  Mais,  (juand  môme  cette  condition  serait  remplie,  il  est 
impossible  que  tous  les  points  soient  de  la  première  espèce;  tout  au  rebours, 
les  points  de  première  espèce  ne  remplissent  qu'une  partie  finie  de  la  surface 
(jui  peut  se  composer  d'une  ou  de  plusieurs  parties  contiguës,  tandis  que  le  reste 
ne  contient  que  des  points  de  seconde  espèce.  Knfin  l'auteur  étudie  en  par- 
ticulier, pour  les  surfaces  respectives  du  second  ordre,  la  figure  de  la  courbe 
(|ui  sépare  le  domaine  des  points  de  première  et  de  seconde  espèce. 

I.  Démonstration  du  théorème  de  Jacobi  pour  les  surfaces  à  courbure  néga- 
tive. —  II.  Etude  des  surfaces  à  courbure  positive.  —  III.  Domaine  des  points 
de  première  espèce  sur  l'hypcrboloïde  de  rotation  à  deux  nappes.  —  IV'.  Points 
de  première  espèce  sur  le  paraboloïde  de  rotation.  (Dans  ce  paragraphe,  M.  v.  Man- 
goldt  signale  une  erreur  qui  s'est  glissée  dans  les  publications  de  M.  v.  Braun- 
miihl.)  —  V.  Points  de  première  espèce  sur  l'hyperboloïde  à  trois  axes  inégaux. 

Hermite  [Ch.).  —    Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonc- 
tions. (Extrait  d'une  lettre  à  M.  Mittag-Leffler.).  (04-78). 

Ce  Mémoire,  qui  a  été  publié  d'abord  à  Helsingfors  dans  les  Acta  Societatis 
Scientiarum  Fennicae,  et  que  M.  Hermite  a  enrichi,  à  l'occasion  de  la  réim- 
pression, de  quelques  additions  importantes,  se  trouve  analysé  dans  le  Bulletin, 
V,,  p.  3 12-820. 

Thonié  [L.-W.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  équations  difT*^- 
rentielles  linéaires.  (Suite,  voir  t.  LXXXVII  de  ce  Journal.). 

(79-19^)- 

La  recherche  des  équations  différentielles  linéaires  homogènes,  où  l'expression 
différentielle  est  représentée  par  un  système  d'expressions  différentielles  nor- 
males {voir  le  Mémoire,  t.  LXXXIII  de  ce  Journal,  Bulletin,  2«  sér.,  IIj,  p.  224), 
est  continuée  dans  ce  travail,  et  l'intégration  de  la  plupart  des  équations  diffé- 
rentielles de  cette  sorte  se  trouve  maintenant  effectuée.  En  reprenant  le  fil  des 
idées  du  Mémoire,  t.  LXXXVII  {Bull.,  IVj,  p.  240),  M.  Thomé  gagne  la  repré- 
sentation des  intégrales  de  ces  équations  différentielles  dans  le  domaine  d'un 
point  singulier  par  l'expédient  suivant  :  l'intégrale  indéfinie 

J {x  —  a)''']^{x  —  a)  dx, 

où  ;•  est  non  entier,  <^{x  —  a)  une  série  procédant  suivant  des  puissances  à 
exposants  entiers  posititifs  et  négatifs,  se    prête  à   être  représentée    par  l'intt'- 

grale  définie  — ^..^^.     —    /    '^\{x  —  a)a]a''c?a,  où  le  chemin  d'intégration  A\:^  la 

variable  a  est  fourni  par  la  circonférence  qui  a  Torigine  j)oai-  centre  et  l'unité 
pour  rayon. 

L'intégrale  définie  renferme  la  même  fonction  -{/  ([uc  l'intégrale  indéfinie,  et 
cette  fonction  peut  être  représentée  là  dedans  sous  une  autre  forme  que  sous 
celle  d'un  développement  en  série.  La  chose  en  est  semblable  avec  les  intégrales 
multiples.  La  fonction  4^  est  de  la  forme  e'*'Q(a:  — «),  où  w  —  '^'[c{x  —  aY^\ 
ainsi  '^  se  met  sous  la  forme  PQ,  où  P  et  Q  sont  des  séries  procédant  suivant 
des  puissances  de  x  —  «,  la  première  à  exposants  entiers  négatifs,  la    seconde  à 
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exposants  entiers  positifs.  Maintenant  .M.  Thomé  fait  P  —  F'+  P",  0  =  Q'-h  Q", 
P'  et  Q'  contenant  un  nombre  fini  de  termes  :  donc  il  s'agit  seulement  de 
rendre  le  module  du  reste  P'0"+  P"Q'+  P"Q"  plus  petit  qu'une  quantité  quel- 
conque donnée.  Cette  recherciie  met  à  profit  les  théorèmes  sur  les  séries  procé- 
dant suivant  des  puissances  et  qui  satisfont  à  une  équation  différentielle  à  coef- 
ficients rationnels;  en  particulier,  l'auteur  utilise  les  équations  diflerentielles 
linéaires  à  coefficients  rationnels  qu'il  a  construites  (t.  LXXXVII,  n°7)  pour  les 
fonctions  qui  sont  les  facteurs  des  logarithmes  dans  la  représentation  générale 
des  intégrales  dans  le  voisinage  des  points  singuliers. En  même  temps,  il  a  sim- 
plifié dans  ce  Mémoire  le  procédé  qui  tend  à  représenter  l'expression  différen- 
tielle primitive  par  un  système  d'expressions  différentielles  normales,  procédé 
qu'il  a  développé  amplement  dans  le  tome  LXXXIII.  On  voit  maintenant  que 
cette  représentation  dépend  principalement  de  la  résolution  d'équations  algé- 
briques dont  les  coefficients  sont  liés  algébriquement  avec  les  coefficients  de 
l'équation  différentielle  et  dont  les  racines  déterminent  les  exposants  dans  le 
développement  des  intégrales  dans  le  voisinage  des  jjoints  singuliers. 

Konigsberger  (L.).  —  Sur  des  relations  algébriques  entre  des 
intégrales  de  différentes  équations  différentielles  et  leurs  quo- 
tients différentiels.  (199-214). 

Dans  un  Mémoire  du  tome  XC  {Remarques  générales  sur  le  théorème 
d'Abel),  M.  Kônigsbergera  développé  un  théorème  très  général  sur  les  relations 
mentionnées  dans  le  titre  de  ce  nouveau  travail.  Bornons-nous  à  citer  le  cas  de 
deux  équations  différentielles  :  une  relation  algébrique  entre  une  intégrale  par- 
ticulière d'une  équation  différentielle  quelconque  et  une  intégrale  particulière 
d'une  autre  équation  différentielle,  mais  qui  est  irréductible,  subsiste  encore 
quand  on  substitue  dans  elle  une  autre  intégrale  particulière  quelconque  de 
l'équation  différentielle  irréductible  et  une  autre  intégrale  correspondante  de 
la  première  équation  différentielle.  Dans  le  travail  du  tome  XC,  l'auteur  a  fait 
l'application  de  ce  théorème  à  l'établissement  du  théorème  d'Abel  pour  des  inté- 
grales d'équations  différentielles,  à  la  recherche  de  l'irréductibilité  d'équations 
différentielles  et  à  la  détermination  de  la  forme  des  intégrales  algébriques  et 
logarithmiques  d'équations  différentielles  linéaires. 

C'est  une  recherche  concernant  l'expressibilité  algébrique  de  l'intégrale  gé- 
nérale d'une  équation  différentielle  par  des  intégrales  particulières  qui  a  porté 
M.  Kônigsbergera  généraliser  le  théorème  cité;  cette  généralisation  se  rapporte 
à  la  conservation  de  la  forme  d'une  relation  algébrique  qui  a  lieu  entre  des  in- 
tégrales particulières  de  différentes  équations  différentielles  et  de  leurs  quo- 
tients différentiels.  L'extension  de  la  jiroposition  dans  ce  sens  et  quelques  appli- 
cations du  théorème  démontré  antérieurement  font  le  sujet  du  nouveau  Mé- 
moire. Voici  le  théorème  dans  sa  nouvelle  forme  : 

S'il  existe  une  relation  algébrique  entre  une  intégrale  particulière  d'une 
équation  différentielle  quelconque  et  d'une  suite  des  dérivées  de  l'intégrale 
et  entre  une  intégrale  particulière  d'une  équation  différentielle  irréductible 
et  d'un  nombre  de  ses  dérivées,  cette  relation  subsistera  encore  quand  l'inté- 
grale de  l'équation  irréductible  est  remplacée  par  une  autre  intégrale  par- 
ticulière quelconque,  pourvu  que  l'intégrale  de  l'autre  équation  différentielle 
soit  remplacée  par  une  certaine  autre. 
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Guiideljinf^er  {S .).  —  Sur  des  iiilc^ralcs  inulliplcs  (jiii  n<;  cliinij^cnl 
pas  de  forme  [)ar  une  transformalion  des  variables.  (>.  i  ;*)-•>. .>»o). 

Supposons  qu'il  existe  cnlre  m  variables  XyjX^,  ...,^,„  une  CMpialion    liomo- 
gèiie  du  second  degré  et  ni  —  2  équations  liornogènes  linéaires 


(') 


I   (.") 


V  ^  VyX^   +  v^^x^  +...-\-  v,„x„.   =  o, 


W  ^  W.  X,  H-  w,  x^  +  . 


m      III 
4V...a7... 


t,X,      -^-t^X^    +----i-^,„-2^,„    =  o; 


que  dans  ni  —  2  quelconques  de  ces  relations  les  coefficients  «,-,.,  c^,,  • . .,  t^  soient 
des  fonctions  honriogcnes  de  premier  degré,  dans  la  {m  —  i)'èmo  jgg  fonctions 
homogènes  de  second  degré,  de  ni  autres  variables  j'^jk-^,  •••7JK,,,;  ainsi  que  les 
équations  (i)  et  (i"),  arrangées  convenablement  et  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances des_;K;.,  puissent  être  mises  sous  cette  forme 


(2) 


.1 


^ny-. 


^22^1^2 


'     ^  inmJ  m 


Qu'on  introduise,  en   outre,  entre  les  variables  .r,,  x,, 
entre  j',, jKîj  •••>JK,„  deux  relations  arbitraires 


. ,  x^^^  de  même  que 


(3) 


^{x„x,_,  ...,xj  =  o,   p(r„r2,  ...,r,J  =  o, 


telles  que  [xP  +  i  (respectivement  vp  +1)  représente  une  fonction  homogène  de 
jj^ième^j-esp.  v-""=)  degré  des  j^pj'o»  •  •  ^^/«(resp.  ^,,  ^72,  ...,x„J.  Enfin  posons, 
pour  abréger , 

a,,      «,o      ...      a,...     V,      ...      ^, 


(4) 


iiii 


«0...         i'-y 


t. 


iniii 


a,>„ 


m  m 
t>... 


O 


XI., 


:4'') 


Cela  étant,  pour  une  fonction  quelconque  U  des  variables  d'intégralion,  linlé- 
grale  {ni  —  i)-"pie 


'-//■■■/ 


P' (.>',„  )v'Â 
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sera  Iransforinée  par  les  relations  (i)  à  (3),  en 

U  dx,  dx^. .  .dx„ 


m  '-ff--f 


Gundeljinger  (S.).  —  Sur  la  transformation,  en  somme  de  car- 
rés, d'une  forme  quadratique.  (221-237). 

I.a  réduction  en  somme  de  rarrés,  dune  forme  quadratique,  nécessaire  dans 
presque  toutes  les  disciplines  des  Mathématiques,  a  été  étudiée  depuis  Lagrangc 
|)ar  bien  des  géomètres,  et  la  transformation  de  Lagrange  a  encore  suggéré  à 
Jacobi  l'idée  d'une  investigation  profonde  théorique.  M.  Gundelfmger  croit 
qu'une  autre  représentation  de  la  réduction  en  question,  indiquée  par  Pliicker 
(t.  X\IV  du  Journal,  p.  297)  n'est  guère  connuC;,  quoiqu'elle  l'emporte, dans  plu- 
sieurs points  essentiels,  sur  celle  de  Jacobi,  qu'elle  ait  la  même  portée  que 
celle-ci  et  qu'elle  enseigne  à  exprimer  d'une  manière  directe  les  variables  pri- 
mitives x,.  par  les  transformées.  Tout  en  poursuivant  l'idée  fondamentale  de 
Pliicker,  l'auteur  entre  dans  une  recherche  qui  s'étend  à  toutes  les  particu- 
larités du  sujet,  et  il  discute  notamment  le  cas  où  il  subsiste  des  relations 
linéaires  entre  les  variables  x^. 

Hazzidakis  {J.-N.).  —  Sur  une  propriété  des  déterminants  mi-   f 
neiirs  d'un  déterminant  symétrique.  (238-247).  1 

Soit   A  =  j  «,,«22- •  •'^;,M  l  ""^   déterminant   symétrique  où  «,^.  =  rt^., ;  supposons    li 
que   les  ai,,  soient  des  fonctions   entières  d'une  variable  w  à   coefficients  réels; 
désignons  par  A,,  le   coefficient  de  «,,  dans  A,  par   A,,,,,  celui    de  «,2  flans   A,,, 
par  A,,  22.33  celui  de  «33  dans  A,,  22?  etc,  :  alors  la  suite  des  déterminants   symé- 
triques 

(')  ^11?        ^11.22'        '^11.22.33'         •'•■>        '^  II. 22.33. ..HH 

sera  une  suite  de  Sturm  pour  l'équation  A  =  o  et  pour  l'intervalle  de  oj  —  a 
à  w  =  6  sous  ces  conditions  :  i"  aucune  des  fonctions  (1)  ne  doit  s'évanouir 
identiquement,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  w;  2°  la  somme 

«'.A,    A,.  /^-^,^,3,...,. 


^■^^  ^-I-v-lix-.v  \v  =1,2,  3,    .,.,  /l 

ne  doit  pas  s'évanouir  dans  l'intervalle  a...b.  Les  fonctions  (1)  conservent  leur 
propriété  quand  on  remplace  la  seconde  condition  par  celle-ci  :  La  forme  qua- 
dratique 

^S^a^.,X^X^  (îX  =  I,  2.    .,,,/J,       V   rr.  1,2,    ...,/0, 

dont  les  coefficients  dépendent  de  w,  doit  être  définie  pour  toutes  les  valeurs 
de  w  situées  dans  l'intervalle  a... h,  et  ne  doit  s'évanouir  que  lorsque  toutes  les 
variables  deviennent  égales  à  zéro. 


Hiuiyady  {Eugen).  —  Sur  un  critère  de  Steiner  dans  la  théorie 
des  sections  coniques.  (248-253). 

Dénionslralion  analytique  dune  proposition  i\c  Slcincr. 
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Mattkiessen  [Ludwig).  —  Sur  Je  soi-dlsanl  prohIciiM;  des  icslcs 
dans  les  Ouvra^^es  eJiinois  Svvan-king  de  Smi-tsze  cL  Ta^eiilei- 
schu  de  Yili-liing.  (:>.54-26i). 

Dans  les  Ouvrages  ritôs  <Ies  Chinois  on  trouve  une  rMÔlliofie  servant  à  rt'-soudre 
rerlains  problèmes  de  la  lliéoric  des  nonnbres.  L'auteur  a  d«''jà  dénionlré,  en 
187'},  que  cette  méthode  Tayen  (grande  extension)  des  Chinois  est  identique  à 
la  méthode  des  congruenccs  de  Gauss. 

La  méthode  généralisée  Tayen  de  Yih-hing  ne  se  trouve,  sous  sa  forme  parti- 
I  culière,  dans  aucun  Ouvrage  moderne.  L'explication  de  cette  méthode  généra- 
[      lisée  et  l'établisscnjent  du  théorème  qui  lui  sert  de    base  font  le  sujet  de  cette 

I      Note. 

I 

[  Grâfe. —  Intégrales  de  quelques  équations  difTérentielles  linéaires. 
I      (262-264). 

\  Konigsberger  (L.).  —  Sur  la  liaison  entre  l'intégrale  générale 
et  les  intégrales  particulières  des  éqi7ations  différentielles. 
(265-3oo). 

Le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  diflerenticlles  linéaires 
homogènes  en  fournit  l'intégrale  générale  comme  aggrégat  additif  d'intégrales 
particulières  multipliées  par  des  constantes  arbitraires,  et  c'est  sur  ce  théorème 
que  s'appuie  la  possibilité  de  la  discussion  des  intégrales  d'équations  différen- 
tielles linéaires.  Demander  la  relation  qui  lie  l'intégrale  générale  aux  intégrales 
particulières  pour  des  équations  différentielles  algébriques  quelconques,  ou  plu- 
tôt demander  les  conditions  pour  l'existence  d'une  telle  relation,  voilà  en  effet 
une  question  importante  et  inévitable  pour  le  développement  de  la  théorie  des 
équations  différentielles  générales,  question  dont  la  réponse  pouvait  être  abordée 
au  moyen  des  recherches  et  propositions  que  M.  Konigsberger  avait  récemment 
publiées  sur  l'extension  du  théorème  d'Abel  à  des  équations  différentielles  quel- 
conques et  sur  les  intégrales  algébriquement  logarithmiques  d'équations  diffé- 
rentielles linéaires  non  homogènes. 

Le  problème  général  peut  s'énoncer  sous  cette  forme  : 

Caractériser  toutes  les  équations  dijférentielles  algébriques  d'ordre  lu  qui 
ont  la  propriété  que  leur  intégrale  générale  puisse  être  exprimée  comme 
fonction  algébrique  de  la  variable  indépendante,  d'un  nombre  déterminé 
d'intégrales  particulières  et  de  tn  constantes  arbitraires,  et  préciser  la 
forme  de  cette  fonction  algébrique  elle-même. 

Après  avoir  résumé  quelques  propositions  tirées  de  ses  études  antérieures  sur 
les  équations  différentielles,  M.  Konigsberger  applique  ces  principes  généraux 
à  la  discussion  des  équations  différentielles  algébriques  du  premier  ordre,  et 
déjà  dans  cette  étude  spéciale  il  utilise  les  différentes  méthodes  dont  il  se  sert 
pour  les  équations  différentielles  d'ordres  supérieurs.  Cependant  il  n'est  pas  pos- 
sible d'ébaucher  une  esquisse  légère  des  propositions  intéressantes  cju'il  fait  res- 
sortir de  son  analyse  détaillée.  Bornons-nous  à  signaler  ce  théorème  général,  qui 
fait  conclusion  à  son  travail  : 

La  condition  nécessaire  et    suffisante  pour   qu'une  équation  di(fcrctitieUc 
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y-  ~  f{x,  y)  soit  telle  que  son  intégrale  générale  soit  une  fonction  algé- 
brique d'une  intégrale  particulière  et  d'une  constante  arbitraire  consiste 
dans  l'équation  f{x,  y)  ~  [x{x)  .\{y),  où  \i-yx)  est  une  fonction  algébrique 

arbitraire  de  x  et  "^^iy)  une  fonction  algébrique  dey  telle  que  '  ^ .  soit  une 
différentielle  de  première  espèce  de  rang  i. 

Kronecker  {L.).  —  Sur  le  discriminant  de  fonctions  algébriques 
d'une  variable.  (3oi-334). 

La  publication  de  INI.  Kronecker  forme  la  première  partie  d'un  travail  qui  a 
été  communiqué  à  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  dans  la  séance  du  i6  jan- 
vier 1862,  sans  avoir  été  inséré  aux  Mémoires  de  cette  savante  Société.  Un 
ample  Mémoire,  de  MM.  Weber  et  Dedekind,  présenté  à  la  rédaction  du  Jour- 
nal et  publié  dans  le  tome  XCII,  détermina  M.  Kronecker  à  le  faire  précéder 
d'un  travail  dont  la  conception  est  antérieure  à  ce  nouveau  Mémoire  de  presque 
vingt  années.  Comme  il  est  difficile  de  développer,  dans  un  résumé,  la  richesse 
des  points  de  vue  et  idées  de  l'auteur,  nous  empruntons  à  l'Introduction  ce 
passage,  qui  nous  semble  le  mieux  révéler  les  idées  générales  qui  ont  présidé  à 
la  naissance  des  notions  nouvelles  : 

«  Le  principe  qui  sert  de  base  aux  développements  suivants  m'a  été  suggéré 
en  1837  par  des  recherches  générales  concernant  les  théories  de  nombres  com- 
plexes. La  généralité  des  recherches  amena  immédiatement  la  notion  des 
nombres  entiers  algébriques  comme  racines  d'équations  F(:r)  =  o  à  coefficients 
entiers,  c'est-à-dire  d'équations  où  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
est  égal  à  l'unité  et  où  les  autres  coefficients  sont  des  nombres  entiers;  ce  fut 
d'abord  l'étude  de  théories  spéciales  de  nombres  complexes  qui  les  fit  concevoir 
comme  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  d'un  nombre  entier  algébrique 
déterminé.  Mais  il  surgit  alors  certaines  difficultés  :  elles  se  rapportaient  ce- 
pendant uniquement  à  la  détermination  des  facteurs  complexes  du  disciiminant 
et  ne  se  présentaient  que  lorsque  les  nombres  complexes  spéciaux  dont  il  s'agis- 
sait montraient  une  propriété  particulière  :  c'est  que  des  nombres  algébriques 
entiers  pouvaient  affecter  la  forme  de  nombres  complexes  fractionnaires,  c'est- 
à-dire  de  fonctions  entières  du  nombre  algébrique  pris  pour  base,  à  coefficients 
numériques  fractionnaires.  Après  quelques  réflexions,  ces  difficultés  me  portèrent 
à  comprendre,  dans  cette  année-là,  que  c'est  une  restriction  aussi  utile  que  nui- 
sible que  de  représenter  les  fonctions  rationnelles  d'une  grandeur  x,  définie  par 
une  équation  algébrique,  uniquement  sous  la  forme  de  fonctions  entières  de  x, 
c'est-à-dire,  n  dénotant  le  degré  de  l'équation,  comme  fonctions  linéaires  homo- 
gènes des  n  grandeurs  \,x,x'-,  ...,^"~';  que,  tout  au  contraire,  le  caractère 
propre  de  la  question  exige  leur  représentation  plus  générale  par  des  foimes 
linéaires  homogènes  de  n  fonctions  rationnelles  quelconques  de  a:,  linéairement 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Cela  donne  la  possibilité  d'établir  des  formes 
de  nombres  complexes  où  chaque  nombre  algcbritiuc  entier  se  présente  aussi 
comme  entier,  et  d'enlever  ainsi  les  difficultés  signalées  ci-dessus.  Les  travaux 
de  M.  Kummer  sur  les  nombres  complexes' formés  des  périodes  de  racines  de 
l'unité  avaient  déjà  fait  voir  combien  de  telles  formes  sont  convenables  au  but,  et 
en  même  temps  il  avait  fait  aussi  paraître  ce  Tableau  des  coefficients  (iclormi- 
nants  qui  s'ensuit  de  la  condition  que  la  mulliplicalion  de  formes  linéaires  do  n 
cléments  à  coefficients  eiiliers   fasse  résultei'  uiie  forme  de  même  nature.  Celle 
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(•ondilioii  (Itlcriniiic'  iiiirii(':(lial(;incnl  les  éléments  cornrnc  nombres  entiers  al^é- 
lM'i(jucs  el  Icis  (|iie  tous  sont  exprimables  ralionnclieriient  par  un  d'entre  en.\, 
qu'ils  appartiennent  done  à  un  même  genre.  » 

Bausenbcrger  (Otto).  —   Contribution   à    la    transformalion   li- 
néaire des  fonctions  elliptiques.  ( 335-3 ^o). 
Pour   cfrectucr    la   transformation    ^^{z,  w)    par    la    substitution    t' = > 

T 

l'auteur  se  propose  de   déterminer  le   quotient •  Posant 


il  développe  ces  équations  fonctionnelles 

/(2X)=:/(T),     /(9T)=/(T),       /(  a'f)^  T  )   = /(  t), 

d'où  il  conclut  '^''ç)-^  =  1  +  0,  0  étant  indéfiniment  petit,  et  enfin  par  une  analyse 
facile 

Thonié  (L.-IV.).  — Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  li- 
néaires. (341-346). 

Addition  au  JNIémoire,  p.  79  du  même  Tome,  avec  une  Note  où  l'auteur 
défend  son  travail  du  Tome  LWWIt  contre  une  critique  contenue  dans  le 
JaJirbuch  iiber  die  Fortschritte  der  Mathematik,  1879. 

Schellbach  (71.-/7.).   —  Une  représentation  géométrique   de  la 
substitution  de  Landen.  (347-348). 

Le  triangle  sphérique  rectangle  est  propre  à  représenter  cette  substitution. 

Pasch.  —  Démonstration  d'un  théorème  sur  des  séries  ponctuelles 
projectives.  (349-35i).  •  E.  Lampe. 


JOURNAL  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  publié  par  le  Conseil  d'instruclion 
de  cet  élablissemenl  ('). 

XLIX«  Caliier.  —  Tome  XXX,  1881. 

Phillips.  —  Du  spiral  réglant  conique  des  chronomètres  et  de  di- 
vers autres  spiraux.  (i-46). 

(V)  Voir  Bulletin,  M.,,  270. 
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L'auteur  traite  d'abord  avec  détail  du  spiral  réglant  conique;  il  calcule  les 
éléments  les  plus  favorables  à  l'application  et  nnontre,  en  particulier,  l'uti- 
lité qu'il  y  a  à  munir  le  spiral  de  deux  courbes  terminales  théoriques,  situées 
dans  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  du  cône,  afin  de  satisfaire  à  la  condi- 
tion si  importante  que  le  centre  de  gravité  du  spiral  entier  soit  aussi  près  que 
possible  de  l'axe  du  balancier;  il  étudie  ensuite  divers  types  dérivés  :  le  spiral 
cylindrique,  le  spiral  plat  sans  courbes  terminales  ou  muni  d'une  ou  deux 
courbes  terminales  théoriques,  le  spiral  formé  de  deux  spirales  coniques  égales 
situées  respectivement  sur  deux  cônes  égaux  adossés  suivant  leur  base,  les 
deux  spirales  étant  d'ailleurs  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre.  M.  Phillips 
montre  que,  pour  les  types  à  deux  courbes  terminales  théoriques  qu'il  examine, 
la  distance  du  centre  de  gravité  du  spiral  à  l'axe  est  du  premier  ordre  de  peti- 
tesse, c'est-à-dire  que  son  terme  le  plus  important  est  proportionnel  au  pas  a. 
Dans  le  spiral  plat  à  une  seule  courbe  terminale  théorique,  cette  distancer  peut 
être  rendue  aussi  très  petite;  dans  le  spiral  cylindrique,  le  terme  principal  de 
cette  distance  est  proportionnel  à  \^;  tout  ceci  suppose  d'ailleurs  expressé- 
ment que  l'axe  du  spiral  coïncide  avec  l'axe  du  balancier. 

La  propriété  qu'on  vient  de  mentionner  pour  le  spiral  cylindre  ne  lui  est  pas 
particulière;  M.  Phillips  l'avait  déjà  rencontrée  pour  le  spiral  sphérique  [Comptes 
rendus,  g  et  i6  juin  1879);  il  montre  que  cette  propriété  subsiste  pour  un 
grand  nombre  de  types  de  spiraux,  obtenus  en  considérant  des  spirales  à  pas 
constant  enroulées  sur  une  surface  de  révolution  admettant  un  plan  de  symé- 
trie; la  courbe  se  termine  à  des  distances  égales  de  ce  plan  et  le  spiral  est 
muni  de  deux  courbes  terminales  théoriques,  situées  dans  deux  plans  perpendi- 
culaires à  l'axe;  leurs  projections  sur  le  plan  de  l'équateur  sont  symétriques  par 
rapport  au  méridien  moyen;  en  disposant  convenablement  des  données,  on 
peut  faire  que  la  distance  du  centre  de  gravité  du  spiral  à  l'axe  soit  compa- 
rable à  >^"^.  M.  Phillips  retrouve  ainsi  les  résultats  déjà  signalés  pour  le  spiral 
cylindrique  et  le  spiral  sphérique.  Il  étudie  ensuite  le  spiral  en  tonneau. 

Badoureau.  —  Mémoire  sur  les  figures  isoscèles.  (47-172). 

L'auteur  commence  par  rappeler  les  travaux  analogues  de  Gergonne  et  de 
M.  Catalan.  Le  Mémoire  de  M.  Catalan,  inséré  en  i865  dans  le  XL1«  Cahier  du 
Journal  de  V École  Polytechnique,  est  relatif  aux  polyèdres  semi-réguliers  du 
premier  et  du  second  genre.  Un  polyèdre  semi-régulier  au  premier  genre  est 
celui  dont  les  faces  sont  des  polygones  réguliers  et  dont  les  angles  polyèdres 
sont  égaux  ou  symétriques  et  un  polyèdre  semi-régulier  du  second  genre  est  ce- 
lui dont  les  faces  sont  égales  et  dont  les  angles  polyèdres  sont  réguliers.  M.  Ca- 
talan a  énuméré  et  décrit  les  quinze  types  possibles  de  polyèdres  semi-réguliers 
du  premier  genre. 

M.  Badoureau  a  cherché  quels  étaient  tous  les  polyèdres  que  l'on  pouvait 
construire  en  assemblant  des  polygones  réguliers  convexes  ou  étoiles,  de  façon 
que  tous  les  angles  solides  fussent  égaux  ou  symétriques.  Il  établit  d'abord 
qu'il  n'existait  que  quinze  polyèdres  convexes  jouissant  de  cette  propriété,  et 
cela  par  des  raisonnements  différents  de  ceux  de  M.  Catalan;  l'application  des 
méthodes  cristallographiqucs  de  Bravais  lui  fournit  ensuite,  pour  la  construc- 
tion de  ces  polyèdres,  des  procédés  également  diflerents  de  ceux  de  M.  Ca- 
talan. M.  Badoureau  étudie  aussi  toutes  les  manières  possibles  de  découper  un 
plan  indéfini  en  polygones  convexes  réguliers  sans  vide  ni  duplicature  et  de 
façon  qu'on  puisse  superposer  la  figure  à    elle-même  en  plaçant  un  sommet  sur 
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irirnj)()rL('  (|ii(l  aiiLrc;  outre  les  trois  assemblages  réguliers  et  les  trois  asserii- 
blagcs  semi-réguliers  de  Gergonne,  il  trouve  sept  nouvelles  solutions. 

Il  procède  ensuite  à  rexameii  des  polyèdres  é-ioilc-s  qui  se  rattachent  aux  so- 
lides d'Archimède  à  peu  près  de  la  même  manière  que  les  polyèdres  de  Poinsot 
se  rattachent  aux  polyèdres  réguliers  classiques.  M.  Hertiand  a  indi([u<'-,  pour 
construire  les  polyèdres  de  Poinsot,  une  méthod(;  ((ue  M.  Hadoureau  appli(|u(! 
avec  de  légères  modifications.  Il  détermine  l'espèce  des  polyèdres  étoiles  au 
moyen  d'une  formule  analogue,  à  l'aide  de  laquelle  MM.  Houclié  et  de  Corn- 
berousse  ont  pu  signaler  et  corriger  l'inexactitude  des  résultats  de  Poinsot  re- 
lativement à  l'espèce  de  ces  polyèdres. 

Enfin  il  étudie  les  figures  qu'on  peut  former  en  recouvrant  un  plan  par  des 
polygones  convexes  ou  étoiles,  de  telle  sorte  qu'on  puisse  superposer  la  figure 
elle-même  en  plaçant  un  sommet  sur  un  autre  sommet  quelconque.  Voici,  au 
surplus,  la  Table  des  matières  du  Mémoire  de  M.  Badoureau. 

Première  partie.  —  Polyèdres  et  assemblages  réguliers  convexes. 

Il  existe  quinze  types  de  polyèdres  isoscèles  convexes  :  Symétrie  des  polyèdres 
isoscèles  convexes.  —  Polyèdres  prismatiques.  —  Polyèdres  tétraédriques.  — 
Polyèdres  cubiques.  —  Polyèdres  pentagonaux.  —  Angles  dièdres  des  polyèdres 
isoscèles  convexes.  —  Propriétés  générales  des  polyèdres  isoscèles  convexes.  — 
Il  existe  huit  assemblages  isoscèles  convexes.  —  Construction  des  assemblages 
isoscèles  convexes.  —  Symétrie  des  assemblages  isoscèles  convexes.  —  Tableau 
des  figures  isoscèles  convexes. 

Seconde  partik.  —  Polyèdres  et  assemblages  isoscèles  étoiles. 

Mode  de  recherche  des  polyèdres  isoscèles  étoiles.  —  Espèce  des  polyèdres  iso- 
scèles étoiles.  —  Polyèdres  inscrits  dans  les  polyèdres  réguliers  convexes. —  Po- 
lyèdres isoscèles  prismatiques  étoiles. —  II  n'existe  pas  de  polyèdre  tétraédrique 
étoile.  —  Polyèdres  inscrits  dans  les  polyèdres  isoscèles  cubiques  convexes.  — Po- 
lyèdres inscrits  dans  les  polyèdres  isoscèles  pentagonaux  convexes.  —  Autres 
polyèdres  isoscèles  étoiles.  —  Résumé.  —  Assemblages  isoscèles  étoiles.  —  Ta- 
bleau des  figures  isoscèles  étoilées. 

Mathieu.  —  Mémoire  sur  réquilibre  d'élasticité  d'un  prisme  rec- 
tangle, (i  ^.5-1  ()()). 

Lamé,  dans  la  douzième  de  ses  Leçons  sur  la  Théorie  mathématique  de  l'élas- 
ticité, examine  l'équilibre  d'élasticité  d'un  parallélépipède  rectangle  dont  il  sup- 
pose les  six  faces  soumises  à  des  forces  normales  données;  en  outre,  il  suppose  les 
forces  disposées  symétriquement  par  rapport  aux  trois  plans  menés  à  égale  dis- 
tance de  deux  faces  parallèles;  il  n'a  pu  résoudre  ce  problème  difficile  que  dans 
des  cas  fort  simples. 

M.  Mathieu  réduisant,  en  quelque  sorte,  le  problème  de  Lamé  à  deux  dimen- 
sions, traite  la  question  suivante  : 

«  Un  prisme  rectangle  homogène  a  ses  deux  bases  appuyées  contre  deux  pa- 
rois parallèles  et  fixes;  des  pressions  normales  données  sont  exercées  dans  toute 
l'étendue  des  quatre  faces  latérales  de  ce  prisme.  Les  pressions  sont  les  nuMne> 
sur  une  même  face  tout  le  long  d'une  ligne  parallèle  aux  (juatre  arêtes  laté- 
rales;   de    plus,   ces  pressions    sont    disposées   sym(''lri(|U(Miienl    sur    des    faces 
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latérales  opposées.  On  demande  de  déterminer  toutes  les  circonstances  de  la 
déformation  du  prisme  et  la  résistance  que  devront  opposer  les  deux  parois  sur 
les  bases  de  cette  poutre.  » 

Le  problème  dépend  des  équations  suivantes  : 


(0. 


h  £  A(r^  =  o, 

ox 


ày 


\v 


où  M,  t^sontlescomposantesdu  déplacementd'un  pointa;,^',  ^,  où  6  estla  dilatation 

cubique  —  +  ^-?  où  s  est  mis  à  la  place  de  ;: ,  >.  et  ix  étant  les  deux  con- 

'      ôx       a  y  A  -i-  ;x 

stantes  d'élasticité,  où  enfin  le  symbole  A  désigne  1  opération  —7^  -+-  -r-^- 


Les  conditions  à  la  limite  sont  de  la  forme 

Ni  =  Air),  T2  =  o,     pour  X 


(2) 


—  > 
2 


N. 


A (-27),  T3  =  0,     pour  jK   =  —  -' 


en  désignant  par  N,,  Tj,  T.,  les  composantes  de  la  force  élastique  rapportée  à 
l'unité  de  surface  et  exercée  en  un  point  quelconque   {x,y,  z)   sur  un  élément  |i 
plan  parallèle  au  plan  des  yz,  et   en  employant  des  notations  analogues  pour 
les  éléments  plans  parallèles  aux  plans  des  zx  et  des  xy;  ces  forces  sont  données 
par  les  formules 

au       ,,        , ,.  ()v 


N,  =  'X8  +  2  a  — ,     N,  =  >.0  +  2a  —  , 
'  '    âx         ^  '    ôx 


N., 


).6, 


T,=o,    T.  =  0,    T,  =  ,(^|.| 

les  fonctions  y  sont  paires. 

Si  les  quantités  u,  v  ont  été  calculées  au  moyen  des  équations  différentielles, 

on  en  conduira  6  et  l'équation  N^  =  XO  donnera  la  pression    normale  qu'il  fau- 

c 
dra  exercer  en  chacun  des  points  des  bases  ^  =  d=  -  du  prisme   pour  que  l'état 

d'équilibre  soit  possible  ;  on  aura  ainsi  la  solution  de  ce  problème  :  «  Trouver 
les  déplacements  moléculaires  d'un  prisme  rectangle  dont  les  deux  bases  sont 
au  contact  de  deux  parois  parallèles  et  fixes  quand  les  faces  latérales  sont  sou- 
mises à  des  pressions  normales  données  suivant  ce  qui  vient  d'être  indiqué,  et 
déterminer  les  pressions  normales  que  doivent  exercer  les  deux  parois  eu  tous 
les  points  des  bases  de  ce  pris^me.  •> 

M.  Mathieu  montre   comment   on  peut  satisfaire  aux  équations  (i),  prenant 
pour  6  la  série  suivante  : 

0  =  ^  1)1) ,„ E  ( my  )  cos  m x  4-  S B„, E{nx)  cos ny, 

où  K  désigne  un  cosinus  hyperbolique  et  où  l'on  suppose 

2  »  T  2  q  - 

m  ■=  — —  »      Il  —  — i —  » 


p  cl  rj    étant  des  entiers   non  négatifs  et  le  signe  sommatoire  1  s'étendant  à 
toutes  les  valeurs  de  p  et  de  q.  Les  iiuantités  lll>,„  et  li^,,  sont  elles-mêmes  don- 
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nées  au  moyen  de  s«'îrics  infinies  dont  M.  Mathieu  dénnontrc  avec  soin  la  ronvor- 
gcnce;  une  application  numérique  tcrnnine  son  travail.  Il  annonce  enfin  que  les 
mêmes  considérations  paraissent  conduire  à  la  solution  du  problème  de  Lamé; 
toutefois,  les  calculs  et  les  formules  se  compliquent  singulièrement. 

Callandreaii  {O.).    —   Contribution  à  la  théorie  du  mouvement 
elliptique  et  parabolique.  (197-204). 

Ktude  des  questions   suivantes  qui  ont  un   grand   intérêt  pour   la  théorie  du 

mouvement  des  planètes  et  des  comètes  : 

Soit 

u  —  Uq  —  /  (  sin  m  —  sin  u^,)  =  n(t  —  tç,), 

et  supposons  qu'on   développe  la  différence  u  —  u„  suivant  les  puissances  de 
t—  tg,  entre  quelles  limites  le  développement  sera-t-il  convergent? 
Soit  de  même,  dans  le  cas  des  orbites  paraboliques, 

tang^v^H-  ^  tang-^-'t^—  Uangipo+  itang'%„j  =  h{t  —  t,), 

entre  quelles  limites  le  développement  de  v  —  Co>  suivant  les  puissances  de  ^ —  ;„, 
subsistera-t-il? 

M.  Callandreau  donne  un  Tableau  qui  permet  de  s'assurer,  dans  un  cas 
donné,  si  l'on  est  dans  les  limites  de  convergence;  les  limites  peuvent  se  trou- 
ver assez  étendues  pour  qu'on  puisse  tirer  parti  d'observations  qui  ne  sont  pas 
aussi  rapprochées  qu'on  le  suppose  d'ordinaire. 

Le  cas  où  le  mouvement  héliocentrique  d'une  comète  est  assez  considérable 
pour  que  l'anomalie  vraie  soit  voisine  de  180°  offre  un  intérêt  particulier,  et  Ton 
doit  recourir  à  des  modes  particuliers  de  développement  indiqués  par  Bessel 
et  Le  Verrier;  en  posant  v'  =  180  —  i^,  l'équation 

=  ht 


tanfï.-(^  2tang3-(^ 

^2  2 

admet,  pour  de  grandes  valeurs  de  ht,  trois  déterminations,  en  adoptant  la  dé- 
termination 

1^ 

tang-t^' =  (3/tO    '; 
2 

on  peut  développer  v',  suivant  les  puissances  de j-  j  en  partant  de  l'équa- 

{3hty 
tien 

I    , 
tang-ç' 


v/^ 


H-3tang"-p'        (3/iO' 
2 

et  cela    tant   que   le   premier   membre    de  cette    équation   est   plus    petit   qut; 

k 

icornu  (L.).   —   Sur  les  polygones  générateurs   d'une  relation 
entre  plusieurs  variables  imaginaires.  (205-228). 
Bull,  des  Sciences  mathëm.,  2"  série^  t.  VIL  (Septembre  i883.)     R.12 
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Etant  donnée  une  relation 

/(^p  z^,  . . .,  2„)  =  o 

entre  fi  variables  imaginaires  z^,  z^,  . . .,  ^„,  à  chaque  sj'^stème  de  solutions  cor- 
respondra un  polygone  dont  les  sommets  seront  les  points  z^,  Zr^,  ...,-s„.  Ce 
polygone  est  dit  générateur,  par  M.  Lecornu.  L'auteur  étudie  comment  on 
peut  déplacer  et  déformer  ce  polygone,  en  supposant  la  fonction  /  holomorphe. 
Il  existe,  en  général,  pour  chaque  polygone  générateur  un  centre  instantané  de 
rotation  dont  l'affixe  est  donnée  par  la  formule 

^-  ~F  ' 

les  p  sont  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  /  et  P  =  S'/?;  le  polygone  peut 
ainsi  se  déplacer  sans  déformation.  En  partant  d'un  polygone  générateur  quel- 
conque, on  peut  considérer  deux  familles  de  courbes  décrites  par  les  sommets  : 
les  unes  sont  les  trajectoires  (du  premier  genre)  correspondant  à  un  mouve- 
ment de  déplacement  sans  déformation;  les  autres  sont  les  trajectoires  (du  se- 
cond genre)  correspondant  à  une  variation  de  longueur  des  côtés  sans  change- 
ment de  leurs  directions  ni  de  leurs  rapports.  Les  deux  espèces  de  courbes  sont 
orthogonales;  pour  chaque  sommet,  les  trajectoires  de  chaque  genre  forment 
un  système  isotherme  dont  le  paramètre  différentiel  est,  en  chaque  point,  égal 
à  l'inverse  du  rayon  vecteur  issu  du  centre  instantané;  l'auteur  introduit  aussi 
un  système  de  forces  q  liét3S  simplement  aux  dérivées  partielles  p  qui  le  con- 
duisent à  quelques  propositions  qui  s'énoncent  élégamment  dans  le  langage  de 
la  Statique.  Enfin  il  étudie  quelques-unes  des  singularités  les  plus  simples. 

L^  cahier.  —  Tome  XXXI,  1881. 

Léaaté  {H.).   —   Théorie  générale  des  transmissions  par  cables 
métalliques.  Règles  pratiques.  (1-198). 

Les  câbles  métalliques  destinés  à  transmettre  le  mouvement  d'un  arbre  à  un 
autre,  lorsque  la  portée  est  trop  forte  pour  permettre  l'emploi  des  courroies, 
ont  été  imaginés,  en  i856,  par  M.  Hirn;  depuis  lors,  ces  transmissions  sont  en- 
trées de  plus  en  plus  dans  la  pratique;  M.  Léauté  cite  les  travaux  suivants  dont 
les  câbles  métalliques  ont  été  l'objet  :  Rksal,  Traité  de  Mécanique  générale^ 
t.  I,  p.  321;  t.  III,  p.  271.  ]Xv.v.h^s.\i\,  Le  Coîistructeur,  traduction  Debize,  p.  389. 
AciiARD,  Annales  des  Mines,  7°  série,  t.  VI,  VII,  VHI  {De  la  transmission  et  de 
la  distribution  des  forces  motrices  à  de  grandes  distances). \\G^Ti.y:\,  Annales 
du  Génie  civil,  mars,  avril,  mai  187(3;  enfin  les  leçons  de  M.  Gallon  à  l'Écolel. 
des  Mines. 

Toutefois,  jusqu'ici,  les  câbles  télédynamiques  n'ont  pas  été  l'objet  d'une 
étude  rationnelle  au  point  de  vue  pratique.  Les  règles  admises  pour  les  établir 
ne  permettent  pas  d'obtenir,  dans  tous  les  cas,  une  transmission  fonctionnant 
d'une  manière  satisfaisante.  On  se  contente,  en  effet,  de  déterminer  la  section 
du  câble  à  employer  et  le  nombre  de  fils  qui  doivent  le  former,  par  cette  double 
condition  que  le  glissement  sur  les  poulies  ne  puisse  se  produire  et  que  \t 
câble  soit  capable,  à  Vétat  statique,  de  résister  à  la  tension  qu'il  supporte,  et 
l'on  suppose,  pour  faire  ce  calcul,  ([ue  la  longueur  de  ce  câble  ne  change  pas 
et  que  la  rési-^tanco  à  vainn-c  rsl  roiislanlc. 
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Ces  hypothèses  s'éloignent  de  la  réalité  :  les  câhhjs,  en  effet,  sont  animés  d'une 
vitesse  considérable  et  la  force  centrifuge  n'est  pas  négligeable;  on  outre, 
ils  ne  conservent  pas,  d'un  moment  à  l'autre,  la  même  longufMir  :  ils  sont 
1res  sensibles  aux  variations  de  température  et  surtout  d'humidit('';  de  j)lus, 
s'ils  n'ont  pas  été  préalablement  étirés,  ils  subissent,  par  rem[)loi,  des  allonge- 
ments relativement  considérables  qui  se  continuent  au  fur  et  à  mesure  de  leur 
service. 

Enfin,  l'effort  à  vaincre  n'est  jamais  rigoureusement  constant  et  ses  variations 
acquièrent  une  grande  importance,  depuis  que,  l'emploi  des  câbles  sétant  géné- 
ralisé, on  leur  a  fait  commander  directement  des  appareils  isolés.  Une  trans- 
mission télédynamique,  installée  pour  transmettre  un  effort  donné,  peut  ne  pins 
fonctionner  du  tout  s'il  se  produit  dans  la  résistance  à  vaincre  des  oscillations 
atteignant  certaines  limites. 

Le  prol)lème  à  traiter  consiste  à  rechercher  de  quelle  manière  un  câble  s'en- 
roulant  sur  deux  poulies  transmet  le  mouvement  de  l'une  à  l'autre,  dans  le  cas 
général  d'une  puissance  et  d'une  résistance  variables.  Pour  le  résoudre,  il  faut 
trouver,  en  fonction  des  éléments  de  la  transmission,  la  relation  qui  existe  enire 
les  efforts  qu'exerce  un  câble  à  ses  deux  extrémités  et  le  déplacement  relatif 
qu'elles  peuvent  éprouver.  Le  rapport  de  l'accroissement  de  tension  au  déplace- 
ment relatif  des  extrémités  joue  un  rôle  capital;  il  doit  être  maintenu  entre 
certaines  limites  et  peut  être  pris  comme  le  coefficient  de  régularité  de  la 
transmission. 

«  La  méthode  suivie  dans  ce  travail  »,  dit  l'auteur,  «  est  la  suivante  : 

»  Nous^  examinons,  en  premier  lieu,  le  cas  du  mouvement  permanent,  c'est- 
à-dire  celui  où,  la  puissance  étant  constammentégale  à  la  résistance,  les  poulies 
ont  la  même  vitesse. 

))  C'est  ensuite  à  ce  mouvement  idéal  que  nous  rapportons  le  mouvement 
réel,  de  manière  à  mettre  en  évidence  les  variations  de  vitesse  et  de  tension, 
éléments  principaux  à  considérer. 

»  Nous  obtenons  de  la  sorte  les  équations  qui  lient  ces  deux  éléments  et  nous 
pouvons  ainsi  déterminer  le  coefficient  de  régularité. 

»  Cette  manière  d'opérer  nous  conduit  tout  d'abord  à  étudier  la  forme  prise 
par  une  corde  inextensible  en  mouvement  permanent,  sous  l'action  de  forces 
indépendantes  du  temps,  et  à  montrer  que  cette  forme  est  identique  avec  celle 
de  l'équilibre  au  repos  sous  l'action  des  mêmes  forces,  ce  qui  constitue  une  gé- 
néralisation d'un  théorème  dû  à  M.  Resal.  Elle  nous  amène  ensuite  à  trouver 
les  équations  générales  des  petites  oscillations  de  cette  corde  écartée  de  sa  po- 
sition de  repos  apparent  et  à  prouver  que,  dans  le  cas  où  la  figure  permanente 
est  plane,  ce  qui  est  le  cas  des  câbles,  les  oscillations  perpendiculaires  au  plan 
de  la  corde  n'altèrent  pas  les  tensions.  Elle  nous  permet  enfin  de  calculer  les 
tensions  moyennes  développées  aux  extrémités  d'une  transmission  télédyna- 
mique par  un  déplacement  relatif  des  poulies  et  de  montrer  que  le  coefficient 
de  régularité  est  proportionnel  au  poids  du  câble,  à  la  portée  et  à  la  somme  des 
inverses  des  cubes  des  deux  flèches. 

»  Ces  résultats  une  fois  établis  et  l'importance  de  la  considération  des  flèches 
mise  ainsi  en  lumière,  nous  remarquons  que,  s'il  y  a  intérêt,  au  point  de  vue  de 
la  régularité,  à  diminuer  les  flèches,  il  est  nécessaire  cependant  de  ne  pas  les 
réduire  outre  mesure,  d'une  part,  afin  d'éviter  que,  cette  régularité  étant  trop 
grande,  les  variations  du  travail  résistant  ne  donnent  lieu  à  des  secousses  trop 
brusques  et,  d'autre  part,  afin  que,    sous  l'influence  des  raccourcissements  acci- 
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clentels  que  peut  subir  le  câble,  il  ne  se  produise  pas  des  efforts  dangereux  pour 
■     le  mécanisme. 

»  Nous  déterminons  alors,  en  nous  appuyant  sur  les  résultats  de  l'expérience, 
les  limites  entre  lesquelles  il  convient  de  maintenir  la  flèche  relative  au  repos 
pour  éviter  ces  divers  inconvénients.  Ces  limites,  une  fois  fixées,  nous  per- 
mettent de  calculer  un  câble  convenable  dans  un  cas  quelconque. 

»  Nous  arrivons  ainsi  à  former  des  Tableaux  numériques  fournissant,  selon 
la  valeur  de  la  portée  et  du  travail  à  transmettre,  le  poids  du  câble  par  mètre 
courant,  le  diamètre  des  fils  qui  le  forment,  celui  des  poulies  à  employer,  Ta- 
bleaux dans  lesquels  il  a  été  tenu  compte  à  la  fois  de  tous  les  éléments  du  pro- 
blème, c'est-à-dire  :  i°  des  conditions  de  résistance  et  d'adhérence,  ainsi  que  du 
mouvement  propre  du  câble  qui  les  modifie;  2°  de  la  régularité  relative  au  coef- 
ficient du  fonctionnement  que  l'on  veut  atteindre;  3°  des  variations  de  lon- 
gueur accidentelles  ou  permanentes  auxquelles  le  câble  est  exposé.  » 

Poincaré.  —  Sur  les  formes  cubiques  ternaires  et  quaternaires. 
(199-253). 

Le  but  de  l'auteur  est  d'étendre  aux  formes  homogènes  de  degré  supérieur  les 
belles  recherches  arithmétiques  de  M.  Hermite  relatives  aux  formes  quadrati- 
ques. Ce  premier  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  algébrique  des  formes  cubiques 
ternaires  et  quaternaires;  l'étude  des  formes  ternaires  est  faite  d'une  façon  appro- 
fondie, les  résultats  obtenus  s'étendent  facilement,  avec  les  indications  de  l'au- 
teur, aux  formes  quaternaires  et  sont  d'ailleurs  susceptibles  d'une  généralisa- 
tion plus  large.  * 

M.  Poincaré  classe  comme  il  suit  les  substitutions  et  les  formes  : 

Etant  donnée  une  substitution 

1      ri       il      ^1 


0^ 


^3       ?3      T:i      S 

^i     p4    Ti     s 

elle  appartiendra  à  la  première,  à  la  deuxième,  à  la  ti'oisième  ou  à  la  quatrième 
catégorie,  suivant  les  cas. 

Si  l'équation  en  >;  obtenue  en  retranchant  >;  des  éléments  de  la  diagonale  prin- 
cipale du  Tableau  précédent  et  égalant  à  zéro  le  déterminant  ainsi  formé  à  ses 
racines  distinctes,  ainsi  que  les  nv^"""^  puissances  de  ses  racines,  T  est  de  la 
première  catégorie;  si  les  racines  sont  distinctes,  mais  non  les  puissances 
m'*"'",  T  est  de  la  deuxième  catégorie;  T  est  de  la  troisième  catégorie  si  les 
racines  ne  sont  pas  distinctes,  mais  si  la  substitution  T  peut  être  regardée 
comme  une  puissance  entière  d'une  substitution  de  la  première  catégorie;  enfin, 
dans  le  cas  qui  reste,  T  est  de  la  quatrième  catégorie. 

Si  T  appartient  à  l'une  des  trois  premières  catégories,  il  existe  une  substitu- 
tion S,  telle  que  la  substitution 

V— 1  T"  V 

soit  canonique,  c'est-à-dire  ait  tous  ses  éléments  nuls,  sauf  ceux  de  la  diagonale 
principale. 

L'uutcur  traite  ensuite  la  question  suivanlc  (lu'il  discute  en  détail  pour  les 
transformatiouo   ternaires  :  en    donnant   au\  variables   le  sens  de   coordonnées, 
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(|iiels    sont   les   points,   les   droites,  les  plans  que  mprorliiit  la   subslitulion  'I? 

Les  formes  cubiques  ternaires  se  divisent  en  sept  familles  ; 

Les  quatre  premières  familles  comprennent  les  formes  non  décomposahles. 

Les  deux  premières  familles  comprennent  les  formes  à  discrirniiiant  non  nul; 
elles  peuvent  s'écrire 

ctxyz  -\-  x^  -h y-^  -\-  z^, 

ou  être  ramenées  à  cette  forme  par  une  substitution  réelle. 

Les  formes  de  la  première  famille  sont  décomposables  en  une  somme  de 
trois  cubes,  les  formes  de  la  seconde  famille  ne  le  sont  point. 

Les  formes  de  la  troisième  famille  sont  algébriquement  équivalentes  à  l'une 
des  formes 

6 a xyz  -+-  '^{x^  +  jv' ) . 

Les  formes  de  la  quatrième  famille  ont  tous  leurs  invariants  nuls;  elles  re- 
présentent des  courbes  à  point  de  rebroussement;  elles  peuvent  être  ramenées 
par  une  substitution  réelle  à  la  forme 

z^  -t-  xy^. 

Les  formes  de  la  cinquième  famille  représentent  une  conique  et  une  droite 
non  tangentes  entre  elles;  elles  sont  algébriquement  équivalentes  à  la  forme 

P^^  4-  aSxyz. 

Les  formes  de  la   sixième   famille  représentent   une   conique  et  une  droite 

tangentes  entre  elles;   elles  peuvent  être  ramenées,  par  une  substitution  réelle, 

au  type 

3oiyz^  +  3  '^xy^. 

Enfin  la  septième  famille,  étudiée  déjà  par  M.  Hermite,  comprend  les  formes 
décomposables  en  facteurs  linéaires. 

Ajoutons  que  M.  Poincaré  est  amené  à  considérer,  dans  les  diverses  catégories 
de  substitutions,  des  sous-groupes  plus  particuliers;  de  même  aussi  certaines  fa- 
milles de  formes  doivent  être  décomposées,  si  l'on  veut  avoir  un  Tableau  com- 
plet de  formes  canoniques,  tel  qu'une  forme  cubique  ternaire  quelconque  à  coef- 
ficients réels  puisse  être  ramenée  à  l'une  de  ces  formes  canoniques  au  moyen 
d'une  substitution  réelle. 

Ce  Tableau  formé,  l'auleur  calcule,  pour  chaque  forme  canonique,  le  discri- 
minant et  les  invariants  S  et  T  d'Aronhold;  il  résout  ensuite  la  question  sui- 
vante :  «  Étant  donnée  une  transformation  linéaire,  trouver  les  formes  qu'elle 
reproduit.  »  Il  construit  le  Tableau  des  formes  cubiques  binaires,  ternaires  et 
quaternaires  reproduisibles  par  une  transformation  canonique  réelle  de  la  pre- 
mière catégorie,  comme  aussi  le  Tableau  des  formes  cubiques  quaternaires  re- 
productibles par  deux  transformations  canoniques;  les  problèmes  analogues 
sont  traités  avec  détail  pour  les  diverses  catégories  de  substitutions  et  les  di- 
verses familles  de  formes  cubiques  ternaires.  Enfin  M.  Poincaré  termine  ce  tra- 
vail en  étudiant  la  reproduction  simultanée  d'une  forme  cubique  quaternaire  au 
moyen  de  deux  substitutions,  de  la  première  ou  de  la  troisième  catégorie,  dont 
l'une  est  canonique;  la  possibilité  de  cette  double  reproduction  entraîne  la  si- 
multanéité de  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  d'ou 
l'on  peut,  par  un  mécanisme  bien  connu,  déduire  d'autres  équations  aux  dcri 
vées  partielles  ([ui  doivent  être  vérifiées  en  même  temps,  et  qui.  d'ailleurs, 
fournissent   de    nouvelles  transformations  qui   reproduisent  la   forme    donncL 
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Une  discussion  approfondie  de  ces  équations  conduit  l'auteur  au  Tableau  des 
formes  cul^iques  quaternaires  qui  sont  ainsi  reproductibles  par  deux  transfor- 
mations. Le  problème  analogue,  pour  les  formes  cubiques  ternaires,  se  résout 
aisément  au  moyen  de  quelques  considérations  géométriques. 

U"^  Cahier.  —  Tome  XXXII,  1881. 

Jordan  {€.).  —  Sur  la  théorie  arithmétique  des  formes  quadra- 
tiques. (i-43). 

M.  Jordan  traite  les  deux  questions  suivantes  : 

1°  Etant  données  deux  formes  quadratiques  F  et  G  à  /i  variables  et  à  coeffi- 
cients entiers  complexes  de  la  forme  a  -\-  bi,  reconnaître  si  F  contient  G,  et  dé- 
terminer, s'il  y  a  lieu,  les  substitutions  à  coefficients  entiers  qui  transforment 
F  en  G. 

2°  Trouver  les  représentations  d'un  entier  complexe,  ou  plus  généralement 
d'une  forme  G  à  moins  de  n  variables,  par  une  forme  F  à  7i  variables. 

Le  premier  problème  a  été  traité  par  M.  Hermite  pour  les  formes  ternaires  à 
coefficients  réels;  c'est  d'ailleurs  en  s'appuyant  sur  les  résultats  obtenus  par 
M.  Hermite  et  en  les  complétant  au  besoin  que  J\L  Jordan  parvient  à  la  solution 
complète. 

L'auteur  montre  tout  d'abord  que  le  problème  de  la  transformation  d'une 
forme  quadratique  en  une  autre  se  ramène  au  cas  où  la  substitution  transfor- 
mante a  l'unité  pour  déterminant.  La  solution  du  problème  dépend  alors  de  la 
considération  des  formes  bilinéaires  de  M.  Hermite  : 

9  =  N(aiia7, +...+  a,„a:J  +...+  N(a„,jc,  4-. .  .+ a„„^„) 

où  N(^)  désigne  la  norme  de  ce. 

M.  Jordan  rappelle  sous  quelles  conditions  une  telle  forme  9  est  réduite  et 
l'étude  qu'il  a  faite  lui-même  de  ces  formes  et  de  leurs  transformations  {Jour- 
nal de  l'Ecole  Polytechnique,  XLVOP  Cahier). 

Une  substitution  réduite  est  telle  que  la  forme  9  correspondante  soit 
elle-même  réduite;  enfin  une  forme  G  est  réduite  par  rapport  à  une  autre  forme 
F,  si  l'on  a 

FS  =  G, 

S  étant  une  substitution  réduite;  M.  Jordan  est  amené  à  distinguer  deux  es- 
pèces de  formes  G  réduites  par  rapport  à  la  forme  F  :  les  unes,  les  réduites  ordi- 
naires, ont  leurs  coefficients  limités:  elles  sont  donc  en  nombre  fini;  les  autres^ 
les  réduites  singulières,  sont  en  nombre  illimité  ;  toutefois  elles  sont  équiva- 
lentes à  des  formes  à  coefficients  limités.  Comme  conclusion  de  cette  discussion, 
on  parvient  à  ce  théorème  : 

Les  formes  de  discriminants  ^  et  à  coefficients  entiers  se  répartissent  en 
un  nombre  de  classes  limité. 

L'auteur  établit  ensuite  que  toute  substitution  de  déterminant  1  et  à  coeffi- 
cients entiers  qui  transforme  F  en  G  est  un  produit  de  substitutions  partielles 
de  déterminant  i,  à  coefficients  entiers  et  limités,  dont  la  première  transforme 
F  en  G,  chacune  des  suivantes  transformant  G  en  elle-même. 

lîelativcment  au  second  problème,  la  représentalion  d'une  forme  quadra- 
tique F  à  moins  de  n  variables  par  une  forme  /  à  11  variables,  INI.  Jordan  montre 
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I"  » 


tju'il  se  laniciie  au  ])i(»l)l(iiic  de  r('(|iii\aleriro  des  loniies  el  de  leurs  Iranslonna- 
lions  en  elles-mêmes;  il  apjjrcud  à  former  un  système  de  réduites  H,  à  rocffi- 
eienls  limités,  é(|uivalenles  à  I'";  il  faut  <|U(;  y"  (•()ntienne  une  de  ces  nWluites; 
s'il  en  est  ainsi,  on  pourra  former  les  transibrmations  tle  /  en  ces  diverses  ré- 
duites :  à  chacune  de  ces  transformations  correspondra  une  représentation  de  F 
par  /.  l*>nfin  M.  Jordan  termine  en  montrant  roiiifnent  on  peut  faiie  rentier 
dans  son  analyse  les  formes  de  discriminant  nul. 

Poincaré  (//•)•   —   Sur  les  formes  oniriques  ternaires  et  quater- 
naires. (46'-9i). 

Dans  le  Mémoire,  publié  sous  le  nièmc  titre  dont  nous  avons  précédemment 
rendu  compte,  M.  Poincaré  avait  complètement  préparé  l'étude  arithmétique 
des  formes  cubiques  ternaires;  c'est  cette  étude  qu'il  fait  dans  le  .Mémoire  ac- 
tuel où  il  résout  les  trois  questions  suivantes  :  i"  reconnaître  si  deux  formes 
données  sont  équivalentes;  2°  distribuer  les  formes  en  classes,  en  genres  et  en 
ordres;  3°  trouver  les  transformations  à  coefficients  entiers  qui  reproduisent 
une  forme  donnée. 

La  méthode  suivie  par  l'auteur  appartient  à  M.  Hermite.  Pour  que  deux 
formes  soit  arithmétiquemcnt  équivalentes,  il  faut  d'abord  qu'elles  soient  algé- 
briquement équivalentes;  si  F  et  F'  sont  deux  formes  (elles  qu'on  puisse  passer 
de  l'une  à  l'autre  par  une  substitution  réelle  pour  reconnaître  si  elles  sont 
arithmétiquemcnt  équivalentes,  il  est  nécessaire  de  définir  des  formes  réduites 
qui  jouent,  par  rapport  aux  formes  F  et  F',  le  rôle  des  réduites  par  rapport 
aux  formes  quadratiques. 

Admettant  la  notion  de  formes  quadratiques  réduites  et,  en  particulier,  la 
définition  donnée  par  .MM.  Korkinc  et  Zolotaref  {MatJiematische  Annalen, 
t.  VI),  on  en  tire  la  notion  de  substitution  réduite;  puis,  les  formes  réduites 
dérivées  de  la  forme  canonique  II  seront  celles  que  l'on  peut  tirer  de  II  par 
une  substitution  réduite. 

On  peut  trouver  toutes  les  formes  réduites  arithmétiquemcnt  équivalentes  à 
une  forme  F  qui  est  elle-même  réellement  équivalente  à  la  canonique  H.  Si  II 
n'est  pas  reproductible  par  aucune  substitution,  il  y  aura,  en  général,  une  seule 
forme  équivalente  à  F;  si  H  est  reproductible  par  différentes  substitutions,  il 
y  aura  un  nombre  fini  ou  infini  de  réduites  équivalentes  F.  Pour  que  deux 
formes  soient  équivalentes,  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  des  réduites  de 
l'une  soit  identique  au  système  des  réduites  de  l'autre;  enfin  la  même  méthode 
permet  de  trouver  toutes  les  substitutions  entières  qui  reproduisent  F. 

Avant  d'appliquer  cette  méthode  aux  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter. 
M.  Poincaré  établit  une  proposition  importante  duc  à  M.  Jordan  {Comptes 
rendus,  5  mai  1879),  à  savoir  que  les  formes  à  coefficients  entiers  algébrique- 
ment équivalentes  à  une  forme  donnée  se  répartissent  en  un  nombre  limité  de 
classes,  pourvu  que  le  discriminant  ne  soit  pas  nul.  Il  passe  ensuite  à  l'examen 
des  différentes  familles  de  formes  cubiques  ternaires.  Les  résultats  sont  très 
différents  suivant  les  cas;  ainsi,  dans  la  première  et  la  deuxième  famille,  il  y  a 
un  nombre  fini  de  réduites,  un  nombre  fini  de  classes  et,  en  général,  une  seule 
réduite  par  chaque  classe;  dans  la  quatrième  famille,  il  y  a  un  nombre  infini  de 
classes;  chaque  classe  contient  une  réduite  principale  et  un  nombre  fini  de  ré- 
duites secondaires,  se  disposant  en  une  chaîne  limitée  de  réiluiles  contiguës.  La 
cinquième  famille,  avec  des  points  doubles  imaginaires,  donne  un  nombre  fini 
de  classes;  chacune  contient  un  nombre  fini  de  réduites  l'oriuanl  une  ehaine  in- 
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définie  où  elles  se  reproduisent  périodiquement,  comme  dans  le  cas  des  formes 
quadratiques,  binaires,  indéfinies,  etc. 

Autonne  (L.).  —    Recherche   sur  les  intégrales  algébriques  des 
équations    différentielles    linéaires    à     coefficients    rationnels. 

(93-. 76). 

On  doit  à  M.  Jordan  le  théorème  suivant  obtenu  précédemment  par  M.  Fuchs 
dans  le  second  ordre  :  «  Si  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  p  a  toutes 
ses  intégrales  algébriques,  ces  intégrales  s'expriment  linéairement  par  les  ra- 
cines d'équations  binômes,  dont  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  mono- 
dromes  de  la  variable  et  des  racines  d'une  équation  auxiliaire  y  =  o;  le  degré 
de  X  —  o  est  inférieur  à  une  limite  fixe,  qui  ne  dépend  que  de  la  valeur  numé- 
rique de  p.  » 

Ceci  rappelé,  voici  le  problème  que  M.  Autonne  se  propose  de  résoudre  : 
(V  Une  équation  différentielle  linéaire  Y,  dit-il,  d'ordre/?  et  à  coefficients  ration- 
nels, admet  un  système  fondamental  d'intégrales  dont  tous  les  termes  sont  des 
racines  d'une  équation  algébrique  irréductible  H  de  degré  m  =  p  -h  n  et  k  coef- 
ficients rationnels.  Puisque  toutes  les  ;??  racines  de  H  sont  des  intégrales  de  Y 
et  que  Y  ne  peut  avoir  plus  de  p  intégrales  linéairement  indépendantes,  il 
existe  entre  les  m  racines  n  équations  linéaires,  homogènes,  à  coefficients  con- 
stants. Je  me  propose  d'étudier  les  conséquences  qu'entraîne,  tant  pour  la  forme 
de  l'équation  algébrique  H  que  pour  la  nature  des  intégrales  de  Y,  l'existence  de 
ce  système  de  71  équations  linéaires,  homogènes,  à  coefficients  constants. 

»  Ce  travail  se  divise  en  quatre  Parties  : 

»  Dans  la  première,  j'examine  le  cas  où  n  =  i.  Si  le  degré  m  est  un  nombre 
premier  et  si  le  coefficient  du  terme  de  degré  m  —  i  dans  l'équation  H  n'est  pas 
nul,  l'équation  est  abélienne  et  toutes  les  racines  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  de  la  variable  et  de  l'une  quelconque  d'entre  elles.  L'équation  diffé- 
rentielle Y  possède  un  système  fondamental  d'intégrales  dont  l'une  est  ration- 
nelle et  les  /?  —  I  =  m  —  2  autres  racines  /n-èmes  ^jg  fonctions  rationnelles.  Dans 
ce  cas,  l'équation  auxiliaire  y  =  o,  de  M.  Jordan,  est  du  premier  degré. 

»  Dans  la  deuxième  Partie,  j'étudie  le  cas  de  ri  =  2.  Si  m  est  un  nombre  pre- 
mier et  si  le  terme  du  degré  m  —  i  ne  manque  pas  dans  l'équation  H,  H  peut 
encore  être  une  équation  abélienne  et  l'équation  différentielle  admet  un  système 
fondamental  pareil  à  celui  qui  a  été  défini  dans  la  première  Partie.  Mais,  de 
plus,  H  peut  être  telle  que  toutes  les  racines  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  la  variable  et  de  deux  d'entre  elles.  L'équation  différentielle  admet 
alors  un  système  fondamental,  dont  une  intégrale  est  rationnelle  et  dont  les 
p —  i  =:  m  —  3  autres  sont  de  la  forme  \/^{u),  où  4'  désigne  une  fonction  ra- 
tionnelle de  la  variable  et  d'une  racine  u  d'une  équation  du  second  degré  à 
coefficients  rationnels. 

»)  L'équation  auxiliaire  X  =  o  de  M.  Jordan  est  du  second  degré,  et  les  diverses 
équations  binômes  sont  toutes  du  degré  m. 

»  La  troisième  Partie  traite  du  cas  n  =  3.  Le  degré  m  est  encore  un  nombre 
premier  et  le  terme  du  degré  ni  —  i  existe  dans  l'équation  H.  Après  avoir  donné 
un  certain  nombre  de  propositions  générales,  je  suis  forcé,  pour  traiter  complè- 
tement la  question,  de  me  restreindre  aux  degrés  premiers  inférieurs  à  20.' 
J'énonce,  dans  ce  dernier  cas,  deuv  théorèmes  : 

»  1°  S\  p  —  i  —  m  —  4  est  un  multiple  de  3,  l'équation  H  est  telle  que  toutes 
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les  racines  s'cxprirnciiL  raLionncIlcincnt  en  fonction  de  la  variable  et  de  deux 
quelconques  d'entre  elles.  J^'équation  dinérentielle  possède  un  système  fonda- 
mental dont  une  intégrale  est  rationnelle  et  les  />  —  i  =  m  —  \  autres  sont  de 
le  forme  \J<i^{u,x),  où  (^  désigne  une  fonction  rationnelle,  x  la  variable,  u  une 
racine  d'une  é(iuation  abélienne  du  troisième  dc^'ré  à  (coefficients  rationnels.   » 

»  L'équation  auxiliaire  de  AL  Jordan  est  une  équation  abélienne  du  troisième 
degré. 

»  Si  /)—  I  =  m  —  /i  n'est  pas  un  multiple  de  3,  les  résultats  ne  diffèrent  en 
rien  de  ceux  de  la  première  Partie. 

»  Dans  la  quatrième  Partie,  je  me  borne  à  indir}ucr  la  marche  à  suivre,  si 
l'on  voulait  réellement  appliquer  la  méthode  à  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle donnée.  » 

Mathieu  {I^-).    —   Mémoire    sur  le   mouvement   vibratoire    des 
cloches.  {l'j^-'À^-j). 

L'auteur  établit  d'abord  la  théorie  du  mouvement  vibratoire  des  lames 
courbes. 

Relativement  aux  cloches,  il  suppose  l'épaisseur  variable,  le  long  d'un  mèuie 
méridien. 

Dans  une  cloche,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  les  plaques  planes,  le 
mouvement  tangentiel  et  le  mouvement  normal  sont  fournis  par  trois  équa- 
tions non  indépendantes.  La  hauteur  des  sons  d'une*  cloche  ne  varie  pas 
quand  son  épaisseur  varie  partout  dans  un  môme  rapport. 

On  ne  peut  pas  choisir  le  méridien  et  la  variation  de  l'épaisseur  de  façon 
qu'une  cloche  ne  vibre  que  normalement. 

Étant  donnée  une  cloche,  on  peut,  en  frottant  le  bord,  développer  un  mouve- 
ment vibratoire  tournant  que  l'auteur  apprend  à  calculer. 

Il  n'y  a  que  les  cloches  sphériques  d'épaisseur  constante  auxquelles  on  puisse 
communiquer  un  mouvement  vibratoire  purement  tangentiel,  sans  être  tour- 
nant. 

M.  Mathieu  intègre  les  équations  différentielles  du  mouvement  vibratoire  le 
plus  général  d'une  cloche  sphérique,  équations  qui  sont  fort  compliquées. 


NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,   rédigées  par  MM.   Gero.no  el 
Cii.  Brisse  (1).  —  3^  série. 

Tome  I;   1882,  2°  semestre. 

Resal  (H.).  —  Sur  la  courbe  synchrone  de  la  cycloïdc.  (289-295). 

La  courbe  synchrone  de  cycloïdes  ayant  leurs  bases  hori/onlalos  et  un  point 
de  départ  commun  est  représentée  par  une  équation  très  comphquéc;  cette 
courbe  est  une  trajectoire  orthogonale  des  cycloïdes;  c'est  cette  dernière  pro- 


(')  Voir  Bulletin,  VIL,  18. 
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priéLé  que  M.  Resal  éLabliL  en  partie  par  le  calcul,  en  partie  géométriquement; 
il  donne  aussi  de  nombreuses  propriétés  de  la  courbe.  Bernoulli  {Acta  Eiud., 
1697)  et  Euler  {Mech.,  t.  II)  se  sont  aussi  occupés  de  ce  problème. 

Halphen.  —  Sur  la  théorie  du  déplacement.  (296-299). 

Trois  positions  quelconques  d'une  même  figure  dans  l'espace  sont  les  symé- 
triques d'une  seule  et  même  figure,  prises  respectivement  par  rapport  à  trois 
droites. 

Chaque  axe  de  symétrie  est  la  perpendiculaire  commune  aux  axes  de  deux 
des  déplacements  hélicoïdaux  qui  amènent  les  figures  données  les  unes  sur  les 
autres. 

Ces  propositions  généralisent  un  théorème  intéressant  de  M.  C.  Stephanos  sur 
le  déplacement  des  figures  planes  {Bulletin  de  la  Soc.  Philom.,  VI.,  i3). 

Lignine  {V.).  —  Sur  quelques  propriétés  géométriques  du  mou- 
vement d'un  point.  (3oo-3o6). 

Nouvelle  démonstration  d'une  propriété  due  à  M.  d'Ocagne  {Nouv.  An?ï., 
même  Tome,  p.  44)-  M.  Liguine  considère  la  courbe  qui  décrit  l'extrémité  V  de 
la  vitesse,  dans  le  mouvement  d'un  point,  et  il  applique  à  cette  étude  la  notion 
si  féconde  des  quantités  géométriques.  Rapprocher  de  cette  Note  les  travaux 
si  remarquables  de  Sourof  sur  les  questions  de  Cinématique. 

De  Saint-Germain  {A.).  —  Sur  les  équations  de  l'équilibre  asia- 
tique. (3o6-3i  i).  I 

L'auteur  ramène  le  cas  général  à  celui  des  forces  parallèles;  et  cette  réduc- 
tion lui  fournit  un  moyen  des  plus  faciles  pour  obtenir  les  douze  équations  de 
l'équilibre  astatique, 


Orlof  [G.).  —  Sur  une  intégrale  double.  (3ii-3i8). 

11  s'agit  de  l'intégrale  double  suivante,   étudiée   par  Didon  {A/in.  de  l'École 
Norm.  sup.,  t.  VII,  1870)  : 


i 


// 


(i — X- — j'")2      (]  —  2ax-\-à-)     2(1  —  2by-\-b'^)     ^^dxdy. 


Si  x"^ -^  y"^  <,  il  a  <C  i  :  0  <^i,  et  si  \x  est  un  entier  positif,  la  valeur  de  l'inlé- 
grale  ne  dépend  que  de  ab.  L'auteur  étend  cette  propriété  au  cas  de  ;x  fraction- 
naire positif;  il  donne  quelques  autres  résultats  intéressants. 

Brassinne  {E .).  —  Généralisation  du  théorème  de  Brianchon  et 
de  l'hexagone  de  Pascal.  (3 1 8-3 19). 

Extension  à  des  polygones  de  211  côtés,  circonscrits  ou  inscrits  à  une  conique. 


I 


Brassinne  {E.).  —  Manière  directe  de  ramener  la  composition 
des  forces  concourantes  à  la  théorie  du  levier.  (32o-32i).  f 

Démonstration  intéressante,  mais  qui  nous  semble  plus  nouvelle  dans  la  forme 
que  dans  le  fond. 
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Hoffmann  (/^.).  —  Théorème  rclalif"  à  un  ccrlain  réseau  de  quatre 
sections  coniques.  (3:2i-3a4). 

Voici  l'énoncé  de  la  propriété  dont  il  s'agit  :  Soient  trois  droites  A,  B,  C,  un 
point  S  et  une  conique  K3,  de  foyer  S,  et  touchant  A,  B,  en  a^,  ^3;  si  I)  est  une 
tangente  mobile  à  Iv,  et  si  K,,  Kj  sont  des  coniques,  de  foyer  S,  telles  que 

K,  touche  B,  C,  D  en  Ji,,  y,,  0,, 
Kj  touche  A,  C,  D  en  a,,  y.^  Oj, 

la  distance  Ojô.,  est  toujours  vue  sous  le  mùnne  angle  du  point  S. 

Rouché  {E ')•  —  Sur  la  méthode  des  isopérimètres.  (325-329). 

L'auteur,  tirant  parti  de  deux  propriétés  nouvelles  des  apothèmes  et  des 
rayons,  dues  à  M.  Désiré  André,  perfectionna  notablement  la  méthode  des  iso- 
périmètres. Au  lieu  de  prendre  a,,  et  /',,  dans  la  suite  de  Schwab, 

«I,     /',,     Cl2f    l\l     '  '  ' 

pour  valeurs  approchées  de  —  ?  il  prend  r,.  —  ~  (/■/;_,  —  r,.),  a^  -+-  -^  (a^  —  a,._^  ). 
L'avantage  qui  en  résulte  est  considérable. 

CoRiiESPONDAivcE.  —  G.  Bcivrone  :  Les  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  sur  les  côtés  a,  a! ^  ...  d'un  polygone  plan  détermi- 
nant les  segments  /?,  /?< ,  />',  />',,...,  on  a 

ap  -f-  o! p'  H- . . .  =  «/>i  -h  Cl! p\  -t- . . . . 

—  P.-V.  Schaewen  :  Propriété  du  quadrilatère  inscriptible  et 
circonscriptible  à  un  cercle.  —  J .-B.  Pomey  :  Sur  l'aire  d'une 
certaine  roulette.  (33o-332). 

Bibliographie.  —  Introduction  à  la  méthode  des  Quaternions,  par 
G. -A.  Laisant,  député,  docteur  es  sciences ,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Polytechnique;  Paris,  1881,  i  vol.  in-8°.  Compte 
rendu  par  M.  H.  Brocard.  (332-335). 

Questions  proposées.  —  1404  à  i410.  (335-336). 

Resat  {H.).  —  Développements  sur  la  question  relative  à  l'in- 
fluence de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le  mouvement  du  pendule. 
(337-343). 

Dans  cette  étude,  l'auteur,  comme  il  l'annonce  lui-même,  a  cherché  à  pousser 
plus  loin  l'approximation  qu'on  ne  le  fait  d'habitude,  et  à  tenir  compte  de  la 
composante  de  la  rotation  de  la  Terre,  estimée  suivant  le  rayon  parallèle  à  la 
méridienne. 

Realis  (S.).  —  Sur  quelques  intégrales  indélinies.  (343-35  i). 
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Conséquences,  obtenues  par  voie  de  substitution,  au  moyen  de  la  formule 

cly 


f. 


r'  + 1 


arc  tangjK  +  const. 


Parmi  les  intégrales  qu'obtient  ainsi  M.  Realis,  il  est  intéressant  de  noter  les 
suivantes  : 

/(qn  -M  )  ^  =p  I  dx  r  {n-i--2)x  zf.  n  dx 


f 


I  ±  X"  dx 


I^    X"      ^a   _|_    p  ^    _|_  y  ^S   _J_    j3   ^3    _|_   ^  ^i 


On  intègre  donc  par  les  procédés  ordinaires  des  expressions  qui  sembleraient  au 
premier  abord  rentrer  dans  les  intégrales  elliptiques. 

Un  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Composition 
mathématique  pour  l'aclmission  à  l'Ecole  Polytechnique  en 
1882.  Solution  géométrique.  (35 1-356). 

Propriétés  d'une  conique  passant  par  les  points  d'intersections  de  deux  circon- 
férences et  tangentes  à  ces  circonférences.  | 

Moret-Blanc.  —  Démonstration  des  propositions  de  M.  Lionnet, 

énoncées  t.  XXo,  p.  5 14.  (357-365).  I 

Sur  les  nombres  triangulaires  i  et  10;  propriétés  des  nombres  i  et  5;  sur  les 
propriétés  de  plusieurs  nombres  impairs  consécutifs. 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Centrale  en  1881;  seconde  ses- 
sion. —  Géométrie  analytique;  Trigonométrie;  Physique  et 
Chimie;  Epure.  (365-368). 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1367.  (368-371). 
Propriétés  d'équations  algébriques. 

Pisani{F.).  —  Solution  de  la  question  1368.  (371-373). 
Formules  relatives  aux  projections  de  trois  points  sur  un  certain  plan. 

Choudadov .  —  Solution  de  la  question  1375.  (374-376). 
Volumes  engendrés  par  certaines  figures  tournantes. 

BorlettL  [F.).  —  Solution  de  la  question  1377.  (376-377). 
Intégration  de 


/ 


2  a?  H-  3  dx 


x'-{-ix-^l     y/x(jcH-l)  (37+  •>)  (X-H3) 


et  de 


r 


"ix  —  I  dx 


X''  —I    ./.rî 


\'X^  -\-  X-  —  X  —  i 


I 
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JJoj'letli  {F.).  —  Solution  de  ia  question  1379.  (•>77-379). 

PropricLc  du  triangle  ayant  pour  côtés  j5,  2G,  3-. 

Leblond  {A.).  —  Solution  de  la  question  1380.  (3y9-38o). 
Sur  une  tangente  commune  à  deux  circonférences  qui  se  coupent. 

Moret-Blanc,  —  Solution  de  la  question  1380.  (38o-38i). 
Propriété  de  l'hyperbole  équilatcre. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1397.  (382). 
Sur  une  conique  inscrite  dans  un  triangle. 

Questions  proposées.  —  1411  à  1417.  (382-384). 

Mannheim  (A.).  —  Premiers  éléments  de  la  Géométrie  descrip- 
tive. (385-4oo,  433-45o). 

Excellente  introduction  à  l'étude  de  la  Géométrie  descriptive,  dans  laquelle 
l'auteur  a  introduit  les  modifications  qui  lui  ont  été  suggérées  par  une  longue 
pratique  de  l'enseignement. 

Avant  d'essayer  une  analyse  sommaire  de  ces  deux  articles,  indiquons  les  di- 
visions principales  : 

Lignes  droites  et  plans  en  projections  orthogonales.  —  Représentations  d'un 
corps  en  projections  orthogonales.  —  Problèmes  descriptifs.  —  Problèmes  mé- 
triques. 

La  modification  essentielle  qu'introduit  M.  IMannheim  consiste  dans  la  sup- 
pression de  la  ligne  de  terre.  Il  n'y  a  plus  ainsi  de  points  derrière  le  plan  verti- 
cal ni  au-dessous  du  plan  horizontal.  Une  épure  n'est  plus  considérée  comme 
résultant  nécessairement  du  rabattement  du  plan  vertical.  C'est  tout  aussi  bien 
le  plan  horizontal  qu'on  peut  supposer  rabattu  sur  un  tableau  vertical. 

Les  problèmes  élémentaires  ne  sont  pas  compliqués  par  cette  modification; 
et  l'exposé  de  ces  problèmes  est  éclairci  par  des  applications  pratiques  dont  le 
choix  est  très  heureux.  Il  serait  à  désirer  que  cette  nouvelle  méthode  d'ensei- 
gnement vint  à  prendre  faveur.  M.  Charles  Brisse,  de  son  côté,  en  avait,  paraît- 
il,  pris  l'initiative  dans  son  Cours,  publié  en  novembre  1881. 

Walecki.  —  Équation  en  s  de  degré  Jii  et  décomposition  d'une 
forme  quadratique  en  carrés.  (4oi-4og,  556-56o). 

Étude  intéressante  sur  la  généralisation  de  l'équation  en  s  qu'on  rencontre 
dans  la  "théorie  des  surfaces  du  second  ordre.  Soient  :  D,  un  déterminant  de 
degré  m,  à  éléments  réels,  et  symétrique;  D  ce  qu'il  devient  (juand  on  diminue 
de  SJes  éléments  de  sa^diagonale  principale.  L'équation  D  =  o  est  celle  qu'exa- 
mine M.  Walecki,  et  il  en  donne  de  nombreuses  propriétés. 

Ley  {[!.).  —  Concours  d'admission  à  l'Ecole  spéciale  militaire  en 
1881; ^solution  de  la'question  proposée.  (4io-4i3). 
Section  elliptique  d'un  cône  de  révolution.^ 
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Ecole  spéciale  militaiîie  (Concours  de  1882).  —  Enoncés  de  la 
composition  de  Mathématiques  et  de  l'Epure.  (4i3-4i4)- 

Correspondance.  —  A.  Causse  :  Sur  les  cercles  inscrit  et  exin- 
scrit d'un  triangle.  —  J.  Thomas  :  Sur  la  question  13o8.  (4i5.) 

Kromtz  {H.-J,).  — Solution  de  la  question  1322.  (419-421). 
Limite  du  rapport  de  deux  séries. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1369.  (422-423). 
Propriété  de  l'ellipsoïde. 

Goffart{N.).  —  Solution  delà  question  1370.  (424-426). 
Construction  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole. 

Realis{S.).  —  Solution  de  la  question  1378.  (426). 
Sur  une  équation  qui  n'a  pas  de  racine  entière. 

Cartier  {H.).  —  Solution  de  la  question  1381.  (426-428). 
Problème  sur  la  circonférence. 

Ley.  —  Solution  delà  question  1383.  (428-43o). 
Propriété  de  la  circonférence. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1400.  (43o-43i). 

Propriété  du  triangle. 

Questions  proposées.  —  1418  à  1422.  (43i-432). 

Marchand  (/.).  —  Note  sur  un  développement  d'une  fonction  en 

série.  (450-458). 

Ce  très  intéressant  article  débute  par  le  lemme  suivant,  qui  est  presque  évi- 
dent, mais  qui  n'a  cependant  pas,  à  notre  connaissance,  été  énoncé  jusqu'ici  : 
on  a 


j      /{x)dx=j      f(,x-i-ix^—x)dx, 


l'intégrale  étant  finie  et  déterminée. 

En  partant  de  cette  très  simple  remarque,  M.  Marchand  arrive  à  une  très  cu- 
rieuse généralisation  des  formules  de  Maclaurin  et  de  Taylor.  Voici  la  dernière 
de  CCS  formules  : 

/(a  +  ^)— /(«-f-Xo)  =  -^f'{a-^x^)  —  •I-«/'(a-f-:r) 

-\-  —f'\a  +  x^)-^  f"{a+x) 
1.2  \  .">. 
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l/aulom-  (loiino  m  (nilii;  la  forme  «lu  reste  H'/^.  Il  tiLciid  ensiiilo  rcs  runiiulrs 
,\u  cas  (le  |)liisicurs  variables  indépendanles. 

Ilabicli  {E')'  —  Théorème  de  Ginénialicjuc.  (458-462). 

Ce  théorème  est  relatif  au  mouvement  d'une  figure  plaur;  dans  son  jdan. 

Antomari  {JC.).  —  Relation  entre  les  distances  mutuelles  :    i"  de 

quatre  points  situés  sur  un  même  cercle  ;  2"  de  cinq  points  situés 

sur  une  même  sphère.  (462-464). 

Démonstralion  nouvelle  de  ces  relations,  données  dans  le  Traite  de  Géomé- 
trie de  M.M.  Kouché  et  de  Gomberousse. 

CoMPOsiTiors's  données  aux  examens  de  licence  dans  les  différentes 
Facultés  de  France,  en  1880.  Enoncés  des  Facultés  de  Bor- 
deaux, Caen,  Grenoble,  Lyon,  Montpellier,  Nancy,  Toulouse, 
Rennes,  Glermont,  Lille.  (465-472,  516-019). 

GoRiiEspoNDAJNCE  :  M.  //.  Fcture  :  à  propos  de  la  question  1414  et 
d'une  propriété  de  deux  sphères.  (472-473  ). 

Fauquembergue  {E.).  —  Solution  de  la   question   1337.   (473- 

475). 

Problème  sur  la  cissoïde. 

Moret-Blanc,  —  Solution  de  la  question  1404.  (475-476). 

kt^  H-  Bi^^  -h  C  peut  toujours  être  rendu  divisible  par  7,  A,  13,  G  étant  entiers, 
positifs  ou  négatifs,  et  non  divisibles  par  7. 

Lionnet.  —  Solution  de  la  question  1408.  (476-478). 
Problème  sur  la  partition  des  nombres. 

Bénezech  {E .).  —  Solution  de  la  question  1409.  (478-479)- 
Problème  sur  le  triangle  isoscèle. 

Questions  proposées.  —  1423  à  1426.  (479-480). 

Resal{II.).  —  Sur  les  propriétés  mécaniques  de  lalemniscate.  (48 1- 

490). 

Après  avoir  sommairement  rappelé  les  propriétés  géométriques  principales  de 
la  lemniscate,  l'auteur  démontre  par  l'analyse  le  théorème  de  Saladini,  et  celui 
de  M.  O.  Bonnet.  H  donne  aussi  une  démonstration  géoniélriquc  de  ce  dernier 
théorème. 

CoUignon    (E.).  —  Note    sur   la    résolution,    au    unucn    do    la- 
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bleaux   graphiques,   de  certains   problèmes  de   Cosmographie. 
(490-508). 

Ce  très  intéressant  article  fait  suite,  en  quelque  sorte,  à  une  Note  précédente, 
publiée  clans  le  même  Recueil,  sur  un  Tableau  graphique  donnant  les  heures  du 
lever  et  du  coucher  du  Soleil.  Ici,  l'auteur  montre  comment  ce  Tableau  peut 
fournir  l'heure  du  passage  du  Soleil  dans  le  plan  vertical  est-ouest,  et  comment 
on  peut  tenir  compte  de  la  durée  du  crépuscule.  Ce  travail  porte  l'empreinte  de 
la  netteté  et  de  l'originalité  qui  caractérisent  l'esprit  de  M.  Collignon. 

Gcunhey.  —  Solution  d'une  question  de  Mécanique  proposée  au 
Concours  d'agrégation  en  187g.  (5o8-5i5). 

Mouvement  d'un  point  pesant  sur  la  surface  d'un  cône  vertical  de  révolution, 
ce  point  étant  attiré  par  le  sommet. 

CoïiRESPGivDAjNCE.  —  H,  Rescil  :  Sur  la  chaînette.  (5 1 55 16). 

CojNcouRs  GÉNÉRAL  DE  1882.  —  Mathématiques  spéciales;  énoncé 
de  la  Composition.  (519). 

Catalan  {E .).  — Notes  diverses.  (5ig-52i). 

Isopérimètres;  propriétés  des  nombres;  propriété  du  pentagone  inscrit. 

Un  anonyme.  —  Solution  de  la  question  1412.  (522-523). 
Propriété  du  triangle. 

Un  anonyme.  —  Solution  de  la  question  14-14.  (523-026). 
Sur  deux  circonférences  dans  deux  plans  rectangulaires. 

Il.-B.  D.  —  Solution  de  la  question  1415.  (526-52^). 

'aa7  +  3  3  dx 


Intégration  de 


r 


Questions  proposées.  —  1427  à  1429.  (027-528). 

Biehler  {C .).  —  Sur  l'élimination.  (529-542). 

Ce  Mémoire  renferme  d'assez  nombreuses  propositions,  dans  lesquelles  il  csl 
fait  grand  usage  des  déterminants. 

Laguerre.  —  Transformation  par  semi-droites  réciproques.  (542- 
556). 

M.  Laguerre  donne  ici  un  intéressant  résumé  et  des  applications  de  sa  théorie 
des  cycles;  un  cycle  est  une  circonférence  parcourue  dans  un  sens  déterminé. 
Une  semi-droite  est  la  figure  décrite  sur  une  droite  par  un  point  mobile,  égale- 
ment dans  un  sens  déterminé.  Après  avoir  établi  quelques  propriétés  générales, 
l'auteur  étudie  cette  transformation  spéciale  qu'il  appelle  par  semi-droites  réci- 
jn'oques,  et  qui  donne  naissance  à  d'assez  curieuses  applications. 


HEVUE   DES   PUBLICATIONS.  i«-> 

Laquièrc.  —   (jonstiucllons  f^comcHriqucs   de   l;i    lan^frUc   cL  du 
rajon  de  cuurburc  des  sections  j)lancs  <lu  lorc.  (5()i-.*)()5). 

Ces  élégantes  conslruclions  sont  olttcimcs  par  M.  I,;u|iii('Tc  en  (DnsidcTant   le 
tore  comme  l'enveloppe  rrnne  sphère  de  rayon  eonslanl. 


■M»»  4^»— 


ANNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  ('). 

('■>"  série.  —  Tome  V.  —  i"""  semestre  i883. 

Fortet  (-D.).  —  Calcul  et  tracé  des  panneaux  des  voûtes  biaises. 
(26-33  ;  I  pL). 

Description  d'nne  méthode  permettant  d'obtenir  facilement  les  panneanx  des 
voussoirs  d'une  voûte  biaise.  On  ne  s'occupe  que  des  appareils  ayant  leurs 
lits  engendrés  par  des  droites  parallèles  aux  tètes. 

Les  quatre  relations  trigonométriques  obtenues  s'appli(juent  à  tous  les  appa- 
reils de  ce  genre,  et  notamment  à  l'appareil  hélicoïdal  et  à  l'appareil  orthogo- 
nal, avec  de  grandes  simplifications  dans  ce  dernier  cas. 

La  détermination  des  angles  qui  résulteraient  de  ces  relations  peut  se  faire 
très  commodément  au  moyen  de  constructions  graphiques. 

Les  rayons  de  courbure  possèdent  également  des  relations  très  simples  avec 
les  lignes  trigonométriques  des  angles  considérés, 

Bazaine.  —   Influence  des  irrigations  sur  Paltilude  d'une  nappe 
souterraine.  (34-6o;  3  fîg.,  i  pi.). 

La  Ville  de  Paris  s'est  trouvée  engagée,  pendant  plusieurs  années,  dans  une 
série  de  procès  pour  dommages  de  diverses  natures  attribués  aux  irrigations  de 
la  plaine  de  Gennevilliers  au  moyen  des  eaux  d'égout,  procès  dans  lesquels  cer- 
tains réclamants  ont  demandé  des  indemnités  considérables.  D'autre  part,  de 
nombreux  et  importants  projets  d'irrigation  sont  aujourd'hui  à  l'élude,  et  les 
circonstances  qui  se  sont  produites  à  Gennevilliers  se  présenteront  très  proba- 
blement dans  plusieurs  localités  placées  dans  des  conditions  analogues.  Hien 
qu'il  soit  fort  difficile  de  déterminer  d'une  manière  exacte  la  part  incombant 
aux  irrigations  dans  la  surélévation  d'une  nappe  souterraine,  il  peut  néanmoins 
être  utile  d'établir  certaines  bases  bien  précises,  susceptibles  d'éclairer  la  pra- 
tique ou  la  réglementation  des  arrosages,  et  de  guider,  en  cas  de  procès,  les 
experts  chargés  d'apprécier  les  réclamations  produites. 

L'auteur  divise  son  étude  en  trois  Parties  : 

1"  Théorie  mathématique  de  quelques  cas  particuliers  du  niouvemcnl  des 
eaux  à  travers  un  sol  perméable.  Mouvement  vertical  de  lillralion:  mouve- 
ment de  l'eau  après  qu'elle  a  remonté  une  surface  imperméable  sensiblement 
horizontale.  Mouvement  parabolique  de  la  masse, 

2°  Application  de  cette  théorie  à  quelques  exemples,  tirés  de  la  ])ralique  des 
irrigations  à  Gennevilliers.  Détermination  des  données. 

Bidl.  des  Sciences  malhém.,  2'  série,  t.  VIL  (Octobre  iSS.'k)         H.i.'> 
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3°  Comparaison  des  résultats  de  la  théorie  avec  les  faits  observés  dans  la 
plaine  de  Gennevilliers. 

Séjourné.  —  Fondations  à  Tair  comprimé  d'un  pont  sur  la  Ga- 
ronne, à  Marmande.  (92-204  ;  6  fîg.,  5  pi.). 

Ce  Mémoire,  surtout  descriptif,  renferme  des  données  mathématiques  sur  les 
quantités  de  travail  à  développer  pour  comprimer  à  une  pression  p  un  poids  ou 
un  volume  donné  d'air  ou  pour  mettre  à  sec,  en  une  heure,  à  l'air  comprimé  et 
par  épuisements,  la  fouille  correspondant  à  une  surface  S  de  massif  de  fonda- 
tion. 

Lagrené  {II.  de).    —  Mesure  des  vitesses   et  des  débits  dans  un 
cours  d'eau  rapide  et  profond.  (219-246;  i2f]g.,  2  pi.). 

Description  des  procédés  et  des  appareils  employés  pour  mesurer,  au  moyen 
du  moulinet,  les  vitesses  de  l'Elbe,  du  Danube  et  d'autres  cours  d'eau  impor- 
tants de  l'Autriche.  Analyse  abrégée  de  l'Ouvrage  publié  en  allemand  par 
M.  Harlacher,  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique  de  Prague  et  chef  des  travaux 
hydrométriques  de  la  Bohème. 

Resal.  —  Effets  des  charges  roulantes  sur  les  ponts  métalliques. 

(277-299)- 

Dans  un  premier  Mémoire  (voir  Bulletin,  VIIj,  p.  116),  l'auteur  a  indiqué  une 
formule  permettant  de  déterminer  l'effet  d'une  charge  roulante  sur  un  pont 
métallique.  Cette  formule,  qui  repose  sur  plusieurs  hypothèses  plus  ou  moins 
admissibles,  lui  a  paru,  malgré  l'incertitude  de  son  point  de  départ,  s'accorder 
assez  bien  aux  divers  faits  d'expériences.  Les  conséquences  qu'il  en  déduit,  par 
des  calculs  fort  simples,  dans  ce  nouveau  travail,  pourront  être  également  sou- 
mises au  contrôle  expérimental,  afin  de  décider  le  degré  de  confiance  qu'elles 
méritent. 

Guihal.  —  Marche  des  bateaux  à  vapeur  en   courbe.   (346-377; 

,  pi.). 

L'auteur  a  été  conduit  à  étudier  cette  question  avec  assez  de  détails,  à  cause 
des  formes  et  des  dimensions  exceptionnelles  des  bateaux  à  vapeur  qui  devaient 
fréquenter  un  canal  de  grande  navigation  du  Rhône  au  port  de  Cette.  Ces  ba- 
teaux, que  l'on  ne  rencontre  guère  que  sur  le  Rhône  et  la  Saône,  ne  peuvent 
mieux  être  définis  qu'en  les  comparant  à  de  longues  aiguilles  de  iSo"  à  1:^0" 
de  longueur  pour  lesquelles  les  canaux  ordinaires,  tels  qu'ils  sont  établis,  ne 
seraient  pas  accessibles. 

Diirand-Clave  {L.).  —  Sur  l'évaluation  des  surfaces  de  déblai  et 

de  remblai.  (4o2-4o4;  2  ^g-)- 

Perfectionnement  important  imaginé  par  M.  d'Ocagne,  et  destiné  à  rendre 
absolument  prati(|ue  le  profilomètre  de  M.  Siégler. 

Allard  (A.).    —   Portée   des   sons  et  carachrcs   à   allribuer  aux 
signaux  sonores.  {y)Ç')--Cy\\\  9  fig.). 


lUîVUK   DKS  PUBIJCATIONS.  187 

Les  expériences  sur  la  portée  des  sons  ne  sont  j)as  nombreuses  et  oflr<;nl  rrr- 
taines  difnrnlt(';s.  Les  expériences  disentées  dans  «e  Mémoire  ont  été  fait(;s  en 
1861-1862  à  Boulogne-sur-Mcr;  à  Douvres,  en  iH-'^;  aux  environs  de  New-York, 
en  iS-^/i- 187.5,  et  à  l'emboncliurc  de  l'KlIx',  en  1K80.  Elles  ont  porté;  sur  des 
cloches,  des  trompettes  et  des  silllcts  à  vapeur  et  sur  des  cornets  débrouillard. 

Influence  du  vent  sur  la  portée.  Formule  de  la  portée  des  sons.  Conséquences 
de  cette  formule.  Travail  nécessaire  pour  obtenir  différentes  portées. 

Caractères  des  signaux  sonores.  Signaux  à  un  ou  deux  sons  égaux  on  itn'- 
gaux. 

Lavollée.  —  Ouvrages  mobiles  des  barrages  de  la   liaule  Seine. 

(622-649;  2  fig.,  2  pi.). 
Résistance  et  stabilité  des  mécanismes.  Vannes-pavillons.        '  II.  15. 
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N°  14;  7.  octobre. 

Dumas.  —  Passage  de  Vénus  sur  le  Soleil.  (5^3). 

Resal.  —  Sur  le  choc  des  corps  iiuparfaitement  élastiques.  (5^8). 

Perte  de  force  vive  résultant  du  choc  de  deux  corps,  considéré  au  point  de 
vue  le  plus  général.  De  l'efTet  d'un  coup  de  queue  horizontal  sur  une  bille  de 
billard. 

S.  M.  U Empereur  du  Brésil.  —  Dépêche  relative  à  une  comète 
observée  par  M.    Cruls  à   l'Observatoire  de    Rio   de  Janeiro. 

(593). 

il  André  (C).    —  Observations  des  comètes  Bainard  et  Common 
(1882)  à  l'Observatoire  de  Lyon.  (agS). 

Picard  (E.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  uniformes  de  deux 
variables  indépendantes.  (;)94)- 

M.  Poincaré  a  établi  que  toute  fonction  fuchsienne  pouvait  être  obtenue  par 
l'inversion  du  quotient  de  deux  intégrales  d'une  équation  linéaire  du  second 
ordre  à  coefficients  algébriques. 

M.  Picard  a  montré  dans  une  Communication  précédente  commonl  ce  point 
de  vue  pouvait  être  étendu  au  cas  de  deux  variables;  si  l'on  considère  les  équa- 
tions linéaires  simultanées  aux  dérivées  partielles 

s  =  ap  -h  bq  +"  c^,     r  —  a^p  -\-  b^q  -{-  c^z, 
(')  Voir  Ihiiïelin,  VII^,  9^. 
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où  les  coefficients  sont  fonctions  algébriques  des  variables  x  et  y,  si  l'on  sup- 
pose que  ces  équations  aient  trois  solutions  communes  w,,  w,,  W3,  linéairement 
indépendantes,  si  enfin  les  équations 


^3    _ 


donnent  pour  a?  et  y  des  fonctions  uniformes  de  u  et  de  v^  on  sera  parvenu  à 
des  fonctions  de  deux  variables  entièrement  analogues  aux  fonctions  fuch- 
siennes. 

Ces  circonstances  se  présentent  pour  les  équations 

3(^— r)5  =  /?  — ^, 
qx{x  —  \){x  —  y)r  -\-  (5x"^  —  4 ^y  —  3 ^  —  iy)  3y^ 

+  3j'(i— y)^—  {x—y)z  =  0, 

qui  admettent  les  trois  solutions  communes,  linéairement  indépendantes, 


'^  du 
où 


^j'  =  u{u  —i){u  —  a?  )  (  ?*  —  JK  ) , 

o-  désignant  successivement  x,  y  et  l'unité;  M.  Picard  développe  cet  exemple  et 
parvient  ainsi  à  des  fonctions  uniformes  de  deux  variables  indépendantes,  dé- 
finies seulement  pour  des  valeurs  de  ces  variables  qui  satisfont  à  une  condition 
d'inégalité  et  qui  se  reproduisent  pour  un  groupe  de  substitutions  linéaires.  Se 
plaçant  ensuite  à  un  point  de  vue  différent,  il  considère  le  groupe 

/  Ao  -f-  B.,  t^  +  Co  u    A,  -{-  B^v  -h  C^u 

(i)  (ii^v,  3  .  . 


AjH-hjP+C,M    A,  H- BjÇ' -f- CjM 

où  les  A,  B,  C  satisfont  aux  relations 

C,  7-2  +  C2 y ,  +  C3 y^  =  A,  p,  +  A2  p,  4-  A3  p3  =  I , 
A,  a,  -t-  Ajaj  +  Agttj  =  o, 
B.p^  +  B.p. +  B3i33  =  o, 
Cj»,  -T-  Cj^i  4-  C^y-:i  =  o, 

C,  1^2  -i-C2?,-f-C3  33  =  0, 

les  lettres  grecques  étant  les  conjuguées  des  grandes  lettres  correspondantes  cl 
les  A,  B,  C  étant  des  entiers  complexes  formés  avec  les  racines  cubiques  i\c. 
l'unité;  M.  Picard  a  déjà  étudié  ce  gi'oupe  au  point  de  vue  arithmétique;  si  l'on 

fait 

V  I   V  — I 

u  =  — >     V  ■--  - > 

V  H-  1  2    \   +  1 

au  groupe  (i)  correspond  le  groupe 

/  M3-1-P3V-1-R.U    M^  +  P^VH-RaX 

^"^  \    '     '  M,  4-  P,  V  +  H,  U  '  M,  +  P,  \  +  R,  U  ; 

Soit   maintenant  H(U,  V)  une  fonction  ralioMuelIc  de  U  et  V  restant  continue 
j)oui'  tout  système  de  valeurs  de  l'  et  ^'  telles  i\uc  la  somme  des  carrés  de  leurs 
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modules  soit  inf«'ri(Mirc  à  i,  la  sôric 

^      \  xM,  +  P,  V  H-  K,  U  '  !M,  H-  P,  V  +  n]v)  (  M,  -r-  P,  V  -t-  H,  L  )^"'' 

où  m  est  un  enlier  supérieur  à  deux,  étendue  à  toutes  les  substitutions  dn 
groupe  (2),  esl  converf,'ente  et  représente  une  fonetion  uniforme  et  ronlinue  de 
U  et  V  définie  seulement  pour  les  valeurs  de  U  et  V  (jui  satisfont  à  la  condition 
précéflemment  énoncée. 

Celte  fonction  jouit  de  la  propriété 


F 


M,  -f-  P,  \  +  K,  U  '  IM,  +  P,  V  +  H,  U  / 

=  (M, +  P,V-hK,U)3"'F(U,  V); 


ainsi  le  (juolient  de  deux  telles  fonctions  restera   inaltéré  par  les  suhslitulions 
dn  j^roupe  (  •>  ). 

N°  15;  9  octobre. 

Dumas.   —   Résultats   des   travaux    du   Comité    international  des 
Poids  et  Mesures,  pendant  sa  session  de  1882.  (61 1). 

Fave.  —  Sur  une  nouvelle  théorie  du  Soleil,  par  M.  C.-Jl  .  Sie- 
mens. (612). 

Resal.  —  Du  choc  de  deux  sphères  en  avant  égard  à  leur  degré 
d'élasticité  et  au  frottement  développé  au  conlact.  (61  5). 

Borrelly.   —  Observations  de  la  grande  comète  Crids,   faites    à 
l'Observatoire  de  Marseille.  (624). 

Appell.  —  Théorèmes  sur  les  fonctions   d'un  point  analytique. 
(624). 

Soit  Y{x,y)  —  o  une  équation  algébrique  entre  x  et  r  et  Z(ç,  t,  )  l'intégrale 
abélienne  normale  de  seconde  espèce  qui  a  pour  pôle  le  point  analytique  (H,  t,). 
Considérons  la  surface  de  Riemann  correspondante  et,  sur  l'un  des  feuillets, 
traçons  une  courbe  fermée  limite  complète  C  qui  ne  comprenne  dans  son  inté- 
rieur aucun  point  de  ramification.  La  surface  de  Riemann  est  de  cette  façon 
séparée  en  deux  parties  :  la  première  constituée  par  les  points  intérieurs,  la 
seconde  par  les  points  extérieurs  à  cette  courbe. 

Soit/(,r,  >')  une  fonction  du  point,  analytique  {x,  y)  uniforme  à  l'extérieur 
de  la  courbe  G  et  régulière  en  tous  les  points  de  la  surface  de  Riemann  situés 
.en  dehors  de  cette  courbe. 

Soient  {x^y).  (.^o,  j^o)  deux  points  analytiques  situés  en  dehors  de  la  courbe 
C,  le  point  (Xo,  ,>'o)  étant  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  Z(;,  r,  )  :  on  a  la 
relation  fondamentale 
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Si  la  courbe  (C)  est  un  cercle  dont  le  centre  se  trouve  au  point   analytique 
{a,  b),  on  aura 

t^  =  00 

Z''(rt,  b)  étant  ce  que  devient 

d^zg.  T.) 

pour  '^  =  a,  r^  =  b,  et  les  A  étant  indépendants  de  ^,  y. 

Poincaré.  —  Sur  les  fondions  fiichsiennes.  (626). 

M.  Poincaré,   dans  l'étude   des  fonctions  fuchsiennes,  a  eu    à  considérer  des   ^ 
séries^deja  l'orme 

(T)  y  H  (^4^/)(y.c  +  0.)-^-  =  e(^), 

où  H  est  l'algorithme  d'une  fonction  rationnelle,  où  \z.   — ~\  sont  les  dif- 

férentes  substitutions  du  groupe  fuchsien  considéré  et  où  m  est  un  entier  plus 
grand  que  1.  Le  quotient  de  deux  telles  séries,  pour  une  même  valeur  de /?i,  est 
une  fonction  fuchsienne,  ainsi  que  l'a  prouvé  l'auteur;  il  démontre  dans  la 
Communication  dont  nous  rendons  compte  que  toute  fonction  fuchsienne 
n'existant  qu'à  l'intérieur  du  cercle  fondamental  peut  être,  et  d'une  infinité  de 
façons,  regardée  comme  le  quotient  de  deux  séries  (i);  pour  cela,  après  avoir 
rappelé  que  toute  série  (i)  pouvait  être  mise  sous  la  forme 

où  37  et  ^^^  sont  deux  fonctions  fuchsiennes  ayant  le  groupe  considéré,  liées  par 
une  équation  algébrique  et  où  F(^,  y)  désigne  une  fonction  rationnelle,  il 
examine  sous  quelles  conditions  une  expression  de  la  forme  (2)  peut  être  mise 
sous  la  forme  (i). 

Halphen.  —  Sur  une   série  pour  développer  les  fonctions  d'une 
variable.  (629). 
Il  s'agit  de  la  série 

où 

"  1  .■.>...  /i  rt  j;" 

où  fJ  est  une  arbitraire,  où  enfin  les  A  sont  indépendants  de  X',  pour  que  celte 
série  représente  f{x),  on  devra  prendre 

il  faut  cl  il  suffit  alois  quil  existe  des  nombres  a  rendant  infiniment   petit  l( 

pntduil   1  .>..'>.../;/ a" /^"'\-f")    p<Hir   di   iiifinimciil  praiid  ,   si   2    peut   «Hrc    pris  au 


REVUK  DES   PUBLICATIONS. 


'<J' 


delà  <l(;  loiilo  limite,  [i  rsl  iiiliiliiiirc  ;  sinon,  [i  (l<iil  «"•tre  pris  otitrc  <tMl;iiiM;s 
liniiLes  :  la  si-rie  (i),  où  l(;s  A  sonl  (h'-linispar  l'i-f^aliLc'  (:>.},  |)résentc  colle  siii^ii- 
larilé  (pTclIc  est  lr(;s  IV('<|ncnMnfnL  convoff^cnlc  sans  r('pr('S(;nl('i- y(  x  ). 

N°  10;   iG  octoljre. 

Resal.  —  Du  choc  de  deux  billes  posées  sur  un  ta|)ls  de  hilhiid. 

(635). 

b^xamcn  des  circonslances  qu'entraîne  la  cliiïéience  des  diamèlres  et  des 
masses  des  billes,  ainsi  ({ue  leur  hétérogénéité. 

Faye.  —  Sur  le  Catalogue   des  six   cents  tornados  observés   au\ 
Etats-Unis  dans  le  cours  de  ce  siècle.  (660). 

Brioschi.  —  Sur  les  fonctions  de  sept  lettres.  (665). 

M.  Kroneckcr  et  INI.  Ilcrmite  ont  mis  en  évidence  rcxistcnce  de  fonctions  de 
sept  lettres  ayant  seulement  trente  valeurs.  Dans  deux  Communications  suc- 
cessives M.  Brioschi  étudie  ces  fonctions;  il  les  met  sous  la  forme  d'une  somme 
de  huit  quantités  qui,  dans  un  cas  particulier,  sont  les  racines  d'une  équation 
du  huitième  degré,  résoluble  par  les  fonctions  eliipticjues. 

Cruls.  —  Missions  brésiliennes  pour  l'observation  du  passage  de 
Vénus.  (6^4)' 

Faye.  —  Observations  relatives  à  la  Communication  précédente. 

(G75). 

Scliulhof  et  Bossert.   —  Sur  la  comète  181  2  (Pons)  et  sur  son 
[)rocliain  retour.  (6y5). 

Stephanos.  —  Sur  les  propriétés  métriques  et  cinématiques  d  une 
sorte  de  quadrangles  conjugués.  (67'y). 

Deux  systèmes  de  (juatre  points  A,,  A,,  A3,  A^  et  B,,  B^,  B3,  Bj  forment  dciiv 
quadrangles  conjugués,  lorsque,  de  quelque  manière  qu'on  les  place  sur  un 
même  plan,  sans  changement  de  leurs  dimensions  respectives,  leurs  points  cor- 
respondants (Aj,*Bj)  constituent  quatre  couples  de  points  conjugués  par  rapport 

à  un  cercle;  chacun  des  angles  A,AyA^.  mesuré  dans  un  sens  déterminé  est  égal, 

à  un  multiple  près  de  -,  à  l'angle  B,lî,B,.. 

On  peut  déterminer  une  droite  telle  que  la  figure  syuu'>tri(|ue  du  second  (|ua- 
drangle  par  rapport  à  cette  droite  ait  ses  côtés  respectivement  par.illèles  aux 
côtés  du  premier  quadrangle.  M.  Stephanos  signale  diverses  proprit'lt-s  des  (|ua- 
drangles  conjugués  parmi  lesquelles  la  i)lus  saillante  est  la  sui\aiilc  :  loules  les 
fois  que  les  sommets  A,,  A„,  Aj  du  quadrangle  (A)  tombent  resp(>clivemenl  sur 
des  cercles  arbitraires  ayant  pour  centres  les  points  Jî,,  B,,  B3,  le  ipiatrième 
sommet  A„  de  A  vient  tomber  sur  un  (pialriènK^  cercle  ayant  pour  ceuire  le 
point    Iv.  Cette  propusition  e>l    une  geniMiili -at  i<>u  d'un   llu-oièuie   d'HUic   recem 
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ment  par  M.  Tchebychef  dans  son  Mémoire  Sur  les  plus  simples  systèmes  ar- 
ticulés gui  fournissent  un  mouvement  rectiligne  approximatif  au  quatrième 
et  au  cinquième  ordre  {Mémoires  scientifiques  de  l'Académie  de  Saint-Pé- 
tersbourg, 1881). 

N"  17;  1'^  octobre. 

llesal.   —   De  TefTet  d\m  coup  de  queue  incliné  sur  une  bille. 

(700). 

Borrelly.  —  Observations  de  la  grande  comète  (Cruls),   faites  à 
l'Observatoire  de  Marseille.  (712). 

Thollon  et  Gouy.  —  Observations  spectroscopiques  sur  la  grande 
comète  (Cruls). 

Appell.  —  Relations  entre  les  résidus  d'une  fonction  d'un  point 

analytique  {oc^  y)  qui  se  reproduit  multipliée  par  une  constante, 

quand  le  point  {x,  y)  décrit  un  cycle.  (714)- 

Soit  4>(a7,  jk)  une  telle  fonction  du  point  analytique  {x,  y)  sans  points  sin- 
guliers essentiels  et  admettant  2/?  multiplicateurs  correspondant  aux  2/?  cycles 
normaux;  l'auteur  montre  qu'il  y  a  en  général  p  —  i  relations  entre  les  résidus 
de  la  fonction  et  les  pôles  correspondants,  supposés  simples. 

Goursat.   —   Sur  les  fonctions  hypergéométriques  de  deux  va- 
riables. (717)- 
La  fonction  de  M.  Appell 

,  N  _  X?  (  3t  ■  m  -^  n)('^.  m  )('^.n)     ^    ^ 

F,  (a,  p,  ,i  ,  V,  X,  y)  -  2^  {y.m  +  n){i.?n){i.n)   ""  ^'  ' 

où 

(A,   A)   ==   A.(A  +  l)...(A-i-A-l), 

vérifie,  comme  on  sait,  les  équations 

{x—y)s—  'p'p-i-  ?<7  -  o, 
x {i  —  x) r  -r y  {i  —  x) s  -h  [y  —  (oi --h  '^  -^i)x]p  -+-  "^yq  —  ol'^z  ~  o. 

^,\.  Goursat  montre  que  ces  équations  admettent  en  général  soixante  intégrales 
communes  qui  s'expriment  par  des  produits  tels  que 

xl{^-xy"yl'{i  —  y)>"'{x-yYV\{\  a,  a',  v,  /,  t'), 

"k,  ;x,  ;x',  V  étant  liés  simplement  à  a,  j3,  p',  y,  et  les  variables  t,  t'  étant  des  fonc- 
tions rationnelles  et  du  premier  degré  de  x  et  de  ^'.  On  obtient  ces  soixante 
intégrales  par  une  méthode  semblable  à  celle  employée  par  Jacobi  pour  les 
séries  hypergéométriques  ordinaires,  en  partant  des  dix  intégrales  délinies  con- 
sidérées par  M.  Picard  {Annales  de  l'École  Normale,  1881)  et  en  observant 
([u'il  y  a  cinq  changements  de  variables  qui  n'allèrent  pas  la  forme  de  ces  inté- 
irralcs  délinies. 
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Leinoine.  —  Décomposition  d'un  nom])r(;  entier  N  (;n  ses  puis- 
sances /i»""'"'^  maxima.  (719). 

Siipposynt  \  r-  a'!^  -l- a'^ -i- . . . -r- a'] ,  l'aiiloiir  dil  ((iic  N  csl  décompose  on  ses 
piiissanrcs  n"'""^  maxima,  si,  en  f,'cnéral,  ffj  est  la  rariiio  n"''"'  à  une  iiriitt-  pn'*^ 
par  défadt  de  a'j -{- a'j\^^  +..,H-«'';  il  donne  divers  tiiéorènies  relatifs  à  celle 
décomposition. 

\   Ouct.  —  Induction  binaire  et  ses  périodes.  (722). 

N"  18;  3o  octobre. 
I 
î  Resal.  —  Remarques  sur  la  théorie  des  chocs.  (74^)- 

'  Picard.  —  Sur  certaines   formes  quadratiques  et   sur  quelques 
'       groupes  discontinus.  (7^3). 

En  emplojant  un  pi-océdé  dû  à  ÎNI.  Hermite,  on  peut  généraliser  la  théorie 
des  formes  quadratiques  ternaires  en  considérant  la  forme 

Xxxo  4-  A'jj'o  -h  A"^:;o  -+-  Bj--»  +  Bo  j)'e  c 
+  B'^Xo  H-  B'^j  z^x-\-  B"x>'o  +  Bq  Xç,  y, 

où  X  et  y  sont  deux  variables  complexes,  dont  Xç^  et  j'o  sont  les  conjugués;  de 
même  les  coefficients  B  affectés  d'indices  sont  les  conjugués  des  coefficients  B 
sans  indices;  les  coefficients  A  sont  réels.  En  effectuant  nne  substitution  conve- 
nable sur  X,  y,  z  et  la  substitution  à  coefficients  conjugués  sur  x^^  yo,  -c>  on 
ramènera  la  forme  considérée  à  l'une  des  formes 

~(UUo-l-VVo  +  WWo), 
±(UUoH-VV„-WWo): 

on  voit  par  là  ces  formes  se  distinguer  en  formes  définies  et  en  formes  indéfi- 
nies. Si  l'on  considère  une  forme  indéfinie  à  coefficients  entiers,  il  existera  un 
groupe  d'une  infinité  de  substitutions  linéaires  à  coefficients  entiers  (i)  qui 
changent  la  forme  en  elle-même;  si  l'on  met  maintenant  celle-ci  sous  la  forme 

réduite 

rir(UUo  +  VVo-WWo),    " 

au  groupe  (1)  correspondra  un  groupe  {:>) 

U   =  A .  u  -h  lij  V  -h  C.,  w, 
V   —  A,  w  +  B,  t^  +  C,  tv, 

et  le  groupe  de  substitutions  relatives  aux  variables  a  et  [i 

^    A3a-f-B.,îi-^C3     A,a-hB^^_+_C_2 


'■}    !-•> 


A,'a  +  B,  p -+- C,     A,a-t-B,|â-+-C, 


est  un  groupe  discontinu  qui  contient  comme  cas  parliculier  le  group/  discon- 
tinu considéré  précédemment  par  l'auteur  (Communication  du  >  octobre),  (lelle 
substitution  n'altère  pas  la  somme  des  carr(';s  des  modules  dt>s  \ai'iabli>s. 
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Poincaré.  —  Sur  les  séries  trigonométriques.  ("jGô). 

Soit 


où  les  A  et  les  a  sont  des  nombres  positifs  tels  que  —  et  a    aient,   pour  p  in- 

fini,  la  limite  de  zéro.  Le  module  de  9(^)   peut  devenir  aussi  grand  qu'on  le 
veut. 

Siemens.    —  Réponse    aux  objections  présentées  par  ]M.    Faye 
sur  la  théorie  du  Soleil  de  M.  C.-\V.  Siemens.  (769). 

Lévv  {M.).  —  Sur  une  extension  du  principe  des  aires  et  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité.  (7-2). 

wSoient  n  points  matériels  libres  soumis  uniquement  à  leurs  actions  mutuelles, 
ces  actions  dérivant  d'un  potentiel  II  qui  contienne  non  seulement  les  coordon- 
nées x^,  yi,  z^,  mais  les  composantes  x'^,  y'^,  z\  de  leurs  vitesses;  les  équations 
du  mouvement  sont 


dt'         dx:  dt 


{i  =  j,   ...,  n); 


elles  admettent,  comme  on  sait,  l'intégrale  des  forces  vives,  mais  non  les  six  in- 
tégrales qui  correspondent  aux  principes  des  aires  et  du  mouvement  du  centre 
de  gravité.  Toutefois,  on  peut  trouver  six  intégrales  qui  jouent  le  même  rôle; 
il  suffit  de  former  les  combinaisons  exprimées  par  les  équations 

dt 


d_ 
dt 


V'  /  àn\       '^  du 

_  ^  /     ()ii  dn        '  ^  _   '  ^  \  £ 

-  2-r  '  ^,  "  '''  Wi  ^^'  ^~^'  àPj  '  I 

or,  dans  ces  deux  équations,  les  deux  seconds  membres  sont  nuls,  en  raison  de 
la  nature  même  du  potenriel  :  le  premier  parce  que  le  potentiel  ne  doit  pas 
changer  par  une  translation  des  axes,  le  second  parce  que  le  potentiel  ne  doit  pas 
changer  par  une  rotation  des  axes.  On  voit  maintenant  apparaître  les  six  inté- 
grales de  M.  Lévy,  qui  s'interprètent  d'ailleurs  facilement.  ■ 


Sébert  et  Hugoniot.  —  Sur  les  vibrations  longitudinales  des 
verges  élastiques  et  Je  mouvement  d'une  tige  portant  à  son  ex- 
trémité une  tige  additionnelle.  (77:^^)- 

N"  19;  6  noveinhro. 
Hrioschi.  —  Sur  b^s  (onctions  de  scpl  IcHrcs.  (81  1  ). 

Voir  plM>  liant. 


I 


i 

f 
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De  Bernardières.   —  Sui-  la  comcto  observée  an  Cliili   dans   le 
mois  de  septem])rc.  (823). 

Gonnessiat.  —  Observations  do  la  grande  comète  Cruls,  faites  à 
l'Observatoire  de  Lyon.  (824)- 

Cruls.   —   Sur  la   grande   coiViè^e   australe,  observée  à  l'Observa- 
toire impérial  de  Rio  de  Janeiro.  (825). 

Laguerre.    —   Sur  les  fonctions  du    genre  zéro  et  <lu    genre  1. 

(828). 

Soit 

«I'(^)  =  Ao  +  A,x  +. .  .-h  A„:r" 

un  polynôme  entier  en  x  dans  lequel  les  coefficients  sont  ries  fonctions  <le  n  et 
supposons  que,  n  croissant  indéfiniment,  *  {x)  ait  pour  limite  une  série  toujours 
convergente  \l{x);  si  l'équation  <-]?{x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles  et  de 
même  signe,  V {x)  est  égale  au  produit  d'une  fonction  entière  du  genre  zéro  par 
une  exponentielle  de  la  forme  e''^+*. 

Si  ^{x)  —  o  a,  quel  que  soit  n,  toutes  ses  racines  réelles,  E(a7)  est  égale  au 
produit  d'une  fonction  entière  de  genre  un  par  une  exponentielle  de  la  forme 

Mac-Mahon  (P. -A.).    —   Sur  un  résultat  de  calcul  obtenu  par 
M.  Allégret.  (83 1). 

Léi^y  {M.).  —  Sur  la  relation  entre  la  force  éleclromotrice  d'une 
macliine  dynamo-électrique  et  sa  vitesse  de  rotation.  (832). 

Janssen.  —  Rapport  ati  Bureau  des  Longitudes  sur  la  prochaine 
éclipse  du  6  mai  i883.  (881). 

N"  20;  i3  novembre. 

Sur  les  avantages  que  l'étude  de  cette  éclipse,  d'une  longue  durée,  peut  pré- 
senter pour  l'étude  de  la  constitution  du  Soleil  et  pour  reconnaître  revislence  de 
planètes  circumsolaires;  sur  l'utilité  d'envoyer  une  expédition  à  l'île  Flint  et 
aux  îles  Carolines. 

T'accJdni.  —  Observations  faites  pendant  l'éclipsé  totale  de  Soleil 
du  1^  mai  1882.  (896). 

Picard.    —   Sur  les  équations  diOférentielles  abéliennes   dans  le 
cas  de  la  réduction  du  nombre  des  périodes.  (898). 
Soit  donnée  une  relation  algébrique  du  genre  /> 

t\x,r)  -:  o, 
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et  supposons  que,  pai'mi  les  p  intégrales  correspondantes  de  première  espèce,  il 
y  en  ait  q 

ayant  seulement  iq  périodes  distantes,  et  cela  de  telle  manière  que 

^1,1,        ^1,2,        ...,.       ^1,2^7, 

\ 

i^<7,l,      ^7,2,      •••,      ^r/,27 

désignant  ces  "iq  systèmes  de  périodes  correspondantes,  tout  autre  système  de 
périodes  correspondantes  soit  de  la  forme 

/»lfi/,l -!- w«2^j,2  H-. .  •+ /'«27^/,27  (i  =  i>2,  ...,q), 

où  les  m  sont  des  entiers. 

Considérons  le  système  des  équations 


•-  •'0       -f  y  ^•'"0        fy 


L 


— —  =  Ui  4-  hi, 


fy 


(i  =  I,  2,  ..  .,  q), 


où  les  h  sont  des  constantes. 

L'auteur  montre  que  x^,  x^,  ...,  x^.  sont  racines  d'équations  algébriques  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  unifornaes  de  u^,  u.,,  . . .,  u^  avec  iq  systèmes 
de  périodes;  de  plus  ces  fonctions  périodiques  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  des 
fonctions  6  de  q  variables  indépendantes. 

Stieltjes.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Tisserand.  (901). 

GourscU.  —  Extension  du  problème  de  Riemann  à  des  fonctions 

liyper'géométriques  de  deux  variables.  (903). 

L'auteur  consacre  deux  Communications  à  ce  sujet  (p.  908  et  io44)- 
Le  problème  de  Riemann  relatif  aux  fonctions  hypergéométriques  a  été  étendu 
par  M.  Picard  à  certaines  fonctions  de  deux  variables;  M.  Picard  a  ainsi  re- 
trouvé la  fonction  F,  (a,  p,  p',  y,  x,  y)  de  M.  Appell;  les  fonctions  Fj  et  F3  de 
M.  Appell  sont  aussi  susceptibles  d'une  définition  analogue.  Pour  y  parvenir, 
M.  Goursat  définit  une  fonction  par  ces  conditions  :  entre  cinq  déterminations 
de  la  fonction  il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants, 
dans  le  voisinage  de  tout  système  de  valeurs  (a,  b)  de  {x,  y)  dont  ne  font 
partie  aucun  dos  points  o,  i,  00  ,  et  telles  que  l'on  n'ait  pas  ab  =  a-^  b.  Chaque 
branche  de  la  fonction  est  holomorphc  par  rapportât  et  par  rapport  à  ,r  ; 
enfin,  dajis  le  voisinage  des  valeurs  singulières,  on  a  quatre  déterminations 
linéairement  indépendantes,  d'une  nature  particulière  que  ])récise  l'auteur.  Dans 
ces  conditions,  !M.  Goursat  étaldit  que  la  fonction  considérée  ;:  doit  vérilier  deux 
équations  linéaires  du  ((ualiième  ordre,  ne  contenant  chacune  que  les  dérivées 
de  z  par  ra|)port  à  l'une  des  variables  et  dont  les  coefficients  ne  renferment 
aucun  paianiètrc  arbitraire;  pour  les  formes,  INf.  Goursat  est  amené  à  généra- 
liser rmic  (1rs  propositions  CondaiiKMitales  de  "M.  l-'iichs. 
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Ces  écjualions  sont  v('rifi<Vs  par  (oiilc  iiil('-^'i'alc  conitiHirif'  aux  (liu\  ••(iiiatioiis 
sitïinllanécs  aux  (l("tiv(''(>s  pailifllcs  coiisidc'-it'-cs  par-  M.    \pp«ll, 

{x  —  X-)  r  +  y  s  -i-  [  y  —  (  a  +  ji  -\- i)x\p  —  ol  'i^  z  ~  a, 
{y—y')t  -\-xs-^  [y—  (a'+  ;i'  +  i)^]7  — a';iS'^  =.  o. 

inversement  les  deux  é(iuations  linéaires  du  (piatrièrno  ordre  de  iM.  Coursât 
n'admettent  pas  d'autre  intégrale  commune  que  les  intégrales  rommuncs  aux 
équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  de  INI.  Appell. 

Hugoniot.    —    Sur   le    développement   des   fonctions    en    séries 
d'autres  fonctions.  (907). 

Soit  o{x)  une  fonction  dont  les  valeurs  sont  données  entre  a  et  [i.  Soient 
Zy,  Z,,  ...,  Z^  /i  + 1  fonctions  de  x  telles  (|ue 


•'  a 

et  soit  enfin 


on  peut  se  proposer  de    déterminer  les   coefficients  numériques  Aq,  A,,  ...,  A„ 
dé  façon  que  le  carré  moyen  de  la  différence 

£=.cp(^)-(AoZo  +  A,Z,+...+  A„ZJ, 

c'est-à-dire  l'intégrale 

S  = —    /      z"-  dx, 

ait  la  moindre  valeur  possible;  on  trouve 

t 


il  est  à  remarquer  que  ces  valeurs  sont  indépendantes  les  unes  des  autres;  en 
prenant  pour  les  A^  ces  valeurs,  on  trouve 

(?-a)S=     /      [cp(^)]-'./x-BoA2_B,Af-...-B„A;i. 

t-  a 

Si   l'on  suppose   que  l'entier  n  croisse  au  delà  de  toute  limite,  on  observera 
que  S  va  nécessairement  en  diminuant  avec  —,  que  la  série  à  termes  jiosilifs 

est  essentiellement  convergente  et  que  sa  somme  est  au  plus  égale  à 


que  la  série 


f   [?(-î")]S 

•--'a 

AoZo-hA.Z, -h..., 
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d'ailleurs  convergente  entre  a  et  p,  représentera  ou  non  '-pix)  selon  que  la  série 

BoA5  +  B,A2+... 
a  ou  non  pour  somme  la  quantité  | 


/ 


3 


Relativement  aux  quantités  Z  satisfaisant  aux  conditions 

/      ZkZ/,dx  =  o  (A-<^'')' 

on  observera  que,  étant  données  les  quantités  Zg,  ...,  Z,j_,,  on  peut  en  donner 
l'expression  indéfinie  de  Z,^,  pourvu  que  celle-ci  renferme  n  constantes  arbi- 
traires distinctes,  indépendamment  d'un  facteur  constant;  on  peut  prendre  en 
particulier 

et  supposer  que  Z^  ne  contienne  queyo(^)5  que  Z,  contienne 

/o{x)     et    /,{x),     .... 

Si  maintenant   (f{x)    est   une  fonction    donnée    entre  a  et  jj  et  qu'on    forme 
comme  précédemment  la  série 

AoZo-H  AjZ,  +..., 
cette  série  représentera  ^{x)  sous  la  condition 


f 

y  B„A2=.   f    ['p{x)ydx; 
0  ^^ 

les  (/i-+-i)  premiers  termes  de  cette  série  forment  une  combinaison  linéaire  de 
/^{x),  f^{x),  ...,fi^{x)  telle  que,  entre  les  limites  a  et  [â,  le  carré  moyen  de 
la  différence  avec  ^{x)  soit  moindre  que  pour  toutes  les  autres  combinaisons 
linéaires  des  mêmes  fonctions.  C'est  la  généralisation  dune  propriété  bien 
connue  des  polynômes  de  Legendre. 

N°  21;  21  novembre.  f 

Ilatt.  —  Sur  le  rapport  de  laclion  lunaire  à  l'action  solaire  dans 

le  phénomène  des  marées.  (960). 

I 
Wolf.  —  Sur  deux  étalons  de  l'aune  et  du  pied-de-roi,  récemment 
retrouvés.  (977). 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  planète  (210)  Cléopâtre  et  de 
la    grande   comète  de    t88?>,    faites   à   TObservatoire  de  Paris. 

(978)- 


t 
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Trépied.  —  Observai  ions  de  la   grande  comète   de  iSSs».  la  il  es  à 
rOhscrvaloire  d'Alger.  (979)- 

Jauhert.  —  Sur  la  grande  comète  de  i<S82.  (98?.). 

Iley  de  Morande.  —  Sur  l'énergie  solaire.  (9(So). 

\  elJi.  —  Sur  les  travaux  de  Frédéric  Houlman.  ({)^'j.). 

llugoniot.  —  Sur  les  fonctions  d'une  seule  \nriable  analogues 
aux  polynômes  de  Legendre.  (983). 

Voir  plus  liant. 

Lévy  {M.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  système  de  deux  particules 
de  matière  pondérable  électrisées  et  sur  Tinlégration  d'une 
classe  d'équations  à  dérivées  partielles.  (988). 

L'auteur  applique  les  principes  ([u'il  a  fait  rorinaîlre  dans  une  Communica- 
tion antérieure  (30  octobre),  et  traite  le  problème  énoncé  en  prenant  pour  le 
potentiel  une  fonction  des  points  et  de  leurs  vitesses  (|ui  comprend  comme  cas 
particuliers  les  lois  de  Weber,  de  Hicmann  et  de  Clausins  :  il  ramène  le  pro- 
blème à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  pruir  lacjuelle  les 
six  intégrales  dont  il  a  expliqué  antérieurement  la  formation  lui  fournissent 
quatre  intégrales  en  involution  (telles  que  les  crochets  formés  avec  deux  d'entre 
elles  soient  identi(|uement  nuls). 

Le  problème  est  ainsi,  en  général,  ramené  à  l'intégration  dune  équation  à 
deux  variables.  En  supposant  les  masses  égales,  l'intégration  s'achève. 

N"  22;  27  novembre. 

Mouchez.  —  Observations  des  petites  planètes,  faites  au  grand 
instrument  méridien  de  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  troi- 
sième trimestre  de  l'année  1882.  (1017). 

Siemens  {C.-IV.).   —   Sur  la  conservation  de   l'énergie  solaire. 

(.037). 

Stieltjes.  —  Sur  un  tliéorème  de  M.  Tisserand.  (io43). 

Goursat.  —  Extension  du  problème  de  Riemann  à  des  fonctions 
bypergéométriques  de  deux  variables.  [vo/\>\). 

Voir  i)lus  haut. 

Abdank-Abakanowicz.   —  Sur  im  nouvel  intégromèlre.  (lo/î"). 

Vanece/x.  —  Sur  un  mode  de  transformation  des  figures  dans  l'es- 
pace. (1049). 
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'     Suite  de  l'étude  du  mode  de  transformation  défini   dans  une  Communication 
du  12  juin  1882. 

Boussinescj.  —  Equilibre  d'élaslicitc  d'un  solide  limité  par  un 
j^lan.  (io52). 

L'auteur  a  traité  de  ce  problème  dans  les  Coniptes  tendus  pour  Tannée  1878; 
depuis  il  a  été  repris  à  un  autre  point  de  vue  par  M.  Cerruti  (Accad.  dei 
Lincei,  1882).  M.  Cerruti  a  retrouvé  la  solution  de  M.  Boussinesq  et  développé 
divers  cas  dont  ce  dernier  ne  s'était  pas  occupé;  M.  Boussinesq  monti-e  que  les 
principes  qu'il  avait  posés  dans  ses  Communications  de  l'année  1878  suffisent  à 
établir  les  conclusions  nouvelles  obtenues  par  .M.  Cerruti. 

N*"  23;  4  décembre. 

Faye.  —  Sur  une  lettre  de  M.  Spôrer  relative  à  une  particularité 
de  la  Mécanique  solaire.  (11 10). 

Lœwy  et  Tresca.  —  Notice  sur  un  nouvel  appareil  optique  propre 
à  l'étude  de  la  flexion.  (  1 1 14). 

Lipschitz.  —  Sur  le  pendule,  (i  i4ï). 

6  désignant  l'angle  de  rotation,  l'auteur  considère  simultanément  les  deu\ 
mouvements  pour  lesquels  les  valeurs  maxima  de  6  sont  supplémentaires  et  il 
établit  une  relation  remarquable  entre  les  durées  des  oscillations  et  les  forces 
vives  accumulées  pendant   une  oscillation  dans  les  deux  mouvements. 

Joîiquières  i^de).  —  Formule  pour  déterminer  combien  il  v  a  de 
nombres  premiers  n'excédant  pas  un  nombre  donné.  [i\^^). 

Vanecek  {MM.).  —  Sur  un  mode  de  transformation  des  figures 
dans  Fespace.  (ii4()). 

Boussinesq  (/.  ).  —  Sur  la  transmission  d'une  pression  oblique  de 
la  surface  à  l'intérieur  dans  un  solide  isotrope  et  homogène  en 
équilibre.  (  1 149). 

Quel.  —  Sur  l'induction  terrestre  des  planètes  et  en  particulier  sur 
celle  de  Jupiter,  (i  i55). 

N°  24;   II  décembre. 

MoucJiez.  —  Observation  du  passage  de  Vénus  dans  la  République 
Argentine.  (  1  182). 

Tisserand.  —  Installation  et  opérations  préliminaires  de  la  mission 
[)our  l'observation  du  passage  de  Vénus,  à  Fort-de-Francc.  (  i  iSf). 
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Stéplian.  —  Observations  du  passage  de  Vénus  sur  le  Soleil,  faites 
à  l'Observatoire  de  Marseille  le  6  décembre  188?..  (  i  i85). 

Hirn  {G.-A .).  —  Sur  la  conservation  de  l'énergie  solaire.  Héponse 
à  la  jNote  critique  de  M.  C.-W.  Siemens.  (  i  if)5). 

LescarbauU.  —  Observation  du  passage  de  Vénus  faite  à  CliA- 
teaudun.  (  i  208). 

Tacchini.  —  Observations  du  passage  de  Vénus  à  TObservatoire 
Roval  du  Collège  Romain.  (  1209). 

Tacchini.  —  Observations  de  taclies  et  de  facules  solaires,  faites 
à  l'Observatoire  Royal  du  Collège  Romain  pendant  le  troisième 
trimestre  de  1882.  (  1221). 

Tacchini.  —  Sur  la  grande  tache  solaire  de  novembre  1882  et  sur 
les  perturbations  magnétiques  qui  en  ont  accompagné  l'appa- 
rition, (i  212). 

Jacquet   {L.).    —    Observations    de   la  grande   Comète  australe. 

(I2l5). 

Halphen.  —  Sur  la  série  de  Fourier.  (121-). 

Soit  une  fonction/(^)  susceptible  d'intégration  dont  on  veuille  étudier  le 
développement  en  série  trigonométrique  dans  un  intervalle  donné.  Les  termes 
de  la  série  se  calculent  suivant  la  formule  de  Fourier;  mais  le  développement 
n'est  pas  toujours  possible.  Comme  première  condition  nécessaire,  il  faut  que  les 
termes  calculés  tendent  vers  zéro.  C'est  à  ce  sujet  que  M.  Halphen  démontre 
la  proposition  suivante  : 

Les  termes  de  la  série  trigonométrique  tendent  vers  zéro  si  l'intégrale  de 
/{xf  est  fixée  dans  l'intervalle  considéré. 

Léauté  (IT).  —  Sur  les  solides  d'égale  résistance.  (i2i()). 

Lévv  (M.).  —  Sur  une  Communication  de  M.  Marcel  Deprez  re- 
lative au  transport  de  la  force.  (1220). 

N"'  23;  18  décembre. 

Faye.  —  Sur  un  récent  Mémoire  de  M.  R.  Wolj\  de  Zurich,  au 
sujet  de  la  périodicité  des  taches  du  Soleil.  (i245). 

Briosclii  {F.).  —  Sur  les  fonctions  de  sept  lettres.  (1254)- 
Bull,  des  Sciences  matltém.,  ■?.'  série,  I.  ^TI.  (Octobre  i883.)  l\.\\ 


I 
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Trépied.  —  Observations  faites  pendant  Je  passage  cle  Vénus  à 
l'Observatoire  d'Alger.  (1267). 

Millosevich  {E.).  —  Sur  ie  passage  de  Vénus  du  6  décembre  1882 
.observé  à  Rome.  (1269). 

Cruls  {L.).  —  Sur  la  grande  Comète  australe  observée  à  l'Obser- 
vatoire impérial  de  Rio  de  Janeiro.  (i2'-o). 

N°  26;  26  décembre. 

Mouchez.  —  Observation  du  passage  de  Vénus,  à  l'Observatoire 
de  la  Marine  de  Toulon.  (iSoq).  V 

Faye.  —  Sur  deux  objections  de  M.  le  professeur  Young,  de  New- 
Jersey,  à  la  théorie  cyclonique  des  taches  du  Soleil.  (i3io). 

ViUarceau  (Y.^.  —  De  la  nécessité  d'introduire  certaines  modifi- 
cations dans  l'enseignement  de  la  Mécanique  et  d'en  bannir 
certains  problèmes,  par  exemple  le  mouvement  du  corps  solide 
des  géomètres.  (t32i). 

Ledieu.  ■ —  Considérations  sur  la  théorie  générale  des  unités.  (i328). 

Michaud.  —  Observation  du  passage  de  Vénus  à  l'Observatoire 
de  Nice.  (  iSSp). 

Thollon.  —  Observation  du  passage  de  Vénus  à  Avila  (Espagne). 
(i34o). 

GUI  {D.).  —  Photographies  de  la  grande  Comète  de  1882,  faites 
à  l'Observatoire  du  cap  de  Bonne-Espérance.  (1342). 

Joiiquières  {de).  —  Sur  la  formule  récemment  communiquée  à 
l'Académie  au  sujet  des  nombres  premiers.  (i343). 

Lipschitz  {R.).  —  Sur  une  Communication  de  M.  de  Jonquières 
relative  aux  nombres  premiers.  (i344)- 

Tome  XCVI;   i883. 
N"   !  ;   2  jain  ior. 

Siemens.  —  Réponse  aux  objections  présentées  à  la  ihéorie  de 
l'énergie  solaiio,  par  MM.  Eave  et  lïirn.  (  \\V). 
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ïlifggins  {IV.).  —   Sur  une  méthode;  pour  pliolograpliicr  la  cou- 
ronne dans  uneécll[)se  de  Soleil.  (5i). 

Darhoux.  —  Sur  les  cercles  géodéslques.  (54). 

Le  cercle  gëodésique  sur  une  surface  quelconque  est  lu  rourix;  (à  courbure 
géodésique  constante)  à  périmètre  minimum  et  qui  limite,  sur  la  surface,  une 
aire  donnée;  M.  Darboux  montre  comment  on  peut  appli(jucrà  l'étude  de  If-qua- 
tion  din'érentielle  des  cercles  géodési(iues,  équation  (|ui  est  du  second  ordre,  la 
méthode  employée  par  Jacobi  pour  la  détermination  des  lignes  géodésiques. 
Supposons  que  sur  une  surface  l'élément  linéaire  du  soit  donné  par  la  for- 
mule 

rfS2==  A2rfM2-4-C2rf(;2; 

si  l'on  forme  l'équation  aux  dérivées  partielles 


A^  32  -  '. 

où  k  est  une  constante  arbitraire,  et  où  6  et  t  désignent  deux  fonctions  (juel- 
conques  de  u,  v,  vérifiant  l'équation 

î^  -  -^  =  AC 
dv        du  ' 

si  enfin  on  connaît  une  solution  quelconque  V  de  ré(|uation  aux  dérivées  par- 
tielles en  V,  qui  contienne  une  constante  arbitraire  a,  l'équation  finie  des  cercles 
géodésiques  sera 

Toi-  ^' 

p  étant  une  autre  constante  arbitraire. 

En  outre,  la  tangente  en  chaque  point  du  cercle  géodésique  sera  définie  par 
les  deux  équations 

. ,  du        ,  „        dv 

A'  —-=  kd  -h  ^-, 

ds .  ou 

^dv  d\ 

O  —  —  k<j  +  —-■ 

ds  t)v 

L'auteur  applique  ces  résultats  aux  surfaces  de  révolution  et  à  un  autre  type 
de  surfaces  étudiées  par  M.  Maurice  Lévy. 

Autonne.  —   Sur  les  intégrales  algébriques  des  équations   dinV- 
renlielles  linéaires  à  coefficients  rationnels.  (56). 

L'auteur  s'est  occupé,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Journcd  de  l'hcole 
Polytechnique,  XLVIIP  Cahier,  Mémoire  dont  il  a  été  rendu  compte  dans  le 
Bulletin,  des  équations  différentielles  linéaires  d'ordre  p,  admettant  un  sys- 
tème fondamental  d'intégrales  qui  soient  racines  d'une  équation  algébri(|ue 
d'ordre  m> p;  dans  ce  Mémoire,  le  nombre  ni  était  supposé  premier:  dans  le 
même  ordre  d'idées,  il  communique  divers  résultats  relatifs  au  ras  où  m  est  un 
nombre  composé. 
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Lipschitz.  — Sur  une  Communication  de  M.  de  Jonquières  rela- 
tive aux  nombres  premiers.  (60). 

La  Note  de  INI.  de  Jonquières,  sur  une  proposition  de  Legendre,  proposition 
qu'il  avait  retrouvée  directement  et  dont  il  a  fait  ressortir  l'utilité,  a  été  l'objet 
de  quatre  Communications  de  M.  Lipschitz  :  l'une  du  26  décembre  1882  (t.XCV^, 
p.  \'i\\)t  les  autres  appartenant  à  l'année  i883  (t.  XCVI,  p.  60,  ii4  et  327). 
Dans  ces  Communications,  il  montre  le  lien  étroit  de  la  règle  de  Legendre  avec 
divers  théorèmes  qu'il  avait  fait  connaître  à  l'Académie  en  1879  (t.  LXXIX, 
p.  948)  et  que  l'on  retrouvera  dans  \e  Bulletin,  2«  série,  t.  IV;  1"  Partie,  p.  12 
et  i3;  le  premier  de  ces  théorèmes  (nous  renvoyons  au  lieu  cité  pour  les  nota- 
tions) s'exprime  par  l'égalité 


7) -œ^  (!)-(-") 


Si  Ion  divise  les  nombres  premiers  contenus  dans  la  suite  1,  2,  3,  ...,/?,  en 
deux  parties,  dont  l'une  comprendra  les  nombres  a,  b,  c,  ...,/  qui  ne  dépas- 
sent pas  \/n,  dont  l'autre  comprendra  les  nombres  p,  q,  . . .,  s  supérieurs  à  y//?, 
nombres  premiers  dont  on  désigne  le  nombre  par  L(/?),  le  théorème  en  ques- 
tion conduit  à  l'égalité  suivante  : 


:(")^œ-œ--L...r--<«'' 


où,  dans  le  premier  membre,  on  suppose  que  toutes  les  combinaisons  possibles 
sans  répétition  des  quantités  a,  b,  c,  ...,f  figurent  en  dénominateur;  cette 
égalité  est  l'expression  de  la  règle  de  M.  de  Jonquières.  Les  trois  autres  théo- 
rèmes donnés  par  M.  Lipschitz,  en  1879,  et  qui  concernent  trois  fonctions  arith- 
métiques introduites  par  Lejeune-Dirichlet,  sont  susceptibles  de  conséquences 
analogues;  dans  ces  diverses  conséquences,  on  voit  toujours  figurer  dans  un 
membre  des  fonctions  numériques  qui  ne  dépendent  que  des  nombres  premiers 

inférieurs  à  \/n  et,  dans  l'autre,  des  fonctions  numériques  qui  ne  dépendent  que 

des  nombres  premiers  supérieurs  à  \/n.  M.  Lipschitz  montre,  en  outre,  comment 
ces  conséquences  elles-mêmes  sont  susceptibles  d'être  généralisées. 

Bois-Rejmond  [P.  du).    —   Remarques  au  sujet  d'une  Note  de 

M.   Hiigoniot   sur   le    développement   des    fonctions  en    séries 

d'autres  fonctions.  (81). 

Inexactitude  d'un  critérium  de  convergence  indiqué  par  M.  Hugoniot  (t.  XCA". 
p.  907). 

N"  2  ;  8  janvier. 

Faye.  —  Observations   relatives  à  la  dernière  Communication  de 
M.  Siemens,  concernant  la  théorie  de  l'énergie  solaire.  (79). 

Kronecker.  —  Sur  les  unités  complexes.  (93). 

Dans  une  suite  de   Communications  (8,  i5  et  22  janvier),  l'illuslre  géomètre 
résume  une   partie   de    renseignement   donné  par  lui    à   riniversité  de   Berlin 
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pendaiU  l'iiivcr  tie  1882  :  le  l)iiL  ((u'il  itom^uii.  dans  ses  leçons  est,  d'une  part, 
une  (dussifiration  des  nombres  eL  lonrlions  algébriques;  de  l'autre,  une  »-tudc 
de  leurs  propriéLés  ([ui  pcrn)eLtc  de  pndonger,  en  (piehiue  sorte,  et  de  dévelop- 
per les  résultats  de  la  théorie  élémentaire  des  nombres  dans  une  arithmétique 
supérieure,  la  plus  générale  possible,  dont  les  données  seraient,  non  seulement 
les  nombres  rationnels,  mais  eneore  les  fonctions  rationnelles,  à  coefficients  en- 
tiers, d'un  nond)re  fini  quelconque  de  variables,  et  les  fonctions  rationnelles 
d'un  nombre  fini  quelconque  de  fonctions  algébriques,  les  coefficients  étant 
toujours  supposés  entiers. 

Les  Communications  de  M.  Kronecker  développent  et  éclairent  diverses  Notes 
concises  de  \jQ']G\xnQ-D'\vïc\\\el  {Comptes  rendus,  1840,  t.  X,  p.  280;  Monats- 
ùerichte,  oclohve  i84i,  avril  1842,  mars  i8^G);  ce  sont  particulièrement  les 
idées  contenues  dans  la  Note  de  1842  :  Généralisation  d'un  théorème  concer- 
nant les  //-actions  continues  et  applications  à  la  théorie  des  nombres,  dont 
M.  Kronecker  montre  la  portée  considérable  et  par  le  développement  dcs([uelles 
il  a  été  conduit  à  une  démonstration  nouvelle  de  la  proposition  fondamentale 
indi({uée  par  Lejeune-Dirichlct,,  en  1846,  à  savoir  que,  «  si  les  valeurs  absolues 
dillérentes  des  racines  de  l'équation  fondauientale  sont  en  nombre  h,  on  peut 
trouver  (h  —  i)  unilés  fondamentales  ». 

Dans  le  courant  de  sa  démonstration,  l'auteur  résout  complètement  une  ques- 
tion (|ui  avait  été  tranchée  par  M.  Liouville  dans  un  cas  particulier  (Journal  de 
Matliématiques,  t.  XVI,  p.  i33)  et  qui  concerne  la  réduction  approximative  des 
équations  irréductibles;  il  est  intéressant  de  noter  que  l'ordre  de  la  réduction 
approximative  auquel  on  parvient  ainsi  dépend  du  degré  de  l'équation  réduite, 
tandis  que  la  limite  de  l'ordre  d'une  réduction  approximative  quelconque  dé- 
pend du  degré  de  l'équation  à  réduire. 

Finalement,  M.  Kronecker  établit  la  proposition  suivante  : 

Dans  chaque  espèce  de  nombres  algébriques,  il  y  a  un  nombre  injini  d'uni- 
tés ayant  chacune,  en  valeur  absolue,  toutes  ses  conjuguées,  à  l'exception  de 
deux,  comprises  entre  des  limites  finies. 

En  utilisant  ensuite  les  considérations  développées  dans  sa  thèse  {De  unita- 
tibus  complexi) ,  il  déduit  de  cette  proposition  le  théorème  de  Lcjeune-I)i- 
richlet  qui  a  été  énoncé  plus  haut. 

Jordan.    —  Rapport  sur  un  Mémoire  de   M.   de  Salvert  sur  les 
ombilics  coniques.  (io5). 

M.  de  Salvert  a  étudié  la  courbure  des  sections  faites  sur  une  surface,  en  un 
point  singulier,  par  des  plans  passant  par  l'axe  du  cône  lieu  des  tangentes  et 
les  génératrices  de  ce  cône.  Les  ombilics  coniques  sont  des  points  tels  (jue  le 
cône  soit  de  révolution  et  que  les  branches  de  courbe  qui  correspondent  à  ces 
diverses  généralrices  aient  toutes  la  même  courbure. 

Zenger  {V.).  —  La  périodicité  des  comètes,  (i  10). 

D'après  M.  Zenger,  les  époques  des  périhélies  des  diverses  comètes  admet- 
traient une  période  égale  à  douze  jours  et  demi  environ  :  cette  période  ne 
didV'rcrait  que  de  yûtô  ^le  jours  de  la  durée  d'une  demi-rotation  du  Soleil. 

LipscJiitz.    —    Addition  à    une  Note   sur  les   nond)res   premloi's. 

(ii;3). 
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N°  3;  i5  janvier. 

Faye.  —  Choix  d'un  premier  méridien.  (i35).  1 

Faye.  —  Sur  la  constitution  mécanique  et  physique  du  Soleil. 
(.36). 

Chancourtois  [de).  —  Observations  au  sujet  de  la  circulaire  du 
gouvernement  des  Etats-Unis,  concernant  l'adoption  d'un  mé- 
ridien initial  commun  et  d'une  heure  universelle.  (182). 

Goursat.  —  Sur  les  fonctions  hypergéométriques  d'ordre  supé- 
rieur. (i85).  ^ 

Extension  à  ces  fonctions  du  problème  de  Riemann.  Formation  de  l'équation 
différentielle  analogue  à  l'équation  de  Gauss,  à  laquelle  satisfait  une  fonction 
d'ordre  n,  et  cela  en  partant  de  la  nature  des  déterminations  de  cette  fonction 
aux  environs  des  points  o,  i,  co  ;  représentation  de  ces  fonctions  au  moyen  d'in- 
tégrales définies  multiples,  analogue  à  l'intégrale  définie  d'Euler  qui  vérifie 
l'équation  de  Gauss. 

Halphen.  —  Sur  la  série  de  Fourier.  (188). 

N°  4;  -11  janvier. 

Kronecker.  —  Sur  les  nombres  complexes.  (214)- 

Perrin. — ^  Observation  du  passage  de  Vénus  faite  à  Bragado.  (22-). 

Le\?eau.  —  Note  sur  le  prochain  retour  de  la  comète  périodique 
de  d'Arrest.  (229). 

Jonquières  [F.  de).   —  Addition  à  une  Note   sur  les  nombres 

premiers.  (23i). 

t 
Stephanos.  —   Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  covariants 

et   les    invariants   de  caractère    pair    d'une   forme    binaire   du 

sixième  ordre.  (233). 

Le  système  de  ces  covariants  et  invariants  (non  gauches)  est  constitué  par 
douze  formations  (CLEiiscir,  Théorie  der  bin.  alg.  Fornien,  p.  283-299).  Entre 
sept  quelconque  existe  une  relation  ou  s'yzygie.  M.  Stephanos  indique  un  procédé 
permettant  d'obtenir  des  syzygies  relativement  simples,  procédé  qui  peut  d'ail- 
leurs être  employé  dans  d'autres  questions  de  même  nature. 

Combescure  (F.).  —  Sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
imaginaires.  (235). 
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Sur  les  conditions   imniédialcs  que  doil,  rcnqilir    une  fonction  analytique  de 

|)liisicurs  variables  imaginaires,  conditions  analogues  à  celles  qu'expriment  les 

égalités 

do        ô<l^  <)'^^        Oo 

ax       ôy  ôy        Ox 

'     =   O,        -T-r,    +    -T-^    =   O, 


où  l'on  suppose 


ôx'^        ây'^  Ox'^        ()y^ 

/{x-\-  iy)  =  '^{x,y)  -v-  i'^i{x,y). 
Polncaré.  —  Sur  les  fonctions  de  deux  variables.  {l'S'i^ 


Indication  de  la  marche  à  suivre  pour  établir  cette  proposition  :  <'  Une 
fonction  de  deux  variables,  méroniorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan  double 
qui  permet  de  représenter  les  variables,  est  le  quotient  de  deuv  fonctions  en- 
tières. »  On  sait  que  cette  proposition  fondamentale  n'a  pas  encore  été  démon- 
trée rigoureusement.  M.  Poincaré  énonce,  en  outre,  le  théorème  suivant  :  «  Si 
Y  est  une  fonction  quelconque  de  X,  non  uniforme,  qui  ne  présente  pas  de 
point  singulier  essentiel  à  distance  finie  et  qui  ne  puisse  pas,  pour  une  même  va- 
leur de  X,  prendre  une  infinité  de  valeurs  finies  infiniment  voisines  les  unes  des 
'autres,  elle  pourra  être  considérée  comme  la  solution    d'une  équation 

G(X,  Y)  =  o, 

où  G  est  une  fonction  entière.  » 

Gruey.  —  Sur  les  courbes  dti  sextant.  (  a'îo). 

Ces  courbes  sont  les  courbes  décrites  dans  le  champ  de  la  vision  par  l'image 
doublement  réfléchie  d'un  point,  lorsqu'on  balance  ou  qu'on  fait  tourner  l'in- 
strument autour  de  la  ligne  de  visée  directe,  c'est-à-dire  autour  de  l'axe  op- 
tique, soit  de  la  lunette^  soit  de  la/>i/inM/e  que  les  marins  emploient  suivant  les 
cas.  M.  Gruey  expose  quelques  propriétés  élégantes  de  ces  courbes. 

Boussinesq.  —  Comment  se  répartit,  entre  les  divers  [)oints  de  sa 
petite  base  d'appui,  le  poids  d'un  corps  dur,  à  surface  polie  et 
convexe,  posé  sur  un  sol  horizontal  élastique.  (245). 

N"  5;  'JiQ  janvier. 

Jansscn.  —  Noie  sur  l'observation  du  passage  de  la  planète  Vé- 
nus sur  le  Soleil.  (288). 

Paye.  —  Sur  la  constitution   mécanique  et  physique  du  SoUmI. 

(292). 

Picard[E.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  cK'  deux  variabh's  in- 
dépendantes. (820). 

L'auteur  a  déjà  donné  des  exemples  de  fondions  de  deux  variables  //.  v,  «pu 
restent  invariables  quand  on  cfl"ectuc  sur  ii  et  i'  les  subsliiulii>ns  m  nombre  in- 
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fini  d'ua  groupe  linéaire  discontinu.  En  général,  si  l'on  considère  un  groupe 
discontinu  pour  tout  point  iu,v),  c'est-à-dire  pour  tout  système  des  valeurs  u,  v 
situé  à  l'intérieur  du  domaine  D  défini  par  l'inégalité 

w'^  +  ll"'^  -h  v'^  -+-  v"'^  <  I,  \ 

où 

w  —  a'  -h  u"  i,     V  =  v'  +  v"  i, 

et  si  l'on  suppose  que  toute  substitution  du  groupe  transforme  chaque  point  de 
la  limite  de  D  en  un  point  de  cette  même  limite,  il  existe  des  fonctions  F  (m,  v) 
qui  restent  inaltérées  par  toute  substitution  du  groupe. 

Trois  fonctions  x  =¥^,  y  =  Fj,  z  =  F3  jouissant  de  cette  propriété  sont  liées 
par  une  relation  algébrique /(;r,jK,  -s)  =  o;  l'auteur  étudie  le  résultat  de  la  sub- 
stitution des  variables  n,  v  aux  variables  x,y,  z  dans  les  intégrales 


^  x^      «/xo 


-'*'  0  {x , y ,  z)  dx  dy 
f.Kx,y,z) 


o\\  Q  est  un  polynôme  convenable  d'ordre  ni  —  L,  m  étant  le  degré  de  /,  inté- 
grales qui  sont  l'analogue  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce;  le 
double  signe  j'  porte  alors  sur  une  fonction  G(m,  v)  uniforme  dans  le  do- 
maine D.  Les  intégrales 


•^"0       ^  Va 


OU 


U„  = 


Çt{u,v)  du  dv, 
M,  M„  -\-  P,  V,,  H-  R  _  M,  M„  -f-  P,  v„ 


M3  W„  +  P3  V^  H-  H3  V^  M3  W„  4-  P3  V^u  -h  R3 


(M,  P,  U)  étant  une  substitution  du  groupe,  constituent  les  analogues  des  pé- 
riodes intégrales  simples. 

L'auteur  considère  aussi  des  fonctions  de  seconde  espèce  qui,  par  une  substi- 
tution du  gro^upe  considéré,  se  reproduisent  multipliées  par  une  constante;  ces 
fonctions  satisfont  à  une  équation  difPérentielle 

où  y  est  un  polynôme. 

Goursat.  —  Sur  rintégration  algébrique  d'une  classe  d'équations 
linéaires.  (323).  j 

Ce  problème  :  «  Former  l'ensemble  des  substitutions  que  subit  un  système 
fondamental  d'intégrales  d'une  équation  donnée  correspondant  aux  divers  con- 
tours fermés  que  l'on  peut  faire  décrire  à  la  variable  »,  se  résout  complètement 
pour  les  équations  différentielles  linéaires,  déjà  étudiées  par  l'auteur,  auxquelles 
satisfont  les  fonctions  hypergéométriqucs  d'ordre  supérieur.  M.  Goursat  traite 
du  cas  de  l'équation  du  troisième  ordre;  son  raisonnement  est  d'ailleurs  général. 
M.  Jordan  ayant  d'ailleurs  montré  comment  ou  peut  énumércr  les  divers 
groupes  de  substitutions  d'ordre  fini  contenues  dans  le  groupe  linéaire  à  p  va- 
riables, on  peut,  pour  ces  éciualions,  résoudre  complètement  le  problème  de 
l'inlégiatiijn  algébrique.  Dans  le  cas  étudié,   il  y  a  au  plus  huit  types  qui   s'in- 
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tcgrent  algébriquement;    ils  corresporwhînl  aux  iiiiit.   groupes   (jiii>  de  subhlitu- 
tions  contenus  clans  le  groupe  linéaire  à  trois  variables. 

Korkine.' —  Sur  un  théorème  de  M.  Tcliebychef.  (SaG). 

Soient  cp(x),  '^{x)  deux  fonctions  de  x  qui  croissent  simultanément  ou  dé- 
croissent simultanément  quand  x  varie  de  o  à  i;  on  a 

J^{x)^{x)dx>    j    '^{x)dxx    I    <^{x)dx. 

Si  l'une  des  fonctions  croit  et  l'autre  décroit,  l'inégalité  est  renversée. 
Ce  théorème  de  M.  Tchebychef  résulte  de  l'identité 


n 


n  a' 


Lipscliitz.  —  Application   d'une  méthode  donnée  par  Legcndre. 

(327). 

N°  6;  5  février. 

Faye.  —  Sur  la  constitution  physique  et  mécanique  du  Soleil. 

(355). 

Darhoux,  —  Sur  la  représentation  sphérique  des  surfaces.  (366). 
Considérons  la  surface  enveloppe  des  plans  dont  l'équation  est 

(^  +jk)X  +  {\  —  xy)X  +  i{\  -\-  xy)Z  —  P  =  o; 

x,y  sont  les  variables  de  M.  Bonnet,  Soient  jo,  q,  r,  s,  t  les  dérivées  partielles 
de  P,  du  premier  et  du  second  ordre,  par  rapport  k  x,  y,  l'équation  dilîé- 
rentielle  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  est 

dp  dx  —  dq  dy  =  o 
ou 

(i)  /•  dx"^  —  t  dy^  =  o. 

Si  a,   ^  sont  les  paramètres  des   lignes  de  courbure,    on  aura,    en  faisant 

Ox       ^  ây       âx  ^  dy 

^  dx  â<x        à'^  o'fi 


/o^  àq  _      dp        àq  _       ^()p, 

les  équations  supposées  vérifiées,  p  et  q  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même 
fonction. 

S'il  s'agit  de  trouver  les    surfaces   ayant  une    représentation  sphérique  d<»n- 
née,  X  cl  y  devront  être  regardées  C(»mukg  des  fondions  données  de  a  et  de  ^: 
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les  équations  (2)  fourniront  la  valeur  de  \;  pour  déterminer  P,  c'est-à-dire  la 
surface,  on  aura  à  résoudre  les  équations  (3);  les  valeurs  de  p,  q  connues,  on 
aura  P  par  une  quadrature. 

L'intégration  du  système  (3)  se  ramène  à  celle  de  l'équation 

et,  Z  étant  une  solution  de  cette  équation,  on  aura 

P=  -^'  .  ^ 

\/A  : 

De  l'étude  faite  par  M.  Moutard  de  l'équation  (4  ),  il  résulte  que  : 
On  peut  obtenir  tous  les  cas  dans  lesquels  le   problème  de  la   représentation 
sphérique  est  susceptible  d'une  solution  en  termes  finis. 

Toutes  les  fois  que  le  problème  de  la  représentation  sphérique  aura  été  résolu 
d'une  manière  quelconque  pour  un  système  de  courbes  orthogonales,  on  pourra 
déduire  de  la  solution  obtenue  celle  qui  se  rapporte  à  toute  une  suite  illimitée 
de  systèmes  sphériques  orthogonaux.  | 

Appell.  —  Sur  les  fonctions  satisfaisant  à  Féquation  AF  =  o.  (368). 
Soit  F  une  fonction  réelle  des  variables  réelles  x,  y,  z  vérifiant  l'équation 
,^       d''¥       d^V       ()2F 

continue,  admettant  des  dérivées  en  tous  les  points  intérieurs  à  une  surface 
fermée  S,  excepté  en  quelques  points  singuliers  isolés. 

Un  tel  point  (a,  b,  c)  sera  dit  un  pôle  d'ordre  /i,  s'il  existe  une  fonction  ode 
la  forme 

V  V  V 

P    -     —    +     7,3      -      •  •  •  +    -p^i^  ' 

telle  que  la  différence  F  —  p  soit  continue  au  point  (a,  b,  c). 
Dans  l'expression  de  p,  on  suppose 

/•  =  sj  {x-aY-r-  {V  -  ^)-'  +  (^  -  c)--'  ; 

quant  aux  V,  ce  sont  des  polynômes  homogènes  en  x  —  (i,  y  —  b.  z  —  c  véri- 
fiant l'équation 

AV  =  0  ; 

un  point  singulier  qui  n'est  pas  un  pôle  est  un  point  singulier  essentiel. 

M.  Appell  étudie  les  fonctions  F  qui  existent  dans  tout  l'espace.  A  ces  fonc- 
tions on  peut  étendre  les  propositions  de  lMI\r.  Wcierstrass  et  Mittag-Leffler,  les 
théorèmes  indi(jués  par  I\l.  Appell  pour  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire 
(i*"-  mai  1882). 

M.  Appell  forme  l'expression  gcnci'alo  des  fondions  1'  qui  n'ont  que  des  pôles 
et  qui  vérifient  l'équation 

F ( X  -H  /;? ,  y  -I-  /? ,  z  ~i  p)  =  F ( .r, ;i -,  z), 

/?i,  /2,  p  clanl  des  entiers  quelconques. 
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llwlloii  cl  Goiiy.   —   Sur  le   dcplacciiK'iil    (J(.'.s  vww^  du   .-.(jdium, 
observé  dans  le  spectre  de  la  grande  comète  de  188.4.  (371). 

N"  7;   \x  février. 

Sylvester.   —   Sur  les  nombres  de  fractions  ordinaires  inégales 

qu'on  peut  exprimer  en   se  servant  de  chiffres  qui  n'excèdent 

pas  un  nombre  donné.  (409)- 

Soient  X  un  nombre  positif  quelconque,  E(a7)  sa  partie  entière.  M.  Sylvester 
désigne  par  l(^)  une  fonction  arithmétique  de  x  définie  par  l'égalité 

I(a;)=S9(/i), 

où  n  est  un  entier  positif,  où  9  est  le  nombre  de  nombres  premiers  à  n  et  infé- 
rieurs à  /i,  où  la  sommation  enfin  s'étend  à  tous  les  entiers  n  non  supérieurs  à 
E(:r). 

On  peut  trouver  une  limite  supérieure  L  et  une  limite  inférieure  A  de  I(x), 
à  savoir  : 


L=  (;Aj  +  'n)-27^  —  Ax  +  R  (log^), 
A=:(—  —  Ti'W-  —  S!  X  +  R'(loga7), 


£  étant  une  quantité  positive  donnée  aussi  petite  qu'on  le  veut;  t,  et  t/  peuvent 
être  pris  plus  petits  que  s,  R  et  R'  désignent  des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières de  log^,  d'un  degré  fini,  dont  les  coefficients,  ainsi  que  A  et  A',  restent 
toujours  finis. 
La  probabilité   pour  que  deux  entiers  dont  la  limite  supérieure  x  est  très 

6 
grande  soient  premiers  entre  eux  est  —  • 

Dans  une  Communication  postérieure  (19  février),  M.  Sylvester  annonce  qu'il 

a  calculé  I(/i)  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  n  inférieures  à  5oo;  il  a  tou- 

3  3 

jours  trouvé  que  I(/i)  était  compris  entre  —  «^  ^''  Z2  (  "  +  0'- 

Hirn.  —  Réfutation  d'une  seconde  critique  de  M.  Zeuner  concer- 
nant les  travaux  des  ingénieurs  alsaciens  sur  la  machine  à  va- 
peur (4ï3). 

Perrin.  —   Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  covarianls  et 

invariants  des  formes  binaires.  (426). 

Soit  donné  un  système  composé  d'autant  de  formes  binaires  indépondanlos  ot 
de  tel  ordre  qu'on  voudra,  de  tous  leurs  invariants  et  covariants.  Soit 

nin  —  0  ^       ..    . 

U  =  Ax"  +  /iB^"-  'y  H ^^ ■  Cr"  v'-!---  • 

I .  a 

une  ([uclconquc  des  formes  du  système.  Si  l'on  olTcrJnc  hi  siilolit niion 

x  =  \  — nv.     r  =  AY, 
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tous  les  coefficients,  dans  toutes  les  formes  du  système,  deviendront  des  pén in- 
variants. 

N"  8;  19  février. 

Mouchez.  —  Observation  des  petites  planètes,  faites  au  grand  in- 
strument méridien  de  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  qua- 
trième trimestre  de  l'année  1882.  (455). 

Sylvester.  —  Note  sur  le  théorème  de  Legendre.  (463). 

Le  théorème  cité  par  MM.  de  Jonquières  et  Lipschitz  est  une  conséquence 
immédiate  d'un  théorème  logique  qui,  mis  sous  forme  sensible,  équivaut  à  dire 
que  si  A,  B,  C,  . . .  sont  des  corps  ayant  la  faculté  de  s'entrecouper,  contenus 
dans  un  vase  d'eau,  et  si  a,  ab,  abc,  ...  représentent  symboliquement  les  vo- 
lumes de  A,  de  la  partie  commune  à  A  et  à  C,  de  la  partie  commune  à  A,  B,  C, . . . , 
alors  le  volume  du  liquide  déplacé  par  la  totalité  des  corps  sera 

Sa  —  Zrtô  +  "ÏLabc  — 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  nouvelle  planète  ^32)  Palisa, 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (473). 

Baillaiiâ.  —  Observations  de  la  grande  comète  de  1882,  faites  à 
Féquatorial  Brùnner  de  l'Observatoire  de  Toulouse.  (474)- 

Olweira-Lacaille  {de).  —  Sur  une  curieuse  modification  du 
noyau  de  la  grande  comète.  (47^). 

Partition  du  noyau  en  quatre  nébulosités.  M.  Baillaud  en  avait  observé  le 
dédoublement  deux  mois  auparavant, 

Todd.  —  Sur  l'observation  du  passage  de  Vénus  en  1882,  faite  à 
l'observatoire  de  Lick,  au  mont  Hamilton  (Californie).  (47(^)- 

Picard.  —  Sur  les  fonctions  uniformes  d'une  variable  liée  par  une 
relation  algébrique.  (476). 

Démonstration  de  ce  théorème  : 
«  Soient 

deux  fonctions  de  z,  uniformes  dans  tout  le  plan  et  ayant  seulement  un  nombre 
fini  de  points  singuliers  essentiels  «,,  «5,  ...,  a„;  s'il  existe  entre  ces  fonctions 
une  relation  algébrique,  le  genre  de  cette  relation  doit  être  zéro  ou  l'unité.  » 

Perrin.  —  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  covariants  et 
invariants  de  la  forme  binaire  du  cinquième  ordre.  (479)- 

Au  moyen  du  théorème  cité  pins  haut,  M.  Porrin.  dans  deux  Communications 
successives,  donne  le  tableau  de  ces  relations. 
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Combescure.  —  Sur  les  luncLioiis  de   [)lLi.sicurs   varialjlcs  imagi- 
naires. (4<^^)- 
! 
'    Polignac  (C.  de).  —  Sur  une  question  de  divisibilité.  (4^3). 

Obscrvalions  sur  les  théorèmes  d'Aritlimcliqiie  de  jM.   INIatliieii  \\»;ill  (i<,  di-- 
cembrc  1881)  et  de  M.  Désiré  André  (i3  février  1882). 

ScJiiff,  —  Sur  l'équilibre  du  cylindre  élastique.  (487). 

Trouver  l'état  d'équilibre  d'un  cylindre  limité  par  des  bases  pleines  et  soumis 
à  des  forces  normales,  appliquées  à  sa  surface  latérale  et  à  des  forces  normales 
et  tangentielles  appliquées  à  ces  bases,  ces  forces-ci  étant  symétriques  par  rap- 
port à  l'axe. 
I 

N"  9  ;  26  février. 

Janssen.  —  Note  sur  divers  points  de  Physique  céleste.  (52-). 


StepJian. —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Observatoire 
de  Marseille.  (546). 

Perrin.  —  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  covariants  et 
invariants  de  la  forme  binaire  du  cinquième  ordre.  (563). 

Goursat.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes.  (565). 

Si  l'on  comprend  sous  le  nom  de  singularités  les  points  singuliers,  les  cou- 
pures et  les  espaces  lacunaires,  on  est  conduit  au  résultat  suivant  :  toute  fonc- 
tion uniforme  ([ui  a  un  nombre  limité  n  de  singularités  est  la  somme  de 
n  fonctions  dont  chacune  possède  une  seule  singularité.  Dans  le  cas  où  la  fonction 
possède  un  nombre  infini  de  singularités,  on  pourra  les  partager  en  deux 
classes  :  les  unes  sont  telles  que  l'on  peut  trouver  un  contour  fermé,  ne  renfer- 
mant à  son  intérieur  que  cette  seule  singularité;  les  autres  ne  jouissent  pas  de 
cette  propriété.  En  désignant  les  premières  par  S,  les  secondes  par  S',  les  S'  sont 
ce  qu'on  peut  appeler  les  limites  des  S,  suivant  l'expression  adoptée  dans  le  cas 
des  points  singuliers.  Ceci  posé,  on  peut  généraliser  comme  il  suit  le  théorème 
de  M.  Mittag-Leffler  : 

«  1°  Etant  donnée  une  suite  de  singularités 

S      S     S  S- 

ayant  pour  limites  d'autres  singularités  S'  et  une  siiilc  de   fondions  uniformes 

/„(.r),    /,  (x),  ...,    /(^) 

telles  que  la  fonction /^(j?)  admette  la  seule  singularité  S,,  il  existe  une  fonc- 
tion uniforme  F(^)  n'admettant  pas  d'autres  singularités  (juc  S  cl  S',  telles  que 
la  différence 

"soit  finie  et  continue  à  l'intérieur  d'un  contour  inlinimcnt  petit  rnitcnn.inl  S,. 
»  2"  La  forme  la  plus  générale  d'une  fonction  F(.r)  adinctt;iiil   les  sin-ularités 
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S  et  S'  est 


F(^)=  ^/.(^)  +  F,(a:), 


I 


où  fi{x)  admet  la  seule  singularité  S,  et  où  F,  (a;)  n'admet  d'autres  singulari- 
tés que  S'.  » 

Jonquières  {E .  de).  —  Note  sur  un  point  de  la  théorie  des  frac- 
tions continues  périodiques.  (368). 

Dans  une  suite  de  Communications  (26  février,  12  mars,  9  avril,  16  avril, 
25  avril,  7  mai,  i4  mai,  etc.),  M.  de  Jonquières  fait  une  étude  intéressante  et 
approfondie  des  lois  qui  concernent  les  périodes  des  fractions  continues  qui  pro- 
viennent de  l'extraction  de. la  racine  carrée  d'un  nombre  entier  E;  il  donne  à 
cet  égard  un  très  grand  nombre  de  théorèmes,  dont  nous  résumons  ci-dessous 
quelques-uns,  afin  de  faire  connaître,  non  la  totalité  des  résultats  obtenus  par 
l'auteur,  mais  la  nature  et  l'esprit  de  ses  recherches. 

Soient  a  la  racine  carrée  du  plan  carré  contenu  dans  E,  (/  =  E  —  rt^,  6  =  -f-i, 
e  =  6^  —  E. 

Toutes  les  fois  que  d  divise  exactement  la,  en  sorte  que  —j-  =/,  la  période, 

qui  commence  toujours  après  le  premier  terme  a,  se  compose  de  deux  nombres 
seulement, /et  2a.  1 

^.       ,.   .  ,  26  ,        ,  .    ,  , 

Si  e  divise  exactement  20,  en  sorte  que  —  =  g,   «a  période  se  compose  de 

quatre  termes  et  a  pour  expression  générale 

[i,  (^■— 2),  I,  2«]. 
La  longueur  et  la  composition  de  la  période  dépendent  principalement  de  la 

"2  Cl 

valeur  du  rapport  —j--  Si  d  ne  divise  pas  2a,  on   peut  supposer  E  de  la  forme 

—  2 

an     -\-  dn,  a  et  d  étant  les  premiers  entre  eux. 

Pour  les  nombres  de  la  forme 

E  =  a/i    -+-  \n, 
la  période  a  huit  termes  ou  dix  termes,  savoir  : 


[("-^ 


■'  an         \  fa  —  i 

'  1,  I,  (  —  —  I  )5  i,  1,1  — - —  ]■>  ?an 


[(^ 


an  —  I  \  /  an  —  i  \  a  —  i 

,1,1,1  — - —  h  2rt,     — - —  K  1,  I,  — ^,  2an 


selon  que  ?i  est  pair  ou  impair. 

2  a 
Si  la  fraction  irréductible  égale  à  — r-  a   son  (lî-nominalcur  plus  grand  (|ue  2, 

tous  les  nombres  composant  la  famille  E  —  an    -;-  dn  ont  des  périodes  dont  la 
longueur  et  la  composition  varient  avec  /?,  bien  que  a  et  d  demeurent  constants.^ 
Mais,  sauf  quelques  exceptions,  relatives  à  quelques  valeurs  consécutives  de  ^ 
à  partir  de  i,  le  premier  lerme  de  la  période  et  plusieurs  de  ceux  qui  le  suivent 
immédiatomcnl   sont   rommuns  an\   p(''ri<)(les  de  ions  les  nombres  de    la  famille, 
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■j.i  » 


quel  ipie  soil  //    Ces  inèmes  l(;rmcs  se  rcprcMliiixrii.  (hms  l'ordic-  inverse  ù  la  lin 
(le  la  période  : 

1°  Dans  Loule  famille  de  nombres  (K)  —  an  -v- dn,  il  existe  d-r-\  groupes 
réguliers,  où  les  périodes  sont  uniformes  et  de  même  lonf,'ucur  respectivement. 

L'un  de  ces  groupes  (E,)  résulte  directement  des  valeurs  de  n  qui  satisfont  à 
la  congruence  -lan.  n^  2id{mod  q'^),  i  variant  de  i  à  l'infini,  et  les  d  autres  (K^) 
de  celles  qui  satisfont  à  l'équation  n  ~  i' d  -i-  Kd\  i'  et  K  étant  deux  non»l>res 
entiers  variant  l'un,  i',  de  o  à  d  —  \,  l'autre,  K,  de  i  à  l'inlini. 

o."  La  famille  (E)  contient  d{d  —  \)  autres  groupes  semi-réguliers  (E,/)  dé- 
terminés par  les  valeurs  n  =  j  -{-  Kd*,  j  prenant  toutes  l<s  valeurs  entières  de 
I  îi  d{d  ^  i),  à  l'exception  de  celles  qui  sont  égales  à  i'd,  ces  multiples  de  d 
étant  déjà  tous  affectés  aux  groupes  réguliers  {Kd  ). 

Dans  les  groupes  (Erf),  les  périodes  ne  sont  pas  uniformes,  mais  le  nombre 
des  termes  qu'elles  ont  en  commun  croit  de  quelques  unités,  dans  rbaque 
groupe,  chaque  fois  que  K  atteint  une  des  valeurs  résultant  de  rex()ression  de 
K  =  Id-''  où  /  et  /•  sont  des  entiers  quelconques.  Chaque  groupe  (Ej)  donne 
ainsi  naissance  à  une  infinité  de  sous-groupes,  dans  chacun  desquels  le  nombre 
des  termes  communs  à  la  branche  initiale  et  à  la  branche  finale  de  la  période 
est  constant  et  croît,  sans  limites,  d'un  sous-groupe  à  celui  qui  le  suit  dans  la 
série  ascendante. 

3°  Enfin,  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  ?i,  les  périodes  n'ont  en  commun 
que  les  termes  (trois  au  moins)  dont  il  a  été  question  au  théorème  précédent 
et  qui  se  rencontrent  aussi  dans  les  groupes  (E,),  (Ef/),  (Erf)  aux  mêmes  places 
par  rapport  aux  termes  extrêmes.  Pour  tout  le  reste,  elles  sont  indépendantes 
les  unes  des  autres. 

Ce  théorème  se  double  d'un  théorème  analogue  concernant  les  périodes  des 
familles 

(E)  =  bfi    —  en. 

M.  de  Jonquières  développe  aussi  la  loi  de  formation  des  réduites  des  nombres 

du  type 

E  =  an^  H-  dn; 

il  montre,  en  particulier,  comment  les  termes  communs  à  chacune  des  deux 
branches  des  périodes  des  nombres  E  ne  sont  autres  que  les  quotients  obtenus 
en  faisant  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur  sur  les  nombres  ui  el  d . 
Dans  les  théorèmes  précédents  on  a  supposé  qu'on  avait  affaire  aux  fractions 
continues  arithmétiques,  mais  les  fractions  de  la  forme 

a:  =  a 


Ci) 


9.  a  -I- 


(i) 


H- 


X  —b  — 


(t) 


(:^) 


•2h  —  . 
jouent  le  plus  grand  rôle  dans  cette  théorie:  eUes  doiment  d'.iilli  iii«.  iuniuiliati' 
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ment  la  clef  de  quelques-uns  des  théorèmes  précédents;  M.  de  Jonquières 
montre,  en  outre,  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  dans  le  calcul  numérique  et 
étudie  en  détail  la  façon  dont  les  réduites  calculées  au  moyen  de  ces  fractions 
se  trouvent  coïncider  avec  certaines  des  réduites  calculées  au  moyen  des  frac- 
tions ordinaires.  ^ 

NMO;  5  mars. 

Mouchez.  —  Observations  des  satellites  de  Saturne,  d'Uranus  et 
de  Neptune,  faites  à  l'équatorial  de  la  tour  de  l'Est  de  l'obser- 
vatoire de  Paris,  par  MM.  Paul  et  Prosper  Henry.  (607). 

Stephan.  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'observatoire 

de  Marseille.  (609). 

Gaillot.  —  Sur  les  perturbations  de  Saturne,  dues  à  l'action  de 
Jupiter.  [Q'iCy). 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  grande  comète  de  septembre 
1882  (II,  i883),  faites  à  l'Observatoire  de  la  mission  du  passage 
de  Vénus  à  la  Martinique.  (629). 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  nouvelle  comète  (Brooks  et 
Swift),  faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (682). 

Gonnessiat.  —  Observations  de  la  comète  Swift-Brooks,  faites  à 
l'Observatoire  de  Lyon.  (683). 

Halphen.  —  Sur  l'approximation  des  sommes  des  fonctions  nu- 
mériques. (634). 

L'auteur  indique  une  méthode  pour  déterminer  les  valeurs  asymptoliqucs  de 
ces  sommes;  cette  méthode  repose  sur  la  considération  de  lintégrale 

où  X  est  une  quantité  réelle  et  positive,  où  la  variable  d'intégration  z  suit  une 
ligne  A  n'entourant   pas   le    point   zéro   et   dont    les    extrémités    sont   a  -i-  rx , 
a'  H-  î'oo ,  a  et  a'  étant  positifs.  L'intervention  de  cette  intégrale  dans  ce  genre 
de  questions  tient  à  la  propriété  suivante. 
Soit 

Si  la  ligne  (A)  est  prise  dans  la  région  où  vaut  ce  développement,  on  aura 

n  étant  l'entier  contenu  dans  x. 

M.  Halphen  retrouve  ainsi,  en  parlirulior.  un  résnllnl  récemment  communi((nc 
par  IM.  Sylveslcr. 
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l^oinrarc  (II-).  —  Sur  les  srrics  des  r><)l\  nùinr.s.  {i)^-  >. 

7/anteur  indique  une  niPlhodf  |i(uir  déterminer  les  régions  dr  mn  vti  ^''-ru '•  d»«. 
sf'-ries  de  la  forme 

^0  '  n     •     *i  '   I         .  •  •         ^„  '  „        .... 

OÙ  les  X  sont  des  constantes,  où  P„  est  un  p^dynùmc  (\o  (h'zrr  n.    li»'*   ;mi\  poK  - 
nômcs  précédents  par  une  relation  de  la  forme 

Q«^  +  Q.  T',,-.  -  Q.iV.  +•••-;-  O.P„  .  -  o, 

relation  où  ()■  est  un  polynôme  entier  donnf';  en  .x  el  en  n.  de  dp;,'r<''  /  en  .r. 

Léauié.  —  Sur  les  Irajccloires   des  divers  poiiiN  d'iinr   liirllc  ««n 
mouvement.  f64^V 

.V  II  ;   19,  mars. 

\    ' 
Syh'C'iter.  —  Sur  le  produit  indéfini 

(\  —  x)(i  —  .T^)(\  —  .r-' )  .  .  . . 

i.  (M)- 

Application  d'une  méthode  graphique  exposée  par  l'auteur  dans  \c  Johns 
Hopkins  Circular  de  février,  pour  convertir  en  série  un  produit  indéfini. 

Sylvester.  —  Sur  un  théorème  de  partitions.  (6-4). 

Soient  s^,  s.,,  ...,  .v-  des  suites  de  nombres  consécutifs,  telles  que  le  plus  petit 
•    terme  dans  aucune  d'elles  n'excède  pas  de  plus  de  l'unité  le  plus  grand  terme  dans 
la  suite  qui  précède.  On  peut  envisager  ce  système  de  suites  comme  une  parti- 
tion de  la  somme  des  nombres  contenus  dans  leur  totalité;  on   a   alors  le  théo- 
rème suivant  : 

Le  nombre  de  systèmes  de  i  suites  de  nombres  consécutifs  dont  la  somme 
est  N  est  le  même  que  le  nombre  de  partitions  de  N  qu'on  peut  former  oK'ec 
les  répétitions  de  i  nombres  impairs. 

Appcll.  —  Réduction   à  la   forme  canonique  des   équations  «l'un 
fil  flexible  et  inextensible.  (688). 

Poincaré.  —  Sur  les  groupes  des  équations  linéaires.  (691). 

M.  Fuchs  a  donné,  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.   lAW  .   une  méthode  pour 
-'déterminer  les  coefficients   du   groupe    d'une   équation   différentielle   linéaire  à 
coefficients  rationnels,  avec  telle   approximation  que  l'on  voudra,   M.   Poincaré 
indique,    pour   arriver  au  même  résultat,  deux  méthodes,   en   considérant,  mais 
seulement  pour  fixer  le  langage,  l'équation  particulière 


d\y 


i- n  i- n 

,m^  {x  —  O,)^         j^  x        a, 
j -  1  i-  \ 


où 


IB. 


Voici  l'un  de  ces  moyens:  soient  «7,  et  a.,  deux  points  singuliers.  ("-,  et  C.  (Irn\ 
Bull,  des  Sciences  niathém.,    >'  série,  t.  Vil.  (Novembre  iSS.^^i     R.ij 
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cercles  ayant  pour  centres  les  points  a,  et  a^,  n'enfermant  pas  d'autres  points 
singuliers  empirtant  l'un  sur  l'autre  dans  une  région  P;  on  aura  quatre  inté- 
grales 

y^  =  (;r  —  a,)"^.^i(;r  —  a,), 

y,  =  {x  —  a,  )>-. ^2  ( ^  —  «,  ), 

y^  =  {x  —  a,)\''.''^(x  —  a.,), 
et  dans  le  domaine  P  des  relations  de  la  forme 


j'i  =  ^X:,  -!-  ?^yv 


Y2  =  ^y^  +  ^}\ 


dx 

dr,        .  dr, 
dx        '    dx 

dy. 

dx 

rfr  i    ,    -  dy^ 

~  '    dx  '^      dx 

Si  l'on  avait  les  valeurs  de  a,  p,  y,  ô  pour  toutes  les  combinaisons  deux  à 
deux  des  points  singuliers,  le  groupe  cherché  serait  déterminé;  il  est  clair  qu'au 
moyen  des  équations  précédentes  on  peut  avoir  les  a,  p,  v,  6  sous  forme  de 
séries  procédant  suivant  les  puissances  des  A,  des  B,  de  x^  —  a^,  et  de  Xf,  —  «,• 

Dans  une  Communication  postérieure  (3o  avril),  l'auteur  montre  comment  on 
peut  toujours  ramener  le  problème  au  cas  où  l'on  peut  tracer  deux  cercles  C,, 
C2  satisfaisant  aux  conditions  énoncées;  il  montre  aussi  comment  les  résultats 
précédents  s'étendent  au  cas  des  intégrales  irrégulières  et  le  lien  intime  qu'il 
y  a  entre  ce  dernier  cas  et  divers  problèmes  de  Mécanique  céleste,  relatifs  à 
l'étude  des  variations  séculaires  des  excentricités. 

Jonquières  {E,  de).  —  Sur  la  composition  des  périodes  des  fonc- 
tions continues  périodiques.  (694). 

N"  12;  19  mars. 

Lœwy.  —  Description  sommaire  d'un  nouveau  système  d'équato- 
riaux  et  de  son  installation  à  l'Observatoire  de  Paris.  (^85). 

Ces  équatoriaux  sont  plus  stables  que  les  équatoriaux  ordinaires  et  rendent 
possible  la  mesure  de  grandes  distances  angulaires;  l'observateur  peut  explorer 
le  ciel  tout  entier  et  règle  lui-même,  sans  se  déranger,  tous  les  mouvements  de 
son  appareil;  enfin  les  équatoriaux  permettent  d'éviter  l'emploi  de  coupoles 
monumentales. 

Syheslei\  —  Preuve  graphique  du  théorème  d'Kuler  sur  la  parti- 
lion  des  nombres  pentagonaux.  (743). 

Démonstration,  par  la  décomposition  d'une  assemblée  régulière  de  points 
limitée  par  deux  lignes  droites  en  un  carré  et  deux  groupes  supplémentaires,  de 

l'identité 

(1  H- :r«)  (i  +  a:'rt)  (1 -I- a;V/). . . 

1  H-aar'  i--ax   \-^ax^     ,    .,  ' 

r=  I  -i xa  -\- x^a- 

I  —  X  1  —  XI  —  x^ 

i  ~h  ox   1  -h  ax^   I  -I-  ax'''     ,,    , 

~^. :,-    i-    X^^O^  -^ 

1  —  J7      1  —  a:-       I  —  JF-^ 
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De  Bernardières.  —   DcLcrminalion  de  Njuj^itndos,  ('{Xwiwv.cs  nxi 
Chili,  parla  mission  du  passage  de  \  «rius.  (  76's>.  ). 

Stieltjcs.  —  Sur  If   nombre   des   diviseurs  (rnii    nombre   entier. 

Si  /(n)  désigne  lo  nombre  de  diviseurs  de  n,  on  ;i 
f/(.)  -4-/(2)  ^^...-4-/(/0 

r=i  — 2r'(i)  =  o,i54V^i 329808,  


-  V 


Darhoux  (G.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  parlielb's.  ("^)0). 

Considérons  une  équation  queleonque  aux  dérivées  paiLielles  définissanl  uih' 
fonction  z  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Si  l'on  y  remplare  z  par 
z  -r-  sz\  que  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  s  et  que  l'on  égale  à  zéro 
le  coefficient  de  s,  on  obtiendra  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 
en  z',  à  laquelle  M.  Darboux  donne  le  nom  à'equation  auxiliaire.  Il  montre  le 
parti  qu'on  peut  tirer  de  la  considération  de  cette  équation  dans  diverses  ques- 
tions : 

Chercher  les  surfaces  infiniment  voisines  d'une  sui'face  ï  qui  forment  avec  2 
un  système  triple  orthogonal;  ou  bien,  trouver  les  surfaces  admettant  la  même 
représentation  sphérique  que  la  surface  S;  ou  bien,  trouver  tous  les  cercles 
normaux  à  une  famille  de  surfaces  dont  fait  partie  la  surface  X. 

Rechercher  les  surfaces  applicables  sur  une  surface  2^  et  infiniment  voisines 
.    de  S. 

Ce  dernier  problème  revient  à  la  transformation  par  orthogonalité  des  élé;- 
ments,  problème  posé  par  INI.  Moutard. 

Laguerre.  —  Sur  l'application  des  intégrales  elliptiques  et  ullra- 
elliptiques  à  la  théorie  des  courbes  unicursales.  (769). 
Si  l'on  considère  une  courbe  unicursale  comme  enveloppe  de  la  droite 

où  /(0>  '■?if^)f  ^(f)  ^(^nl  des  polynômes,  l'expression  de  la  distance  d'un  poini 
quelconque  du  plan  à  la  tangente  au  point  (t)  contiendra  le  radical 


V[/(OJ-'-+-[?(0]-'=P(0\  I^'CN 

en  mettant  en  évidence,  s'il  y  a  lieu,  la  partie  rationnelle  P(0-  ^'  •' (  O  '^  •""' 
pas  une  constante,  la  courbe,  d'après  la  terminologie  de  M.  Laguerre.  doit  ctn* 
regardée  comme  double;  en  chaque  point  on  peut  mener  deux  semi-droitcN 
opposées  qui  lui  sont  tangentes  :  tel  est  le  cas  des  coniques.  V{t)  est  alors  du 
quatrième  degré;  les  coniques,  regardées  comme  enveloppes  de  scmi-droiios, 
sont  du  genre  un. 

Une  tangente  étant  donnée,  en  position  et  direction,  il  lui  correspond  une 
valeur  de  t  et  un  signe  déterminé  du  radical. 

Si  l'on  détermine  chaque  tangente  à  la  conique  H  par  l'argument  d'un»'  fonc- 
tion elliptique,  la  condition  nécessaire  cl    suffisante    pour   ijur  (|Uiili'c    lanucntcs 
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louchent  un  même  cycle  consiste  en  ce  que  la  somme  des  arguments,  soit  con- 
grue à  zéro,  suivant  les  deux  périodes  de  la  fonction.  '■ 

M.  Laguerre,  dans  le  même  ordre  d'idées,  développe  diverses  propositions  et 
étend  les  mêmes  considérations  aux  intégrales  ultra-elliptiques. 

Walecki.  —  Démonstration  du  théorème  fondamental  de  la  théo- 
rie des  équations  algéhriques.  [~~i). 

Voici  le  nœud  de  la  démonstration  proposée  par  M.  \\  alecki. 
Soit/(:r)  =  G  une  équation  de  degré  2/>,  /?  ('tant  impair,  à  coefficients  réels; 
pour  prouver  qu'elle  admet  une  racine,  on  met  d'abord  y(x)  sous  la  forme 

par  la  substitution  x  —  y  -\-  z;  le  résultant  des  deux  équations  -i 

<o{z')  =  o,     <^{z')  =  o, 

est  du  degré  impair/?  (2/?  —  i),  par  rapport  k  y;  ce.  résultant  admet  une  racine 
réelle,  en  la  substituant  dans  les  équations  précédentes,  <}(^*)  seul  peut  devenir 
identiquement  nul;  alors  9(^^)  étant  de  degré  impair />  en  z-,  admet  une  racine 
réelle  en  z'-.  Si  <^  n'est  pas  identiquement  nul  »  et  ^{/  ont  un  diviseur  commun 
ei/{x)  est  décomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs;  où  l'un  de  ces  fac- 
teurs sera  de  degré  impair,  ou  bien  l'un  de  ces  facteurs  sera  de  degré  impaire- 
ment  pair  2/?',  p'  étant  inférieur  à  p,  etc. 

Si  le  degré  m  de  /{x)  est  égal  à  2'p,  p  étant  impair,  on  fera  la  même  trans- 
formation 

/{x)^'^{z-n-^z'i^{z'), 

et  l'on  verra  que  le  résultant  de  9  et  de  4'  est  de  degré  2'~'/?(2/>  —  i)  en  y;  la 
parité  est  en  quelque  sorte  diminuée  d'une  unité;  en  admettant  l'existence  d'une 
racine  pour  une  telle  parité,  on  complétera  sans  difficulté  la  démonstration. 

Charge.    —    Table  des  formes   quadratiques   quaternaires   posi- 
tives réduites  dont   le   déterminant  est  égal  ou  inférieur  à  20. 

(773). 

La  méthode  employée  pour  la  rédaction  est  celle  que  l'auteur  a  communiquée 
à  l'Académie  en  1881  et  qui  constitue  une  généralisation  de  la  méthode  de 
.M.  ScUing  pour  les  formes  ternaires. 

A  oust.  —  Méthode  pour  obtenir  la  formule   donnant   l'intégrale 
générale  de  l'équation  différentielle 


d"  y 


,        ,    Aïo:"-»  -r — •-  -^...-}-  X„y  =/{x). 


Iv'auteur  suppose  que  les  .K  sont  des  constantes;  il  paivient  à   un  résultat  de 
la  forme 

y  =  M,.r«.  -i-M.^a;»i  4-.  ..-4-  M„Xfl/< 
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Faye.  —  Sui-  nue  objection  de  M.  Taeeliini,  rcîlallvc  à  la  lln'oii*- 
du  Soleil,  dans  les  Mrnio/ir  dri  Spc(t loscopisl i  ilafifini. 
(8..). 

Resal.  —  Sur  !<'  mouveuient  el  la  dcHoi  inalion  d'une  huile  lirniide 
qui  s'élève   dans  une  niasse  licjuide   d  une  (l<'nsih'   plus  grande. 

(82.), 

De  Jonquières.  —  Addition  aux  Communications  précédentes 
sur  les  fractions  continues  périodiques.  (83s4), 

Weicholcl.  —  Caractère  auquel  on  peut  reconnaître;  si  Topéralion 
indiquée;  par 

\  a  \/v±b  v«'^ 

ou  par 

2  /»/  , —  . 

S  a±  b  si  vw  i, 

peut  être  effectuée  sous  la  forme 

m  désignant  un  nombre  entier  positif,  v  et  (V  des  nombres  ration- 
nels positifs,  et  a  el  b^  a  et  j^  des  nombres  rationnels  quelcon- 
ques ;  procédé  pour  etï'ectuer  cette  opération.  (835). 
Il  faul  que  a^v  -\~  b'^w,  eL  d^  -[-  b^vw  soient  les  puissances  exacte* 

(2m  H- i)'^"'*     et     7 ni'""* 
des  nombres  rationnels  positifs  A"  et  k'. 


BULLHTTINU  DI  BIBLIOGIIAFIA  e  ij(  Stoiua  dellk  Scienze  matematichk 
E  FisicHE,  pubblicato  da  B.  Boncompagni. 

Boncompagni  {B.).  —  Intorno  ad  une  scritto  inedito  di  Adelardo 
di  Bath,  intitolato  :  Régule  Abaci  (1-90),  suivi  de  la  publica- 
tion des  Régule  Abaci.  (91-134). 

La  Bibliotliè([ue  de  l'Université  de  Leyde,  la  Bibliotlièciue  Nationale  de  Pans 
et  la  Bibliothèque  du  ^atican  possèdent  chacune  un  manuscrit  de  cet  Ouvrage 
■  important.  Après  les  avoir  minutieusement  décrits,   rauleui-  en    relèvtr    les  va- 
riantes  et  en    fait  l'histori(|ue.    Le  manuscrit  de  Leyde  provient  de  la   biblio 
thèque  de  Scaligcr,    léguée  par  lui    à  ILniversité:    le  manuscrit  de  Paris  élait 
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ronservé  autrefois  dans  la  bibliothèque  de  Saint-\  ictor.  Après  avoir  énuméré 
les  Catalogues  dans  lesquels  les  manuscrits  en  question  sont  cités, l'auteur  passe 
aux  mentions  d'Adelard  de  Bath  que  l'on  trouve  dans  divers  travaux  d'Ade- 
lung,  de  Michel  Ghasles,  de  Thomas  Wright,  de  Morit/  Cantor,  de  Thomas- 
Henri  Martin,  etc.  C'est  surtout  Michel  Chasles  qui  s'est  occupé  de  cette  ques- 
tion dans  ses  Développements  et  détails  historiques  sur  divers  points  du 
système  de  VAbacus. 

Passant  à  l'examen  de  l'Ouvrage,  l'auteur  remar([ue  tju'Adelard  se  reconnaît 
trois  prédécesseurs.  Le  plus  ancien  est  Bocce,  à  l'arithmétique  duquel  ont  puisé 
la  plupart  des  abacistes  du  moyen  âge;  puis  vient  Gerbert  (c'est  probablement 
de  ses  Régule  de  Abaco  cornputi  dont  il  s'agit);  et  enfin  un  mathématicien 
français  nommé  Guichardus. 

Adelard  traite  surtout  de  la  division;  il  en  connaît  trois  :  la  divisio  ferrea 
ou  division  par  dilTérence  qui  consiste  essentiellement  dans  l'emploi  d'un  divi- 
seur fictif  plus  grand  que  le  vrai;  la  divisio  aurea,  assez  semblable  à  celle  que 
nous  employons  aujourd'hui;  enfin  la  divisio  permixta,  combinaison  des  deux 
précédentes.  Jl  distingue,  en  outre,  cinq  sortes  (species)  de  divisions,  suivant 
la  nature  du  diviseur  et  du  dividende,  donnant  des  règles  et  des  exemples  pour 
chacun  des  cas.  Suit  une  nomenclature  des  fractions  d'asses,  indispensables, 
comme  on  sait,  dans  la  manière  de  compter  des  Romains.  Adelard  en  indique 
vingt-quatre  avec  leurs  noms  et  signes  correspondants.  Le  prince  Honcompa- 
gni  fait  remarquer  que  douze  de  ces  fractions  sont  mentionnées  par  Varron, 
dans  son  Ouvrage  De  lingua  latina;  quatorze  par  Volusius  Marcianus  dans 
Y  Assis  distributio  ;  huit  dans  Isidore  de  Séville,  et  dix-huit  dans  le  Vocabu- 
larium  de  Papias  (xi*  siècle).  La  chaîne  de  la  tradition  est  donc  interrom- 
pue. Le  Chapitre  sur  les  fractions  duodécimales  présente  une  particularité 
remarquable;  tout  un  passage  assez  étendu  s'accorde  presque  mot  pour  mot 
avec  ce  que  nous  trouvons  sur  le  même  sujet  dans  un  Traité  intitulé  Liber 
Abaci,  composé  par  un  élève  de  Gerbert,  nommé  Bernelino.  Ce  Traité,  publié 
en  1867,  par  M.  A.  Olleris,  fait  partie  d'un  assez  grand  nombre  de  manuscrits. 
M.  le  prince  Boncompagni  en  a  comparé  huit,  qui  tous  contenaient  le  passage 
en  question. 

L'auteur  termine  par  quelques  considérations  touchant  Adelard  et  son  temps. 
Il  se  nomme  simplement  Adelardus;  mais,  d'après  MM.  Tanner,  Wright  et 
d'autres,  il  serait  identique  avec  le  moine  Adelbart  de  Bath,  qui  a  laissé  des 
traductions  d'Euclide,  des  Tables  astronomiques  de  Al  Kharizmi,  de  Vlntro- 
duction  mineure  de  Abn  Ma'schar  Gia'far,  des  Prestigii  astronomici  de  Thebi- 
ben  Chora,  et  enfin  un  Traité  sur  l'astrolabe.  Les  dates  de  la  vie  de  cet  auteur 
peuvent  être  facilement  précisées.  Adelard  fait  mention  du  roi  Henri  1"  d'An- 
gleterre, qui  a  régné  de  iioo  à  ii35  et,  de  plus,  il  a  dédié  deux  de  ses  Ouvrages 
aux  évèques  Guillaume  de  Syracuse  et  Bichard  de  Bayeux.  Or,  Guillaume 
assistait  au  concile  de  Latran  en  nu,  et  Bichard  occupait  le  siège  do  Bayeux 
de  iii3  à  ii33.  Adelard  a  donc  vécu  dans    la. moitié  du  xii'  siècle. 

Steinsclineider  [Maurice).    —    lùiide    sur    Zarkali ,    astronome 
arabe  du  xi*^  siècle,  et  ses  Ouvrages.  (i^i-iS*^. ). 

C'est  un  «  premier  article  »  traitant  principalement  des  sources  servant  de 
complément  à  un  autre  pjiblié  à  la  suite  d'une  Notice  de  Bcrnaudino  Baldi, 
inséré  dans  le  Hullettino  jxMir  i'^7'|. 
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Il  n'y  a  (lu'iiii  seul  Vraix*  (jiii  ail  dil  (|ucl<|ii('  (liosc  sur /arUali  :  <-'«;>(  lir  vj/ir 
AI  Kini;  le  ccnirL  |)assaf;e  qiril  nous  a  laiss«*  et  une  Nolire  un  |m;u  |>Ius  Ioii;;ijc 
<ln  juif  Isaac  Israëli,  sont  à  peu  près  tout  ce  que  le  moyen  à^e  nous  a  Ir^ué  sur 
Zarkali.  Lessièclesimniédiateuient  posti'rieurs  ne  fournissent  qu'un  seulérrivain  : 
ik'rnadino  Maldi.  Mais  la  moisson  devint  pins  ample  dans  les  temps  modernes. 
L'auteur  cite  Montucla  {Histoire  des  Mathéinutifjues),  J.-ll.-Jos.  I)clambre 
{Histoire  de  V Astronomie  du  moyen  âge),  L.-P.-A.  Sédillol^  .ï/fv/io//e  sur  /es 
instruments  astronomiques  des  yJrahes),  Joacliim  Selovel  (Géographie  du 
moyen  dge),  Ilammer-Pursstall  {Literaturgesckichte  der  Araber),  Ilenry- 
Tliomas  Colehrook  {Miscellaneous  essays). 

M.  Stcinsclineider  termine  son  article  par  quehjues  observations  sur  le  nom, 
la  ville  natale  et  le  temps  de  Zarkali.  II  n'est  pas  parvenu  à  élucider  compl»*- 
lement  les  deux  premières  questions.  Le  nom,  qui  ne  se  retrouve  pas  ailleurs 
dans  les  Ouvrages  arabes,  a  paru  déjà  étranjje  à  AI  Kifti  et,  quant  à  la  ville,  le 
surnom  de  Kortubi  (de  Cordoue)  n'est  que  l'addition  d'un  écrivain  postérieur 
(C-asiri).  îNous  sommes  plus  heureux  quant  au  temps.  Presque  tous  les  l<"moi- 
gnages  s'accordent  à  placer  Zerkali  entre  1060  et  1080. 

INI.  Steinschneider  nous  promet  une  liste  conjplèle  des  Ouvrages  de  Zerkali 
et  une  étude  sur  ses  imitateurs  ainsi  que  sur  les  mentions  de  ses  Ouvrages  par 
d'autres  auteurs. 

Henry  [Charles).  —  Supplément  à  la  bibliographie  d<;  (jergomie. 

(•il  1-^4  18). 

C'est  l'indication  de  quarante-trois  Mémoires,  publiés  sans  nom  d'auteur  dans 
les  Annales  de  Mathématiques  et  qui  doivent  être  attribués  à  (iergonne, 
d'après  un  exemplaire  que  le  rédacteur  légua  à  la  Bibliothèque  de  la  Sor- 
bonne. 

Wiedeman  {Eilardo).    —  Suiroltiea   degli   Arabii.  Traduzione 
dal  tedeseo  del  D'"  Alfonso  Sparagna.  (2i()-'>/25). 

Ce  travail  conixrne  surtout  les  Ouvrages  du  célèbre  savant  Ibn  al  Haitam, 
mieux  connu  sous  le  nom  d'Alliazen;  il  s'appelait  en  réalité  Abn  Ali  Mo- 
iiamed  ben  el  llasan  Ibn  el  lleitem  el  Basri.  La  dernière  particule  de  son 
nom  indique  (ju'il  était  originaire  de  Basra;  il  ne  peut  donc  être  rangé  au 
nombre  des  auteurs  arabes  proprement  dits,  mais  plutôt  parmi  les  auteurs  des 
peuples  écrivant  l'arabe;  eu  ce  temps,  tout  l'Orient  écrivait  en  arabe  conime 
l'Occident  en  latin. 

Les  grands  mérites  d'Ibn  al  Haitam  en  Optique  étaient  reconnus  déjà  par  ses 
compatriotes.  Ainsi  Ibn  Khaldùn  l'apj)elle  «  le  plus  <-élèbre  parmi  les  .Musulmans 
qui  ont  écrit  sur  cette  Science  ».  Il  devient  donc  doublement  curieux  d'exami 
ner  ses  œuvres;  heureusement  qu'elles  ont  été  conservées  jusqu'à  nos  jours,  à 
très  peu  d'exceptions  près.  II  ne  manque,  en  elfet,  qu'un  seul  des  Traités  cités 
Ibn  Ali  Osebiali  comme  appartenant  à  Ibn  el  llailam.  Ces  ouvrages  se  trouvent 
dans  deux  manuscrits  dont  l'un  est  à  Londres  et  l'autre  à  Leyde.  Le  manuscrit 
de  Londres   contient  les  articles  opti(|ues  suivants  : 

I"  Sur  la  lumière  des  étoiles; 
2"  Sur  la  lumière; 


S4z4  SECONDE   PARTIE.  | 

.>  Sur  les  iiiiioii"!>  concaves  paraboliques  ; 

4°  Sur  la  lumière  de  la  Lune; 
tandis  que  celui  de  Leyde  renferme  VOptique  avec  un  Commentaire  de  Ka- 
male'd  din  Abn'l  Hasan  al  Farisi,  suivi  d'autres  Essais  physiques  sur  l'arc-en- 
ciel,  sur  les  éclipses,  les  ombres,  etc.,  le  tout  d'après  Iba  al  Haitam  et  Avicenne. 
Enfin  on  y  trouve  un  extrait  du  manuscrit  de  Londres.  L'un  et  l'autre  manuscrit 
sont  très  bien  écrits,  mais  les  dessins  sont  bien  supérieurs  dans  celui  de  Leyde. 

Voici  les  points  sur  lesquels  l'auteur  a  insisté  : 

L  On  trouve  dans  le  manuscrit  de  Leyde  un  dessin  de  l'appareil  employé 
par  Ibn  al  Haitam  pour  déterminer  l'indice  de  réfraction. 

IL  Dans  l'introduction  au  Traité  sur  la  sphère  ardente,  on  trouve  un  théo- 
rème d'après  lequel  l'angle  de  réfraction  du  verre  est  plus  petit  que  la  moitié 
et  plus  grand  que  le  quart  de  l'angle  de  l'incidence;  la  preuve  en  est  faite 
d'après  Ptolémée.  L'auteur  y  a  joint  une  table  des  angles  de  réfraction,  corres- 
pondant à  divers  angles  d'incidence,  pris  de  5  en  5".  Le  manuscrit,  corrompu 
en  cet  endroit,  ne  permet  pas  de  déterminer  comment  on  était  arrivé  à  con- 
naître les  résultats,  exprimés  en  degrés,  minutes  et  secondes;  toutefois, 
M.  Wiedemann  estime  que  la  méthode  est  probablement  identique  avec  celle 
qu'a  décrite  Ibn  al  Haitam  dans  son  Optique. 

m.  Ibn  al  Haitam  s'est  aidé  de  Ptolémée.  Il  le  cite  manifestement  quand  il 
s'agit  de  prouver  qu'en  passant  d'un  corps  dans  un  autre  plus  dense  le  rayon 
de  lumière  s'approche  de  la  perpendiculaire,  tandis  qu'il  s'en  éloigne  en  passant 
dans  un  corps  plus  rare. 

IV.  Un  passage  dans  le  manuscrit  de  Londres  prouve  qu'une  série  de  progrés 
importants  dans  la  théorie  des  miroirs  sphériques,  attribués  généralenient  à 
Roger  Bacon,  avaient  été  déjà  l'œuvre  d'Ibn  al  Haitam.  Ce  dernier  étant  très 
connu  dans  l'Occident,  il  est  très  probable  que  le  moine  anglais  lui  a  emprunté 
cette  part  de  ses  connaissances. 

Henry  (^CJiarles).   —   Notice  sur  un  manuscrit  inédit  de  Claude 
Mydorge  (2^1-278),  suivi  des  Extraits  du  Traité  de  Géométrie  '. 
de   Claude   Mydorge  (Manuscrit   fonds   français,   n"  i^^iS,  de  la 
Bibliotliècfue  Nationale  de  Paris).  (279-350). 

C'est  une  publication  de  1008  énoncés  de  problèmes  graphiques  se  rapportant 
à  la  Géométrie  élémentaire;  les  solutions  les  plus  intéressantes  seront  données 
dans  le  tome  XVL 

GovL  (Gilherto).   —    Vlcuu<'   lettere    inédite   di  (ialileo    Galilei. 
(351-379). 

Ces  lettres  proviennent,  à  l'exception  d'une  seule,  de  la  bibliothèque  ambro- 
sienne  et  sont  adressées  à  son  fondateur,  le  célèbre  cardinal  l-'ederigo  Horro- 
meo. Trois  d'entre  elles  sont  destinées  à  accompagner  des  envois  d'ouvrages 
nouvellement  imprimés  du  savant  florentin:  les  lettres  à  NNelsersur  les  taches 
solaires  (iHi,3),  le  discours  sur  la  comète  (i^iif))  et  le  Saggiatoi-e  (i(îa.'î).  La 
lettre  imprimée  sous  le  n°  .3  nous  montre  qu'en  i(ii-  le  cardinal  avait  encore 
des  douh^s  su»-  l'emploi  du  télescope:  rialilée,  alilé  par  la  fièvre,  se  fait  fort  de 
les  lever  à    la    piochainc  entrevue.    La    sixième    lettre  est  adressée  à  Rafiaello 
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Slaciuli.  audilem-  du  duc  Kcidiiiaiid  11  de  'l'oscaiie.  Kilo  port»-  la  dale  d«;  i>>ii 
cl  provient  des  anliives  des  .Mcdicis.  (ialilée  y  exprime  son  opinion  sur  un  plan 
de  canalisalion  de  l'Arno,  soumis  au  f,'rand-duc  par  un  certain  Corrapani.  Il 
estime  ([u'il  faut  accorder  à  l'inventeur  l(;s  |)rivil(<;es  demandi-s,  mais  seule- 
ment après  (ju'il  aura  fait  connaitre  plus  sp/'cialemcnt  les  moyens  dont  il  en- 
tend se  servir. 

Ces  lettres  sont  surtout  intéressantes  par  les  commentaires  de  M.  (iovi.  <;'e«>L 
ainsi  que,  à  propos  des  lettres  sur  les  taches  solaires,  il  nous  fait  riiistorique  de  la 
brouille  de  Galilée  avec  le  P.  Sclieiner.  Ce  sont  les  atta(jues  du  Père  qui  furent 
l'oiigine  des  lettres  de  Galilée,  adressées,  comme  celles  de  son  adversaire,  a 
jVIarcus  Welser,  duumvir  d'Augsbourg.  L'impression  de  ces  lettres  fut  surveillée 
à  Houïe  par  le  juince  Federigo  Cesi.  Le  cardinal  Horromeo,  f»ar  une  lettre  qui 
a  été  conservée,  remercia  fort  courtoisement  le  philosophe  de  son  allrnlion. 
Il  était  évidemment  très  bien  disposé  à  son  éf^ard  ;  cependant  il  avait  encore 
quelques  doutes.  Une  lettre  de  Cavalieri,  {\\\c  M.  Govi  a  trouvée  dans  la  Biblio- 
thèque Nationale  de  l^'lorence,  et  dont  il  publie  le  passafje  essentiel,  nous  ap- 
prend que  le  cardinal  s'attendait  à  voir  les  étoiles  fixes  agrandies  par  le  téles- 
cope à  peu  près  comme  les  planètes. 

Dans  le  commentaire  sur  la  quatrième  lettre,  l'auteur  retrace  l'histoire  du 
malentendu  qui  survint  entre  Galilée  et  les  jésuites  du  Collège  Romain.  Le  phi- 
losophe avait  été  aigri  contre  cet  ordre  par  les  démarches  du  P.  Scheiner,  par 
une  thèse  soutenue  contre  lui,  en  1611,  à  l'Université  de  Mantoue  :  Sur  la  hau- 
teur des  montagnes  de  la  Lune,  et  surtout  par  la  condamnation  du  système 
de  Copernic,  prononcée  grâce  à  l'influence  du  jésuite  cardinal  Bellarmin.  Il 
saisit  donc  l'occasion  de  se  venger.  Le  P.  Grassi,  du  Collège  Romain,  avait  publié 
une  brochure  anonyme  :  De  tribus  conietis  anni  1618,  disputatio  astrononiica. 
Galilée  la  fait  suivre  d'un  Discorso  sulle  comète,  publié  sous  le  nom  de  son 
élève  Guiducci,  mais  dont  il  ne  fait  pas  de  difficulté  de  reconnaître  la  pater- 
nité dans  la  lettre  à  Uederigo  Borromeo.  Il  y  attaqua  assez  vivement  quehjues 
opinions  émises  par  Gra-ssi.  Cette  attaque  fit  un  très  mauvais  effet  à  Rome; 
une  lettre  Ciampoli  vient  nous  le  prouver.  Grassi  répondit  peu  après  par  la 
Libra  astronomica,  publiée  à  Pérouse.  11  dirigea  ses  attaijues  directement 
contre  Galilée,  quoique  celui-ci  ne  se  fût  pas  nommé  dans  le  Discorso.  C'est 
ainsi  qu'il  provoqua  le  célèbre  savant  à  entrer  en  lice.  Galilée  ne  mancjua  pas  de 
répondre  à  lappel  :  il  répliqua  par  le  céXdhYQ  Saggiatore. 

C'est  de  cet  Ouvrage  que  M.  Govi  traite  spécialement  dans  son  commentaire 
sur  la  cinquième  lettre.  Il  s'applique  spécialement  à  éclaircir  l'an'aire  de  Sti- 
gliani.  Ce  dernier  avait  été  chargé  par  Galilée  de  corriger  les  épreuves  impri- 
mées à  Rome.  Il  s'était  si  mal  acquitté  de  sa  tâche,  que  Galilée  fut  obligé 
de  faire  imprimer  séparément,  à  Morence,  un  errata  comprenant  mh)  fautes. 
Mais,  en  outre,  il  avait  eu  l'audace  inouïe  d'interpoler  un  passage  où  il  se 
faisait  comparer  à  Dante  f)ar  Galilée  qui  n'avait  jamais  lu  ses  Oun rages.  Il 
eut  également  l'audace  de  nier  celte  inter|)olation  :  mais,  outre  le  témoignage 
d'un  contemporain,  Giralama  Aleandri,  voici  ([ue  le  manuscrit  original  du 
Saggiatore  vient  confirmer  cette  allégation.  C(î  manuscrit,  (|ui  est  en  pos- 
session de  M.  Govi,  est  écrit,  il  est  vrai,  p;ir  un  secrétaire  de  Cialilée:  mais  il 
porte  des  annotations  de  sa  propr*^  main.  (>r-  on  n'y  trouve  pas  le  passage  en 
(|uestion. 

D'ailleurs,  le  Saggiatore  ne  fut  pas  la  seule  réponse  an\  alla(|ues  du 
P.  Grassi.   |]ii    iH>o,  Guidn<-ei    fit  piirailre   une    Lettre    au  /'.     /'d/t/uinio    ti(d- 
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liizzi  où  il  souLenait  énergiquement  qu'il  était  rauteur  du  Discorso  délie  co- 
mète. Il  y  eut  encore  une  brochure  intitulée  Scandaglio  sopra  la  libra  astrono- 
mica  el  attribuée  souvent  à  Francesco  Stelluti,  un  des  fondateurs  de  l'Académie 
dei  Lincei  à  Rome,  mais  que  M.  Govi  prouve  être  de  son  frère  Giovan  Battista 
Stelluti  da  Fabriano.  Cet  opuscule,  aujourd'hui  oublié,  contient  cependant  une 
curieuse  observation  météorologique.  En  parlant  des  gouttes  de  pluie,  Stelluti 
établit  que  la  quantité  d'eau  tombée  sera  toujours  plus  grande  dans  les  lieux 
bas  que  sur  les  hauteurs. 

Quant  à  l'alFaire  de  Coccapani,  qui  forme  le  sujet  de  la  sixième  lettre,  M.  Govi 
est  également  en  état  de  nous  fournir  des  explications  très  complètes.  Il  a  réussi 
à  trouver  dans  les  archives  de  Florence  les  requêtes  présentées  par  l'inventeur 
au  Grand  Duc  et  les  réponses  qui  lui  furent  faites.  11  les  reproduit  textuelle- 
ment. Il  paraît  que  tout  dépendait  de  Galilée  chargé  officiellement  de  l'examen 
de  l'a  (faire.  Son  avis  ne  semble  pas  avoir  été  favorable.  Aussi  l'affaire  a-t-elU; 
très  probablement  avorté. 

Le  travail  de  M.  Govi  contient  encore  une  foule  de  renseignements  sur  des 
personnages  inconnus,  comme  le  D"^  Giggi,  le  marquis  d'Oriolo,  etc.,  mentionnés 
dans  les  lettres  et  intéressants  pour  leurs  relations  avec  Galilée. 

Aristide  Marre.  —  Appendice  au  Tiiparl\  en  la  Science  des 
nombres  de  Nicolas  Chuqiiet  Parisien.  (4io-4(>o). 

1.  La  plupart  des  problèmes  contenus  dans  cet  Appendice  sont  résolus  à  l'aide 
de  la  Règle  des  premiers,  appellation  de  l'Algèbre  qui  appartiendrait  en  propre 
à  Nicolas  Chuquet. 

2.  Les  emprunts  faits  par  Estienne  de  la  Roche  au  manuscrit  n°  1346  du 
fonds  français  de  la  Bibliothè(jue  nationale  de  Paris  ne  se  bornent  pas  aux 
\!\"i  feuillets  du  Triparty  :  on  en  constate  partout,  du  premier  au  dernier  feuillet, 
et  particulièrement  dans  les  feuilles  numérotées  148-208.  Parmi  les  questions 
énoncées  dans  l'Appendice,  il  en  est  un  très  grand  nombre  (jui  se  retrouvent 
mot  pour  mot  dans  les  deux  éditions  du  livre  d'Estienne  de  la  Roche. 

3.  Le  problème  n"  105  de  l'Appendice  met  en  lumière  l'existence  d'un  mathé- 
maticien français  du  xv"  siècle,  maistie  Barthélémy  de  Ronians. 

Dr.  D.  Bierens  de  Haan.  —  Bibliographie  néerlandaise  liislo- 
rico-scientifique  des  ouvrages  importants  dont  les  auteurs  sont 
nés  aux  xvi'',  xvii"  et  xviii'^  siècles,  sur  les  sciences  mathéma- 
tiques et  ])hvsiques,  avec  leurs  applications.  (5 19-630  et  t)-"- 

Une  bibliographie  scientifique  manquait  jusiju'ici  à  la  littérature  néerlan- 
daise. M.  Bicrens  de  Haan  vient  combler  cette  lacune,  après  avoir  dû  vaincre 
l)ien  des  difficultés.  Les  bibliothèques  i)ubli(iues  dans  les  Pays-Bas  sont,  parait- 
il,  insuffisantes,  la  seule  collection  importante  de  livres  mathématiques  néer- 
landais se  trouvant  à  Poulkova.  Les  Ouvrages  sont  décrits  autant  que  possible 
de  visu;  ,M.  de  Haan  a  cependant  admis  aussi  des  livres  riont  il  ne  savait  que  le 
titre  et  même  d'autres  dont  le  \\\X(\  ne  lui  était  pas  exactement  connu  ;  de  celle 
manière  il  fa<ililera  les  découvertes  futures.  Il  a  admis  également  des  travauv 
contenus    dans    les   recueils   et   journaux   scienlili«|uc>.    lOnlin,  il  a  ajouté  pour 
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('lia<|iic  aulciir  <ni(*l(|iu^s  détails   i)io;;i'a|)lii(|iirs.  haiis  li;  \oliiiiii-  |Mnir  ih'ii   l<i  bi- 
ltIiogra|)liic  va  jiis<|ii'à  la  Ici  lie  K. 

Dr.  Jù'lardo  \\  ieclanuum.  —  Sulla  sloria  dcllc  scienze  nul  mail 
j)ress<)  j;li  Aral)i.  Pesi  specifici.  Traclu/ione  ciel  Dr.  Allonso 
Spara^na.  (  -i(S--o,o). 

.MalionKMJ  al  (lallar-i  a  romposr  en  ()j-  de  la  Ilc^'ira  (ihi-i.m»  après  J.-(^) 
un  Ouvra^'e  trailaiiL  de^s  choses  naturelles  précieuses.  \\.  \\  iedt'iiiaiiii  v  u 
trouvé  un  |)assaf,'(!  où  s«;  trouvent  mentionnés  les  p«)itls  spécinqucs  de  divers 
métaux  et  piefres  piv'cieuses,  ainsi  (|ue  la  métliod*!  de  rinvesti;,'ation.  Les 
«liid'res  sont  très  exarts,  ainsi  (|ue  le  prouve  l'auteur  en  eomparanl,  dans  une 
table,  les  eliilFres  de  Mohamed,  ceux  de  deux  autres  auteurs  arabes  et  enlin  uo> 
eliidres  mt)dernes.  (hiant  à  la  méthode,  on  a  employé'  celle  du  déplacement  dun 
volume  d'eau  dans  un  vase  plein.  La  forme  de  ce  \ase  a  été  conservée  dans  l'ou- 
vrage d'Al-Khazini  intitulé  :  Balance  de  la  Sagesse. 

Maurice  Steinsclineidcr.  —  Notice  stir  un  ouvrage  astronomique 

inédit  d'Ihn  Haitham.  (721-740)- 

L'Ouvrage  en  ([uestion  est  mentionné  par  Jehnda  ben  Samuel  ben  Ablas,  au- 
teui"  juif  du  xni*  siècle.  Dans  le  chapitre  XV  de  son  livre,  Jaïr  Aetib,  Jehnda 
recommande  comme  recueil  astronomique  le  livre  d'Abn  li  Aben  Haitham.  C'est 
évidemment  l'ouvrage  en  question.  Nous  n'en  possédons  plus  l'original  arabe. 
Mais  en  revanche  on  en  a  trouvé  (jualre  traductions  dont  deux  latines  et  deux 
hébraïques.  L'auteur  examine  minutieusement  ces  traductions  et  les  manuscrits 
dans  les<|uels  elles  se  trouvent. 

1.  Une  version  latine  faite  d'après  la  version  espagnole  dressée,  par  l'ordre 
d'Alphonse  d'Espagne,  par  le  juif  Abraham. 

2.  Une  version  hébra'ique  par  Jacob  ben  Machir  (Prophatius),  t|ui  se  trouve 
dans  un  grand  nombre  de  manuscrits  (M.  Steinschneider  en  cite  huit).  Dans 
plusieurs  de  ces  manuscrits  le  traducteur  n'est  pas  nommé,  de  sorte  qu'on  a  pu 
commettre  toute  sorte  de  confusion  dans  les  catalogues.  Un  seul  manuscrit 
(celui  du  Vatican)  est  précédé  d'une  préface  du  traducteur,  qui  permet  de  pré- 
ciser plusieurs  points  de  sa  biographie,  entièrement  inconnue  jusque-là. 

3.  La  version  latine  d'Abraham  de  Balmes,  d'après  la  traduction  de  Jacob, 
pour  le  cardinal  Grimani. 

4.  Une  seconde  version  hébra'ique,  faite  par  Salomo  Ibn  Pater  Kohen,  médecin 
de  Burgos,  dont  il  existe  quatre  manuscrits. 

La  traduction  de  Jacob  ben  ^Lichir  n'est  pas  divisée  en  chapilres  numérotés: 
cependant  on  y  distingue  différentes  rubri(iues  commençant  invariablement  par 
les  mots  :  Traité  (Ma'arnar)  sur,  etc.  M.  Steinschneider  donne  leurs  titres. 
Leur  examen  suffit  pour  prouver  que  l'ouvrage  d'Ibn  al-llailam  n'est  pas  une 
cosmographie  comme  celui  d'Al-Fcrgani,  mais  plutôt  un  livre  spécial  d'Aslrout)- 
mie. 

La  version  latine  que  nous  avons  marquée  comme  n"  l  se  distingue  des 
autres  par  sa  division  en  chapitres.  H  y  a  aussi  une  table  des  matières;  mais 
dans  le  seul  manuscrit  que  nous  possédions  de  cette  version  (il  se  trouve  dans 
la  Bibliothèque  Bodléienne,  à  Oxford),  l'énoncé  ne  counnence  qu'au  cha- 
pitre XWII.  Plusieurs  chapitres,  d'ailleurs,  de  celte  traduction  ne  se  relrouveul 
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dans  aucun  autre  manuscrit.  M.  Steinsclineider  présume  que  ce  sont  des  addi- 
tions de  la  traduction  espagnole  faisant  partie  du  meilleur  mode  d'arrange- 
ment ordonné  par  le  roi  Alphonse.  Il  manque  aussi  dans  cette  version  la  préface 
de  l'auteur,  que  nous  retrouvons  dans  les  manuscrits  hébraïques;  à  sa  place  il 
>  y  a  un  prologue  que  M.  Coxe  d'Oxford  désigne  comme  Alphonsi  epistola;  il 
ressemble,  en  eflet,  parfaitement  aux  préfaces  des  autres  traductions  faites  par 
l'ordre  d'Alphonse  le  Sage.  Cette  version  latine  semble  d'ailleurs  supérieure  à 
celle  d'Abraham  de  Balmes.  Il  parait  que  ce  dernier  n'a  pas  toujours  compris 
le  texte  hébreu. 

L'ouvrage  d'Ibn  al  Haitam,  quoique  très  spécial,  n'était  probablement  qu'un 
abrégé;  au  moins  Averroès,  dans  son  abrégé  de  TAlmageste  (connu  seulement 
par  une  tiaduction  hébraïque  de  Jacob  Anatoli)  le  classe  parmi  ceux-là.  Ce 
livre  est  d'ailleurs  cité  par  Levi  ben  Gerson  (ou  Léo  de  Bagnols)  dans  son 
commentaire  d'Averroés.  Il  paraît  que  I^evi  avait  vu  la  traduction  de  Jacob. 

Ce  travail  est  complété  par  la  publication  d'extraits  de  plusieurs  des  manu- 
scrits précités. 


MATHEMATISCllK  ANNALEN,  begriiiidet  von  A.  Cli£Bsch  und  G.  NfiUMANx. 
gegenwârlig  herausgegeben  von  F.  Klein  und  A.  Mwer  ('). 

Tome  XVII;   1880. 

IVedekind  (L.).  — Le  rapport  anharmoiiiqiie  et  rinvarianl  absolu 
des  formes  binaires  biquadra tiques.  (1-20). 

Comme  suite  à  ses  travaux  antérieurs  (^),  l'auteur  donne  une  représentation  1 
du  rapport  anharmonique  et  de  l'invariant  absolu  pour  une  surface  réelle  et 
non  réglée  du  second  ordre;  et  en  particulier  pour  une  sphère,  en  faisant  voir 
comment,  pour  une  valeur  particulière  donnée  A  =  (coslo)■^  l'angle  w  peut  se 
construire  géométriquement  et  se  calculer  analytiquement.  Cette  représentation 
est  appliquée  à  quelques  questions  relatives  aux  intégrales  elliptiques,  et  les 
positions  harmoni(|ues  et  équiharmoniques  sont  tlisculées  avec  détail. 

llosanes  (»/.).  —  Sur  la  théorie  des  coniques.  (*>ti-3o). 

Trois  coniquesy,  cp,  tj'j  situées  dans  un  même  plan,  peuvent  toujours,  d'après 
un  théorème  d'Hermite,  être  considérées  comme  polaires  coniques  des  trois 
points  '%,  T,,  Ç,  par  rapport  à  une  courbe  du  troisième  ordre  B.  Cette  courbe, 
ainsi  que  les  trois  points,  est  susceptible  d'une  seule  détermination;  mais  il 
existe,  entre  les  points  et  les  coniques,  cette  relation,  que  la  polaire  du  point  % 
•  par  rapport  à  9  est  identique  à  la  polaire  de  r,  par  lapport  à  /,  etc.,  ce  (lu'on 
exprimera  par  les  équations 

r;  =.A'     v»;      rC>     /s  -  V;- 
L'auteur    fait   Aoir  (|ue    les   six    équations  conicnncs  datïs  ces   relations    sont 

(•)  Noir  Bulletin.  VI,,  iX. 

(')  Malhcm.  Annalen,  I.   L\.  cl  //(ibililation.sschri/t.  Karl-^rulic  :  \>^-i\. 
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encore  vérifiées  par  deux  autres  systèmes  de  trois  points,  (^es  trois  systèmes  de 
trois  points  sont,  dans  leur  position  respeetiNc,  soumis  à  trois  romlitions,  di- 
telle  sorte  que  sept  de  ces  neuf  points  peuvent  être  choisis  à  vol«>ntè,  tandis 
que  le  huitième  et  h;  neuvième  sont  alors  des  points  de  deux  droites  coordonnées 
projectivefnent.  l{é('ij)ro((iif'nicnt,  si  ces  trois  redations  de  [)osition  ont  lieu  entre 
neuf  points,  on  pourra  di'-tei miner  les  conicpies  correspondanl(rsy",  'i,  -y. 

(jlall  (vo/i).  —  Le  syslème  de  l'oi^mes  coniplel  d'uiie  forme  hinaiie 
de  litiilième  ordre.  (3i-5i).  —  Sur  le  s^slème  complet  (Vwnc 
forme  binaire  de  litiilièine  ordre.  (iSç)-!;")?.).  —  Extrait  d'tine 
Letti^e  à  la  Kédaction  des  Matliem.  Annaleii.  (4-^6). 

En  se  fondant  sur  les  méthodes  développées  par  (iordan  {Binàre  Formen, 
Leipzig,  iH-5),  l'auteur  donne  le  système  de  la  forme  binaire  du  huitième 
ordre,  en  le  réduisant,  dans  son  premier  Mémoire,  à  96  formes.  Après  avoir 
pris  connaissance  du  tableau  publié  par  Sylvester  dans  V American  Journ.  of 
Math.,  et  qui  contient  70  formes,  l'auteur  parvient,  dans  les  articles  suivants, 
à  réduire  le  système  à  71  formes,  de  sorte  qu'il  ne  diffère  plus  maintenant  du 
résultat  obtenu  par  Sylvester  que  relativement  à  une  seule  forme,  qu'il  consi- 
dère comme  irréductible. 

Klein  {F.).  —  Sur  la  définition  géométrique  de  la  projectivilé 
pour    les    figures  fondamentales   du    premier   degré   (Stu/e). 

(02-54). 

Darboux  (G.).  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  Géométrie 
projective.  (Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Klein).  (55-6 1  ;  fr.  ). 

Les  fondements  de  la  Géométrie  établis  par  v.  Staudt  reposent  essentiellement 
sur  ce  théorème  :  «  Si  deux  séries  d'éléments  se  correspondent  de  telle  ma- 
nière qu'à  quatre  éléments  quelconques  de  l'une  des  séries,  formant  une  propor- 
tion harmonique,  correspondent  quatre  éléments  également  en  rapport  an- 
harmonique,  la  correspondance  est  définie  par  cette  unique  propriété,  et 
elle  coïncide  avec  la  transformation  homographique  ».  Tandis  que  M.  Klein,  en 
mentionnant  il  y  a  quelques  années  ce  théorème  ('),  avait  cru  devoir  compléter 
la  démonstration  de  v.  Staudt  par  la  condition  que,  de  la  correspondance  de 
deux  séries,  que  l'on  peut  construire,  d'un  nombre  infini  d'éléments,  on  puisse 
toujours  conclure  aussi  la  correspondance  des  éléments-limites  corrélatifs; 
M.  Darboux  fait  voir,  par  la  voie  analytique  aussi  bien  que  par  la  riéométrie, 
que  le  théorème  en  question  peut  être  démontré  en  toute  rigueur  sans  admettre 
de  nouvelles  hypothèses. 

Klein  (F.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  du  module. 

(62-70). 

Ce  Mémoire  expose  les  points  de  vue  généraux  sous  lesquels  l'auteur  a  déjà 
traité,  dans  des  travaux  antérieurs  (0-   ••'»    théorie  des   fonctions  elliptiques  du 


(')  Mathem.  Annalen,  t.  VI  et  VIL 
(-)  Mathem.  Annaleti,  t.  XIV  et  XV 
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iiKxlule,  ot  a  pour  but  de  développer  les  priucipes  fondamentaux  d'une  throrie 
générale  de  ces  (onctions.  Il  s'agit  ici  de  toutes  les  fonctions  uniformes  d'une 
variable  w,  qui  restent  invariables  par  les  substitutions  linéaires  à  coeHicients 
entiers  de  déterminant  égal  à  i, 

ao>  -T-  .^ 
yo>  H-  0 

Ces  substitutions  peuvent  se  classer  suivant  trois  points  de  vue  différents  : 
t"  d'après  les  sous-groupes  qu'elles  contiennent;  2°  d'après  la  nature  arithmé- 
tique des  coefficients  de  la  substitution;  3°  daj)rès  le  genre  (la  connexion)  du 
polygone  fondamental  correspondant  à  un  sous-groupe.  C'est  surtout  la  dernière 
classification  qui  est  importante  dans  la  théorie  des  modules  appartenant  à  un 
groupe.  Si  l'on  a  p  =  o,  on  pourra  choisir  un  module  algébrique  correspondant 
de  telle  sorte  que  ce  module  ne  passe  qu'une  seule  fois  par  une  valeur  donnée 
quelconque  dans  l'intérieur  du  polygone  fondamental.  Mais,  si  l'on  a  />  >•  o,  il 
faudra,  pour  désigner  le  point  unique  du  polygone,  considérer  au  moins  deux 
modules  à  la  fois,  entre  lesquels  existera  alors  une  équation  du  degré  p  corres- 
pondant. Dans  le  premier  cas,  on  a  un  module  principal;  dans  le  second,  on  en  a 
plusieurs,  formant  un  sytème  complet.  Tous  les  modules  appartenant  au  sous- 
groupe  peuvent  s'exprimer  rationnellement,  pour  y?  =:  o,  au  moyen  du  module 
principal,  et  dans  les  autres  cas  au  moyen  des  modules  du  système  complet.  Si, 
de  plus,  10'  et  w  sont  liés  entre  eux  par  une  substitution  d'un  sous-groupe  dési- 
gné, alors,  dans  le  cas  de  /?  =  o,  il  est  non  seulement  nécessaire,  mais  encore 
suffisant  que  le  module  principal  calculé  pour  m  coïncide  avec  le  module  prin- 
cipal calculé  pour  w'.  Mais  si  l'on  a  7?  >  o,  la  même  conséquence  exige  l'égalité 
de  tous  les  modules  d'un  système  complet.  L'auteur  cite  pour  exemples  l'inva- 
riant absolu  comme  module  principal  de  toutes  les  substitutions  de  w,  la 
racine  V'™*  du  v.'  de  Legendre,  l'irrationalité  icosaédrique  comme  module 
principal  du  cinquième  degré  {Stufe),  et  le  système  complet  des  modules 
du  septième  degré.  En  outre,  dans  la  seconde  partie  de  son  travail,  il  fait 
voir  commentées  idées  générales  peuvent  s'appliquer  à  la  théorie  des  transfor- 
mations. 

G  f  ers  ter  (J.).  —  Sur  les  relations  entre  les  nombres  de  classes 
des  formes  quadratiques  binaires  de  déterminant  négatif.  (  Pre- 
mière et  seconde  Note).  (71-84). 

Les  huit  formules  que  M.  Kronecker  a  établies  entre  les  nombres  de  classes 
des  formes  quadratiques  de  déterminant  négatif  sont  tirées  des  équations  mo- 
dulaires ordinaii'cs  par  une  formation  de  résultâmes.  C'est  dans  le  même  sens 
que  l'auteur,  dans  sa  première  Note,  étudie  les  équations  modulaires  des  corps 
réguliers,  en  particulier  celle  qui  appartient  à  l'icosaèdre.  Dans  la  seconde 
Note,  il  se  pose  le  problème  d'aborder  la  même  question  d'une  manière  ana- 
logue pour  les  formes,  en  nombre  infini  des  équations  modulaires  construites 
par  Klein.  Dans  les  correspondances  modulaires  de  degré  {Stufe)  ni,  le  nombre 
des  coïncidences  est  compté  de  deux  manières,  une  fois  arithmétiquement, 
l'autre  fois  algébriquement.  Le  dénombrement  arithmétique,  qui,  dans  le  pré- 
sent travail,  est  effectué  pour  un  degré  égal  à  un  nombre  premier  quelconque, 
fournit  une  somme  de  nombres  de  classes.  Le  dénombrement  algébrique,  au 
contraire,  est  d'abord  restreint  au  cas  où  les  modules  de  congruence  consi<lérés 
sont  des  niodides  principaux.  On  obtient  alors  une  suite  de   relations  entre  des 
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nonibn's  de  classes,  parmi  les«|iu'llps  lifiuitiil    aii««si    les  roiimilis  «Ir  Kroiierki-r. 
Les  léstillats  ^ii'iM  raii\  sont  ralcnU's  jMtiii-  le  ^i|»i  itiiii-  Af^ir  (  Stu/e  ). 

Konif({J.).  —  I)(*veloppenioiil  en   série  siiixjuil    les   foiictioiis  de 
Besscl.  (85-8(i). 

Hoiuaiciue  sur  1(;  Mt'nioire  di;  M.  Soiiino  C  Malli.  Ann.,  t.  \V[),  avor  renvoi 
à  Ja  représenlalioM  donnée  par  l'auLeur  {Math.  Ann.,  l.  V  )  d«.'s  fonetiuns  sons 
forme  de  séries  infinies. 

Ihill  {A .).  —  Sur  l<^  lliéorèine  (raddltion  et  le  piohlèmc  de  Tin- 
version  des  fonctions  elliptiques.  (8y-n):>.  j. 

L'auteur  fait  voir  conirnent  l'introdiiclion  des  fondions/  et  H  de  Jaeobi  se 
déduit  avei;  facilité  de  linté^rah;  de  troisième*  espèce,  en  parlant  de  cette  inlé- 
j^rale  comme  forme  normale,  exprimée  par  une  intégrale  double. 

I{rlll  (  /.).  —  Sur  les  points  d'inflexion  des  courljes  du  quatrième 
ordre  ayant  des  points  doubles.  (100-106  et  5iy-529.  ). 

Les  douze  points  d'inllexion  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  à  deux  points 
doubles  peuvent  être  considérés  comme  points  fondamentaux  d'un  faisceau 
doublement  infini  de  courbes  du  quatrième  ordre.  Dans  les  deux  Notes  enques- 
tion,  l'auteur  nous  montre  comment  on  peut  former  l'équation  de  ce  faisceau. 

Schiir  {F.).  —  Sur  la  théorie  des  complexes  de  ravons  du  second 
ordre,  (ioj-109). 

«  Si  une  forme  quadratique  de  six  variables  représente  un  complexe  de 
droites  du  second  degré  en  coordonnées  ponctuelles  de  droites,  ses  formes 
adjointes,  qui  au  moyen  du  facteur  variable  constituent  un  faisceau  simple- 
nient  infini,  représenteront,  en  coordonnées  tangentielles  de  droites,  les  com- 
plexes du  second  degré  avec  la  même  surface  de  singularité.  » 

Marx  [W.).  — Démonstration  synthétique  du   théorème  d'Euler 
siu' les  rayons  de  courbure.  (110-114). 

Cayley  (A.).  —  Sur   un  théorème  relatif  aux   fonctions  B  mul- 
tiples. (ii5-ii>.2;  ang. ). 
Démonstration  de  ce  théorème  : 

e-/j(i/,,...;iA',v')  B(?/,  +  icj',  ;  [j.,  v)  =  e—^'^^-.W'a.  B  (" ':•'•  +  !■»•'?  "^  -r-  v'). 

Les  fonctions  0  tlépendent  de  la  fonction  (|uadrali(|ue  gé-nérale 

G(i/,,...,  iiç;  /?,,...,  «?) 

de  2p  variables,  et  les  caractéristiques  v,,  . . . ,  Vo;  ja,,  . . .,  ap  sont  des  nombies 
quelconques,  entiers  ou  fractionnaires. 

Harnack  [Ax.).  —  Sur  la  série  trigonomélrique  et  sur  la  repré- 
sentation d'une  fonction  arbitraire.  (ii>.3-i32  ). 

La  nouvelle  méthode  dont  l'auteur  s'est  servi,  <lans  ce  Mémoire,  pour  établir 
les  principes  généraux  de    la   théorie  dcj,   séries   de   l'ourier  e>l    plus   tomplète- 
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nient  développée  clans  le  Lomé  \I\  des  Math.  y\nn.  et  dans  le  Bulletin  des  Se. 
math,  et  astron. 

Klein  {-f^')-  —  Sur  les  formes  normales  en  nombre  infini  de  l'in- 
tégrale elliptique  de  première  espèce.  (i32-i38). 

L'intégrale  normale  de  J.egendre 

dx 


II 


\/ûc{i  —  .r)  (i  —  A-x 

se  présente  dans  la  classification  de  l'auteur  comme  une  intégrale  de  second 
degré  (Stu/e),  parce  que  le  module  du  second  degré  y  apparaît  comme  unique 
constante.  On  obtient  des  formes  normales  aussi  légitimes  de  degré  supérieur, 
en  partant  de  la  représentation  des  fonctions  doublement  périodiques   donnée 

par  Ilermite  : 

pX(,=  <j{u—  a^)'s{l/.  —  a,)...i{u  —  ^„  ) , 

pXf—  <7{n  —  bi)(j(  u  —  h.,) . .  .'3  {u  —  A„  ) . 


que  l'on  peut  interpréter  comme  une  courbe  elliptique  dans  lespace  de  n  —  i 
dimensions,  ou,  suivant  1  expression  de  l'auteur,  comme  une  courbe  elliptique 
de  n"*"""  degré.  I^es  intégrales  elliptiques  appartenant  à  ces  courbes  dépendent, 
dans  chaque  cas,  d'une  seule  constante,  qui  est  un  module  du  troisième,  du 
quatrième,  du  cinquième,...  degré.  Le  moyen  de  calculer  les  formes  normales 
(irrationnelles)  repose  sur  le  choix  des  constantes  a,,  6,,. ,.,  w^;  on  les  prend 
égales  aux  n'^"""^  parties  des  périodes.  Le  troisième  degré  s'obtient  à  l'aide  de  la 
courbe  plane  du  Uoisième  ordre,  et  sa  forme  normale  se  déduit  de  la  théorie 
des  points  d'inflexion.  Pour  le  quatrième  degré,  on  a  affaire  à  une  courbe  gauche 
du  quatrième  ordre  et  à  la  théorie  des  plans  osculateurs  stationnaires.  Pour  le 
cinquième  rang,  la  représentation  algébrique  dépend  de  l'intersection  de  cinq 
surfaces  du  second  degré  dans  l'espace  de  quatre  dimensions. 

Schubert  {H.).  —  Etude  du  triangle  par  la  géoTnétrie  numérique. 
(i  53-21 2). 

Gomme  il  serait  impossible  de  résumer  en  peu  de  mots  le  riche  contenu  de  ce 
Mémoire,  nous  préférons  renvoyer  le  lecteur  au  texte  original. 

Enneper    (^.).    —    Sur    une    équation    entre    les    fonctions    .3». 

(2l3-2l6). 
Démonstration  des  équations  (') 

(i)       4-2r  (^+jK+^)2r(a;)Br' (;r)2r(^)-f-2r(.r +  .!--(- ^)Sr(j;)Sr(i-) -'(5) 
l  =2r'i(o)&,(^'-f-^).^,(^-;-;r)Sr,(a;H-r); 


(2) 


dx-  ~        V,    TT    / 


^/.-^sin^am  '^— —  — {x-'-k"^) 


■1  K  y 


(')  Hermitk.  Comptes  rendus,  t.  L\\\\  :  1877. 
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vTi 


où    i  on    il 


?S(x 


(3)    //.'^ 


sin  a  m  it 
dW 


cosaiii  u  A  a III  a  \[  —  —  /.'^ 


/,-  sin  aiii  //ri)s';iiii  //. 


Gordan  i^P.).  —  Sur  le  syslème  déformes  complcl  (i<î  la  foiinc 

Celte  forme  l)i(|ua(lrali([ue  spéciale,  iiiiporlanle  pour  la  lliéorie  des  <'(|iiatiori^ 
(lu  seplièiue  degré,  se  change  en  clle-mèinc  au  iiioven  de  iG8  suhslilulions  li- 
néaires, et  par  suite  possède  sculennent  (juaire  covariants  liiK-airement  indépen- 
dants. L'auteur,  qui  n'a  pas  encore  publié  sa  (N'iiionstration  du  nombre  fini  des 
formes  du  système  des  formes  i)iquadratique-i  ternaires  générales,  donne  pour 
celles-ci  le  système  total  correspondant,  leciuei  se  compose  de  ï^\  formations. 
I^e  premier  Chapitre  contient  les  méthodes  générales;  le  second  commence  à 
traiter  la  construction  des  formes  pour  la  forme  biquadratique  générale,  et 
poursuit  cette  recherche  aussi  loin  qu'on  peut  le  faire  sans  calculs  trop  pro- 
lixes. Dans  le  Chapitre  IFI,  il  emploie  les  simplilications  (|ui  se  présentent 
pour  la  forme  particulière  dont  il  s'agit,  et  il  développe  complètement  les  for- 
mes correspondantes. 

Blanchi  {L.).  —  Sur  les  formes  normales  du  troisième  et  du  cin- 
quième degré  (Stu/e)  de  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce.  (i^/i-'Àih.). 

Ce  travail  conlient  un  développement  des  théorèmes  établis  dans  la  Note  de 
M.  Klein,  citée  plus  haut,  sur  les  formes  normales  de  l'intégrale  elliptique,  et 
en  particulier  l'auteur  y  développe  la  représentation  algébri((ue  de  l'intégrale 
de  cinquième  degré  au  moyen  de  cinq  formes  (juadratiqucs,  dépendantes  seule- 
ment de  l'irrationnalité  ieosaédri({ue. 

Noetlicr  [M.).  —  Sur  la  représentation  invariante  des  fonctions  al- 
gébriques. (263-284). 
Dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques,  une  courbe  algébrique 

(i)  /(^,  ^)=o 

est  considérée,  avec  toutes  les  courbes  ([ui  peuvent  s'en  déduire  par  ties  substi- 
tutions rationnelles,  uniformes  réversibles,  comme  appartenant  à  une  mente 
classe.  D'après  cela,  et  en  particulier  dans  la  théorie  des  fonctions  abélicnnes, 
on  a  à  résoudre  le  problème  de  représenler  toutes  les  fonctions  rationnelles  z 
de  s  et  de  z,  sous  la  condition/ =  o,  c'est-à-dire  toutes  les  fonctions  algébriipies 
<T  de  z  appartenant  à  une  classe,  sous  forme  qui  soit  indépendante  de  la  rela- 
tion (1)  choisie  dans  cette  classe. 

Les  quotients  des  formes  adjointes  du  (//  —  3)''"'"*  ordre  9  ont  le  caractère 
invariant,  et  il  en  est  par  suite  de  même  pour  toute  fonction  de  ces  (piolienls. 
Réciproquement,  toute  fonction  rationnelle  c  de  s  cl  z  peut  se  mettre  sous  la 
forme  d'une  fonction  rationnelle  homogène^  de  diinension  zéro  par  rapport 
aux  9,  à  la  seule  exception  près  du  cas  où  /  —  o  re|)résente  une  courbe  hv[>erel- 

Ihill.  des  Sciences  ntathém.,  •>"  série,  t.  \\\.  (Décembre  iSS>.)         H.i'» 
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liplique,  c'est-à-dire  une  courbe  sur  laquelle  il  existe  une  série  linéaire  de 
couples  de  points.  Alors  on  n'a  plus  à  s'occuper  que  de  relations  entre  ces  rap- 
ports des  cp.  Pour  déterminer  les  dimensions  du  numérateur  et  du  dénominateur 
de  ces  expressions  dans  les  p  fonctions  9,  qui  sont  linéairement  indépendantes 
entre  elles,  il  faut  traiter  la  question  du  nombre  des  relations  d'un  ordre  quel- 
conque [J.  entre  les/?  fonctions.  On  fait  voir  que  ce  nombre  reste  constant  dans 
tous  les  cas,  et  dépend  uniquement  du  genre  /?  de  la  classe;  sa  valeur  est 
(le  cas  hyperelliptique  étant  seul  excepté),  pour  l'ordre  !x>i, 

J_ll '- -L ^ _(2;j.— !)(/.— i). 

Au  §  5,  l'auteur  étudie  les  fonctions  d'ordre  [J.  des  9  dans  quelques  cas  spé- 
ciaux, et  détermine  le  nombre  des  relations  du  ;x'*"*  ordre  dans  le  cas  des 
courbes  hyperelliptiques.  Ce  nombre  a  pour  valeur 

[  J.  ! 

Dans  les  §  6  à  7,  on  discute,  comme  exemple  du  mode  de  conception  dont  on 
a  développé  les  principes,  les  courbes  qui  ont  avec  la  courbe  fondamentale,  en 
tous  les  points  d'intersection,  un  contact  du  premier  ordre.  On  arrive  ainsi  à  des 
résultats,  relativement  aux  systèmes  de  courbes  de  contact,  qui  ont  une  bien 
plus  grande  extension  que  ceux  que  l'on  pourrait  obtenir  par  la  seule  considé- 
ration des  courbes  adjointes. 

Biicklund  i^A.-V.).  —  S  tir  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  (280-328). 

Ce  Mémoire  traite  des  équations  aux  dérivées  partielles  entre  n  variables  in- 
dépendantes a;,,  ...,  x^  et  une  fonction  inconnue  z,  telles  que  leur  solution 
complète  puisse  s'exprimer  au  moyen  de  deux,  de  trois,  ...,  ou  d'un  plus  grand 
nombre  d'équations  entre  z,  x^,  ...,  .37,,  et  n  constantes  arbitraires;  et  l'auteur 
fait  voir  comment,  étant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles,  on  peut 
reconnaître  si  elle  possède  cette  propriété.  Les  méthodes  générales  pour  n  =  3  et 
rt  =  4  sont  développées  dans  le  cas  particulier  de  deux  équations  intégrales. 

Freyberg  (J-)-  —  Equation  pour  la  détermination  des  points  de 
contact  des  tangentes  doubles  des  courbes  du  quatrième  degré, 

(329-33i). 

Cette  Note  renferme  une  exposition  très  claire  et  très  simple  du  calcul  de 
Hcsse  pour  la  représentation  de  la  courbe  bien  connue  du  quatorzième  ordre, 
sous  forme  symbolique. 

Afaver  (A.).  —  Sur  les  intégrales  générales  des  équations  dilTé- 
rentielles  de  la  Dynamique,  et  leur  réalisation  par  les  méthodes 
de  Lie.  (337-354).  M 

I/auteur  dit,  dans  son  Introduction  :  «  Pour  le  mouvement  d'un  système  de 
points  matériels,  soumis  seulement  à  des  atti'actions  intérieures,  et  pouvant  se 
mouvoir  comme  un  corps  solide  libre,  les  principes  généraux  de  la  Mécanique 
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loiirnissenL  dix  inlégiales.  C«'S  dix  inté;,'ral(;s  >c  parlaf^rrit  ru  deii\  ^lonpc^,  de 
caraolèrc  tout  à  fait  diirôrcnt.  I^e  premier  groujje  se  compo-ie  sfMiIcmenl  di; 
l'unique  intégrale  delà  force  vive,  laquelle  (jointe  aux  éqnati:)ns  de  rondilion 
f(ui  peuvent  exister  dans  le  système,  ainsi  qu'aux  posilif)ns  cl  aux  vitesses  ini- 
tiales données  pour  les  points)  contient  toutes  les  données  n(';(essaires  pour  la 
détermination  univoque  du  mouvement,  et  par  suite  estellc-mômc  néressaircmenl, 
à  elle  seule,  l'expression  analytique  du  problème  dynamique.  Le  stîcond  f,'roupc 
est  formé  de  trois  intégrales  des  aires  et  des  six  inti'grales  du  centre  de  gravité 
((ui  ont  lieu  sans  aucun  changement,  de  quchjue  manière  que  la  fonction  des 
forces  soit  exprimée  au  moyen  des  distances  mutuelles  des  points.  Ces  dernière-i 
intégrales,  ne  correspondant  pas  seulement  à  un  problème  de  Dynamique,  mais 
à  une  infinité  de  problèmes,  ne  sont  pas  nécessairement  urii(|U(;s.  La  réponse  à 
la  question  de  savoir  s'il  existe  encore  d'autres  intégrales  générales  de  celle 
seconde  espèce  est  le  sujet  du  premier  paragraphe  de  ce  travail. 

7V  la  démonstration  de  la  non-existence  d'autres  principes  généraux  de  Méca- 
nique de  môme  nature  que  les  principes  cités  se  rattache  ensuite,  dans  les  para- 
graphes suivants,  cette  seconde  question  :  Jusqu'à  quel  point,  dans  l'état  actuel 
des  méthodes  d'intégration,  peul-on,  au  moyen  de  ces  intégrales  générales, 
pousser  la  solution  d'un  problème  de  la  dynamique  d'un  système  de  points 
matériels?  Lie  a  donné  la  réponse  à  celte  question  pour  le  problème  des  trois 
corps  ou  pour  un  système  de  points  libres.  Pour  un  système  restreint  [)ar  des 
équations  de  condition,  la  réponse  s'obtient,  d'une  manière  claire  et  évidente, 
par  un  calcul  fondé  sur  nn  tivéorème  de  Jacobi  ('),  et  donné  par  Mathieu  ('). 
Toutefois,  il  faut  encore,  pour  la  démonstration  du  théorème,  des  développements 
de  calculs  considérables.  Le  théorème  général  donné  par  Lie  (^)  est  déjà  en 
réalité  suffisant  à  lui  seul  pour  répondre  à  la  question  proposée. 

Cantor  {G.).  —  Sur  les  miiltitiides  de  points  groupés  en  ligne 
droite.  (355-358). 

Suite  de  l'arlicle  publié  dans  le  tome  XV. 

La  présente  Note  se  rapporte  à  un  groupe  de  points  du  second  genre,  c'est- 
à-dire  qui  ne  possèdent  pas  un  nombre  fini  de  groupes  dérivés.  L'auteur  fait  voir 
comment  on  peut  ici  détacher  de  la  série  infinie  des  dérivées  de  nouveaux  groupes 
de  points,  en  extrayant  le  groupe  des  points  communs  à  tous  les  dérivés.  Il 
en  résulte  un  groupe,  que  nous  désignerons  par  P(°°',  et  au  moyen  duquel 
on  pourra  former  de  la  même  manière  de  nouveaux  groupes.  On  remarquera 
aussi  l'exemple  qui  montre  qu'un  groupe  de  points  du  second  genre  iie  doit, 
dans  aucun  intervalle  aussi  petit  que  l'on  voudra,  être  dense  en  tout  lieu. 

Gordan  (P-)-  —  Sur  la  représentation  ty[)ique  de  la  forme  ternaire 
biquadratiquey=  x^^x^-{-  ûo^x-^  -h  x^^Xt .  (359-3^8). 

Apres  avoir  développé,  dans  le  Mémoire  analysé  plus  haut,  le  système  complet 
de  cette  forme  biquadratique,  l'auteur  résout,  dans  le  premier  Chapitre  du 
présent  travail,  le  problème  d'exprimer  toute  forme  rationnelle  au  moyen  d'un 


(')  Journal  de  Borchardt,  t.  L\. 

O  Journal  de  Liouville;  187^1.  —  Dynamique  analytique  ;  1S78. 

(^)  Mathem.  Annalen.  t.  XL 
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système  de  formes  associées.  Un  tel  système  se  compose,  dans  le  cas  présent,  de 
la  fonction  /,  d'un  invariant  i,  de  trois  covariants  4^)  ^i  ^>  du  sixième,  du 
(juatorzième  et  du  vingt  et  unième  degré  respectivement,  et  de  deux  formes 
intermédiaires  linéaires,  qui  sont,  par  rapport  aux  x,  des  degrés  respectifs  8  et 
9,  et  de  la  forme  intermédiaire  identique  itj.. 

Dans  le  Chapitre  II,  on  démontre  que  la  forme  biquadratique  spéciale  consi- 
dérée est  complètement  caractérisée  par  la  condition 

et  donne  la  solution  du  problème  de  transformer  une  fonction  /,  d'ailleurs 
quelconque,  satisfaisant  à  celte  condition,  dans  la  forme  canonique 

3  I  'i  I  3 

Enfin,  le  problème  généralisé  :  Étant  données  les  valeurs  numériques  des 
formes  canoniques  f,  A,  <^,  Q.,  satisfaisant  à  la  relation  numérique  qui  doit 
exister  entre  elles,  déterminer  les  inconnues x^,  x^,  x^,  est  complètement  résolu 
au  moyen  de  la  représentation  tjpe,  sous  forme  explicite. 

Afar/xof  (A.).  —  Stir  les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies. 

«  L'auteur  a  démontré,  dans  son  premier  Mémoire  ('),  qu'à  toute  classe  de 
formes  binaires  quadratiques  de  déterminant  positif  donné  correspond  une 
certaine  suite  de  nombres  positifs  entiers 

(J)  ...,  a-Ç,  a_2,  a_,,  ot^,  a,,  a,,  cc^,   ..., 

et  réciproquement;  le  rapport  entre  2\/D  et  le  minimum  de  ces  formes  est  égal 
au  maximum  de  la  somme 


I  I  Lx 


ay-4-I  + 


oi^i  l'indice  %  est  un  nombre  variable. 

»  Après  avoir  fait  différentes  suppositions  relativement  à  la  suite  (J)  et  avoir 
fait  varier  l'indice  %,  on  arrive  aux  résultats  suivants  : 

»  Pour  chaque  nombre  positif  ^  ^  |,  on  peut  trouver  une  infinité  de  suites  (J) 
satisfaisant  à  la  condition  Lx~l,  pour  tout  indice  x.  ■ 

»  A  tout  nombre  positif  />f  correspond  un  nombre  limité  de  suites  (J), 
satisfaisant  à  la  condition  Lx=/,  pour  tout  indice  x. 

))  Si  la  suite  (J)  satisfait  à  la  condition  Lx^^>  ^,  pour  tout  indice  x  il  lui 
correspond  dans  ce  cas  un  certain  système,  composé  d'un  nombre  limité  de 
suites  W,  V,  . . .,  S,  R,  dont  l'une  W  ne  contient  pas  de  termes  égaux  u'j,  toutes 
les  suivantes  se  déduisant  les  unes  des  autres  par  une  formule  donnée. 


('  )  Sur  les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies  {Math.  Annalen.  t.  W). 


i 
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»   Dans  ce  second  Mémoire,  ryiileur  (li'lcrininr  hi  [»criocle  de  la  suite  (J)  et  le 
Diaxiinuni  de  la  sonmic  —  »  les  ii()(iil)i(;s  (v",  v",  ...,  s",  /"  élanl  connus.  » 

Xeuinanii  (C).  — Les  principes  de  rÉlcclrodvn;imi([ue.(^oo-4'34;. 

Ce  Mémoire,  iniprinu';  depuis  l'année  1868  ('),  contient  essentiellement  deux 
études  <le  i)iinçipes  importantes  pour  les  lois  des  piiénoménes  é-lectriqu's. 
D'ahord  l'auteur  fait  la  supposition  (jue  la  tendance  au  mriuvement  d'un  point 
fixe  vers  un  autre,  repnJsentée  par  le  potentiel,  se  transmet,  non  pas  instanta- 
nément, mais  progressivement,  et  se  propage  ainsi  dans  l'espace  avec  une 
certaine  vitesse  constante,  extrêmement  grande.  De  cette  hypothèse  et  de  la 
supposition  (jue  le  principe  d'IIamilton  se  réalise  sans  restriction,  résulte  la 
réalité  de  la  loi  de  Weber.  Il  montre  en  second  lieu  que  cette  loi  se  fonde  sur 
un  potentiel,  (lu(|uel,  par  la  variation  relativement  aux  coordonnées,  on  peut 
déduire,  absolument  comme  on  le  fait  du  potentiel  newtonien,  les  composantes 
de  la  force  par  la  dilférentiation.  Il  étai^lit  en  même  temps  la  conclusion  qui 
admet  le  principe  de  la  force  vive  pour  la  loi  de  Weber.  Ces  recherches  sont 
enrichies  en  partie  d'éclaircissements  que  Hicmann  avait  exposés  dans  ses  leçons 
(professées  en  i8()i  eL  publiées  par  HattendorH"  en  18-6).  Cependant  l'auteur,  dans 
un  Appendice,  fait  remarquer  avec  raison  que  l'idée  de  l'introduction  d'un  po- 
tentiel électrodynami([ue,  en  en  déduisant  les  forces  par  la  variation  des  coor- 
données, a  été  publiée  par  lui  pour  la  première  fois,  indépendamment  de  Kiemann, 
dans  une  exposition  détaillée. 

Krause  [M.).  —  Sur  la  transforma  lion  linéaire  des  fonctions  hyper- 
elliptiques  du  premier  ordre.  (435-447)- 

—  Sur  la  multiplication  des  fonctions  hyperellipliques  du  premier 

ordre.  (44^-4->->)- 

La  première  de  ces  études  a  pour  objet  la  composition  de  la  transformation 
linéaire  générale  au  mo^^en  de  six  transformations  de  nature  plus  simple,  et  elh; 
donne  une  Table  de  la  transformation  des  seize  fonctions  0.  Dans  le  second 
Mémoire,  l'auteur  développe  les  formules  de  multiplication  des  fonctions  6,  en 
se  fondant  sur  le  théorème  d'addition,  et,  à  l'aide  de  la  transformation  linéaire  et 
de  la  substitution  des  demi-périodes,  il  di'duit  une  série  d'équations  pour  la 
déterniinaticm  des  coeflicients. 

Schubert  (//.)•  —  ^^^  relation  trilinéaire  entre  trois  fî<;ures  fon- 
damentales  du   premier  degré   {Einstnfis^rii    Griinducbildcn). 

(457-47^'-)- 

Trois  figures   à   une   dimension  g,  g',    g"  sont  dites  trilinéaires   entre  elles 
lorsque,  entre  leurs  éléments  x,  x' ,  x",  il  existe  une  équation 

xx' x"  H-  ax' x"  ^-  a' x" X  -i-  a" xx' 

+  bx        -\-b'x'      -\-b"x"    '-^C. 


(')  Gratulationsschrift  der  Tabinger  i'/n\e/:sit.il  zi//n  /ti/i/zigjdiigen  Jubi- 
làuni  der  Donner  Universitcit. 
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Le  cas  le  plus  simple  d'une  relation  trilinéaire  se  produit  sur  trois  séries  rec- 
tilignes  de  points  dans  l'espace,  lorsque,  en  dehors  de  ces  suites,  on  prend  un 
point  fixe,  et  que  l'on  considère  comme  correspondants  entre  eux  trois  points 
situés  dans  un  même  plan  que  ce  point  fixe.  Si  les  trois  droites  sont  dans  le 
même  plan,  la  droite  de  jonction  de  deux  points  quelconques  sur  deux  des 
droites  coupera  la  troisième  droite  au  point  correspondant;  les  trois  séries  de 
points  sont  dites  en  relation  rectiligne. 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  étudie  :  i°  les  six  éléments  singuliers  de  toute 
relation  trilinéaire;  2"  les  relations  de  rapports  anharmoniques  entre  deux  groupes 
ternaires  d'éléments  correspondants  et  les  six  points  singuliers;  3"  le  caractère 
qui  indique  si  une  relation  trilinéaire  est  rectiligne;  4°  la  construction  linéaire 
d'un  nouveau  groupe  ternaire;  5°  les  propriétés  et  la  construction  linéaire  de  la 
surface  générale  du  troisième  degré  engendrée  par  trois  faisceaux  plans  trili- 
néaires;  6°  les  dégénérescences  des  relations  trilinéaires. 

Dyck  (  W .\  —  Sur  la  formation  et  l'élude  du  groupe  el  de  l'irra- 
tionnalité  des  surfaces  régulières  de  Riemann.  (473-5 16). 

Une  surface  régulière  de  Riemann  est  définie  comme  une  surface  étendue  en 
N  feuilles  sur  le  plan  complexe,  et  qui,  par  un  groupe  de  N  transformations,  con- 
sistant dans  l'échange  des  feuilles,  reprend  sans  altération  son  état  primitif. 
Dans  le  présent  travail,  l'auteur  expose  les  méthodes  générales  pour  obtenir  la 
propriété  du  groupe  et  sa  composition  au  moyen  de  groupes  partiels,  ainsi  que 
l'irrationnalité  de  la  surface,  d'après  sa  définition  géométrique.  Dans  le  dernier 
paragraphe,  il  traite  spécialement  comme  exemple  les  surfaces  régulières  de 
genre  1  et  leurs  relations  avec  le  problème  de  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques. 

Dyck  {If'-)-  —  Note  sur  une  surface  régulière  de  Riemann  du 
genre  3  et  sur  la  courbe  normale  du  quatrième  ordre.  (5io- 
5i6), 

11  s'agit  d'une  surface  à  96  feuilles,  dont  les  feuilles  se  relient  entre  elles  en  un 
point  par  12  groupes  de  8  feuilles  chacun,  en  un  autre  point  par  82  groupes  de 
3,  en  un  troisième  par  48  groupes  de  2.  L'auteur  discute  son  irrationnalité. 

Mayer  [A.  ).  —  Sur  la  solution  donnée  par  Pfaffdu  problème  de 
Pfaff.  (523-53o). 

Recherche  des  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  l'on  puisse  ap- 
pliquer la  méthode  de  Pfaff  a  l'intégration  de  l'équation 

Xj  dxi  -i-  X^dx^-r-. . . H-  X,„  dx„^  =  0. 

Sclieibner  (  W.).  —  Sur  les  valeurs  asvmptotiques  des  coefficienls 
du  développement  d'une  puissance  quelconque  du  rayon  vec leur 
suivant  l'anomalie  moyenne  (').  (53i-544)- 


(')  Une  traduction  anglaise  de  cet  article  a  paru  dans  V Astronomical  Journal 
de  (îould,  (laml)ridge  (Mass.);  août  i856. 
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Sclieihner  {W.).  —  Sur  les  valeurs  nsvinj)Loli(|ii(;s  (l(;.s  coelli- 
cients  dans  les  développements  ordonnés  suivant  Tanoinalie 
moyenne  (').  (54^-56o). 

Ces  arliclos  conliennent  une  iiiéLliodc  gi'iu'raNr  livs  (•\("^iX\\Ut  pour  la  «li-tcr- 
niination  asyrnplolique  des  coefficients  des  développements  en  séries  suivant 
l'anomalie  moyenne,  en  particulier  pour  l'équation  du  centre,  problème  traité 
déjà  par  Carlini  (Milan,  1817),  puis  repris  par  Jacobi.  Laplacc  l'a  |)urticllement 
résolu  dans  le  tome  V'  de  la  Mécanique  céleste. 

Konigsherger  {L.).  —  Extension  du  lliéorème  d'Abel  sur  l.i 
forme  des  intégrales  de  fonctions  algébriques  qui  admettent  une 
expression  algébrique  ou  logarithmique.  (56i-5()'î). 

Klein  (Z'.).    —  Sur  certaines  valeurs  partielles  des  fonctions  (■). 

(565-574). 

Schubert  {li')-  —  Remarque  sur  la  détermination  du  nombre  des 
lignes  torsales  d'une  surface  réglée,  (oj.hoj^). 

TomeXVIlI;  i88[. 

ScJtiw  {F.).  —  Sur  les  courbes  et  les  surfaces  engendrées  par  des 
figures  fondamentales  coUinéaires.  (1-22). 

Ces  recherches  concernent  la  génération  des  surfaces  du  troisième  ordre  au 
moyen  de  trois  systèmes  plans  {Ebenenbundel)  coUinéaires  et  des  courbes  planes 
du  troisième  ordre  au  moyen  de  trois  systèmes  plans  coUinéaires  ;  elles  montrent 
que,  inversement,  une  courbe  du  troisième  ordre,  ou  une  surface  du  troisième 
ordre,  peut  être  engendrée,  et  cela  d'une  infinité  de  façons,  au  moyen  de  systèmes 
coUinéaires.  D'une  façon  plus  précise,  on  est  conduit  pour  les  courbes  à  trois 
réseaux  de  coniques  dont  la  courbe  triple  est  la  courbcdu  troisième  ordre  et,  pour 
les  surfaces  du  troisième  ordre,  à  une  surface  du  second  degré,  relativement  à 
laquelle  les  droites  d'un  double-six  de  Schiaelli  {Schlaejlische  Doppelsechs) 
sont  polaires  réciproques.  Au  moyen  de  quatre  systèmes  de  plans  (Ebenen- 
bundel) coUinéaires,  on  engendre  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre,  de 
troisième  espèce,  avec  7  points  doubles  ap{)arcnts.  Ces  courbes  consiituoiit  nue 
multiplicité  24"'i*'".  Outre  ces  courbes,  l'auteur  étudie  les  courbes  du  si\ièm«î 
ordre  formées  de  [)oints  qui  sont  les  points  conjugués  d'un  phm  par  rapport  à 
un  faisceau  de  surfaces  du  second  degré.  Il  est  ainsi  amené  à  la  di'tei-iniualion 
d'un  faisceau  de  surfaces  du  second  ordre  qui  consliluent  les  pi'emièics  polaires 
des  points  d'un  plan  par  rapport  à  une  surface  du  troisième  ordre.  Finalement 
il  étudie  les  surfaces  du  quatrième  ordre  engendrées  par  quatre  systèmes  coUi- 
néaires dans  l'espace.  Il  montre  ainsi  que  les  surfaces  dépendent  de  ii  >  con- 
stantes. 


(')   Extrait  des  Berichte  der  Kql.  Sachs.  Gcs.  d.  \\  iss.;  mai   iSJf». 
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Zeuthen.   —  Théorie    des   figures  projcclivcs   sur  une   surface  du 
second  ordre.  (33-68). 

Dans  le  célèbre  Mémoire  intitulé  :  Théorie  analytique  des  courbes  à  dou- 
ble courbure  de  tous  les  ordres  tracés  sur  V liy perboloide  à  une  nappe 
{Comptes  rendus,  t.  LUI),  M,  Chasles  rapporte  les  courbes  d'une  surface  du 
second  ordre  à  un  système  de  coordonnées  sur  la  surface.  Une  valeur  donnée 
de  l'une  ou  de  l'autre  des  coordonnées  détermine  une  génératrice  de  Tune 
ou  de  l'autre  des  deux  séries.  Ces  coordonnées  peuvent  servir  aussi  à 
établir  une  projcctivité  entre  deux  figures  sur  la  surface.  Si  x,y  sont  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  lune  des  figures,  on  déterminera  le  point 
correspondant  de  l'autre,  soit  par 

a  J7  H-  3  ,       a  r-f-  b 


y  ^  -h  5       "^         cy+  d 
^oit  par 

a  y'-\~  b         ,      a x  —  3 


cy-h  d  yx-r-o 

Les  nouvelles  coordonnées  x'  et  y'  déterminant  respectivement  des  généra- 
trices de  la  même  série  que  x  et  y,  on  voit  qu'il  existe  deux  espèces  de  figures 
projectives.  Nous  verrons  que  dans  les  deux  cas  elles  sont  projectives  dans  le 
sens  propre  du  mot,  l'une  pouvant  être  formée  de  l'autre  par  une  suite  de  pro- 
jections centrales  successives,  et  qu'elles  sont  les  seules  figures  sur  une  surface 
du  second  ordre  qui  méritent  ce  nom. 

Les  propriétés  des  figures  projectives  que  nous  déduirons,  dans  le  §  2, 
d'une  définition  géométrique  identique  à  la  définition  analytique  que  nous 
venons  de  donner,  sont  applicables,  non  seulement  au  cas  où  la  surface  a  de> 
génératrices  réelles,  mais  aussi  à  celui  où  la  surface  a  des  génératrices  ima- 
ginaires, ce  qui  n'empêche  pas  les  figures  d'être  réelles.  Seulement,  dans  une 
partie  des  constructions  indiquées  dans  le  §  2,  on  fait  usage  d'éléments  qui 
sont  imaginaires  dans  ce  cas;  dans  le  §  3,  nous  y  substituons  des  opération- 
réelles. 

Les  applications  de  la  théorie  des  figures  projcclives  sur  une  surface  du 
second  ordre  sont  analogues  à  celles  de  la  théorie  des  séries  projectives  de 
points  d'une  conique  plane,  l^e  problême  de  l'inscription  de  polygones  dont  les 
<uHés  passent  par  des  points  donnés  se  résout  aussi  pour  une  surface  par  trois 
essais  (i:;  4),  et  la  théorie  de  ces  polygones  présenle  beaucoup  d'analogie  avec 
la  théorie  connue  de  Poncelet  sur  les  polygones  inscrits  à  une  conique  plane. 
On  trouve  par  exemple  que,  de  même  qu'il  existe  une  relation  entre  les 
points  d'intersection  d'une  droite  avec  une  conique  et  avec  les  côtés  d'un 
polygone  inscrit  à  un  nombre  pair  de  côtés,  il  existera  une  relation  entre  la 
trace  sur  un  plan  d'une  surface  du  second  ordre  et  la  trace  d'un  polygone  inscrit 
à  un  nombre  impair  de  côtés.  Pour  le  cas  d'un  pentagone,  cette  même  rela- 
tion a  été  trouvée,  mais  exprimée  d'une  manière  bien  différente,  par  M.  Paul 
Serret  ('). 

De  même  (jue  le  llu-orènie  de  Desargues  sur  un  (pudrilalère  inscrit  à  une  co- 


('}  Géonïelric  de  direction,  p.  071 


lUiVUK  i)r:s  publications. 


^ii 


iii(|uo  sapi)li(iiif;  à  la  «onsLriirliou  de  la  coiii((iic,  cciiii  ddiil  noiii  viiion,  de 
parler  sur  un  |)eiilai;(m(;  iuscriL  à  une  surface  s'a|)pli(|uo  à  la  ronslnirlidii  di*  I» 
surface  (v5  ()).  Malgré  la  dilf'rfMice  de  la  forme  du  lln-on'*rne,  la  fonstruriion 
d'une  couihc  f^auclie  du  ({uatririne  ordre  par  liiiil  points,  ((ui  fait  une  partie 
principale  de  la  ronsLrurtion  de  la  surface,  s'est  nionln'-e  i(Fcnli(|iie  à  relie  de 
M.  Serret('),  pendant  (juc  la  construction  rpie  nous  avons  trouvée  du  liiiitiéme 
point  coniriuin  au\  surfaces  du  second  de^'i'c  passant  par  sept  points  donnés  est 
diirércnte  de  celle  de  M.  Scrret  (^),  mais  aussi  simple, 

^otre  sujet  nous  a  semblé  mériter  d'être  exposé  d'unf;  manière  éh-mentaire,  ce 
que  nous  avons  essayé  de  faire  dans  les  §  2-i  et  6-7,  qui  sont  indépendants  des 
§  1  et  5.  Dans  le  §  1,  j'ai  exposé  quelques  considérations  plus  générales  sur 
les  transfortnations  d'ordre  supérieur  d'une  surface  de  second  déféré  en  elle- 
luènie,  qui  m'ont  guidé  dans  mes  premières  études  des  figures  proje<;tives  sur  la 
surface.  J'y  démontre  notamment  une  formule  énumérativc  analogue  à  celle 
qui  exprime  le  principe  de  correspondance  plane,  dont  on  aurait  pu  la  d.'-duirc 
par  une  projection  stéréographique,  mais  j'ai  préféré  en  donner  une  démonstra- 
lion  directe.  » 

KojiLg{J.).  —  Sur  les  systèmes   (iiiis  de   formes  clans  la  tliéorie 
des  fonctions  rationnelles,  (^^g-^y). 

L'auteur  résume  ainsi  le  résultat  général  de  ses  recherches.  Toutes  les  fonc- 
tions rationnelles  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  satisfaisant  à  des  con- 
ditions données  (juelconques,  peuvent  être  exprimées  rationnellement  au  moyen 
d'un  nombre  fini  de  telles  fonctions,  convenablement  choisies. 

Konig  {J')'  —  S  tir  la  théorie  des  résolvantes.  (j8-8i). 

Krey  {H.).  —  Sur  un  cas  particulier  de   la  correspondance  uni- 
voque  des  points  de  deux  surfaces.  (84-90). 
Quatre  équations  homogènes  biqualernaires  : 

f\{'^\i ^it ^v ^i\  y'\' Xi' y.v Xi) ~-  '^' 
y. (  j7,,  X.,,  Xy  X, ;  r,,  j'2,  j';„ Xi  )  =^  <N 

/A^r  ^2>  ^v  ^\  ;  X,0'2>XiyXd'='-  f>' 
/,  (a:,,x.,  J73,  x^\  XvXiO':\0\)'=  '»< 

définissent  un  couple  de  surfaces  liées  l'une  à  l'autre  d'une  façon  uuivoque: 
soient  m-,  u^  les  degrés  respectifs  de/,  par  ra|)port  aux  x  et  aux  )-;  les  smlacrN 
sont  des  ordres 


et 


L'auteur  détermine  les  nombres  (|ui   caraclériscut    les    singul.irir  ;>  i\r>   dru\ 
surfaces. 


(')   Géot)ictrie  de  (liicclioii,  p.  •.î';.î. 
("^)  Géoinelrie  c(('  direction .  j).  ■\\\. 
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Pascli  {M.).  —  Note  sur  les  courbes  rationnelles.  (91-92). 

L'équalion  d'une  courbe  rationnelle  n'est  autre  chose  que  la  relation  algé- 
brique qui  existe  entre  les  trois  formes  algébriques  binaires;  l'auteur  la  discute 
de  ce  point  de  vue. 

Pasch.  —  Note  sur  les  formes  ternaires  à  déterminant   fonction- 
nel évanouissant.  (93-94). 

Entre  trois  formes  homogènes  du  li'^""^  degré  sans  diviseur  commun  à  déter- 
ninant  fonctionnel  nul,  existe  une  équation  irréductible  de  degré  v,  d'espèce  o, 
V  étant  un  diviseur  de  n. 

Brill  [A.).  —  Sur  les   courbes   gauches   algébriques  qui    ont  la 
forme  d'un  lacs  (').  (95-98). 

L'auteur  donne  des  courbes  gauciies  du  quatrième,  du  sixième  et  du  dixième 
ordre  formées  d'entrelacements  susceptibles  d'être  réduits  à  un  nœud. 

Rolin  (/i.  ).  —  Sur  les  diverses  l'ormes  delà  surface  de  Rummer. 

(99-1%)- 

Voir  Bulletin,  2*  série,  t.  Y. 

Klein.  — Remarque   sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre.  (160). 

L'auteur  indique  une  surface  du  quatrième  ordre  composée  de  neuf  parties 
réelles  distinctes. 

MeJiler.  —  Sur  une  fonction  voisine  des  fonctions  sphériques   et 

cylindriques  et  sur  son  application  à  la  théorie  de  la  distribution 

électrique.  (161-194). 

L'auteur  montre  d'abord  comment  la  distribution  de  l'électricité  sur  un  cône 
limité  à  son  sommet,  sous  l'influence  de  forces  électriques  extérieures  ayant 
leur  point  central  sur  l'axe;  ou  encore  sur  la  surface  engendrée  par  la  révolu- 
tion d'un  segment  de  cercle  autour  de  sa  corde,  peut  être  représentée  d'une 
façon  très  simple  au  moyen  d'une  fonction  très  voisine  des  fonctions  spéciliquc- 
et  des  fonctions  cylindriques  (fonctions  de  Fouricr-Bessel)  et  satisfaisant  à  urir 
équation  différentielle  de  même  forme  que  les  dernières.  M.  Mehler  désigne  ces 
nouvelles  fonctions  sous  le  nom  de  /onctions  coniques;  elles  permettent  de  ré- 
soudre les  problèmes  analogues  pour  les  hyperboloïdes  de  révolution  et  pour 
deux  calottes  sphériques  limitées  à  un  mèiîie  cercle.  Les  fonctions  coniijues 
sont  définies,  d'abord  pour  des  valeurs  réelles  de  6  et  tx,  par  l'intégrale 

,.    ,        .^        acosjxTTi    /**  cosaarfa 

Iv;'-(cos6)=:  5-—    /  ' 

^        «y_      v/2  (cosai -}- cos6) 

Cette    même   définition  s'étend   aux  valeurs  imaginaires  de   'x  et  conduit  en 


(')   Le  mot  lacs  est  pris  dans  le  sens  qu'il  a  dans  l'expression  lues  d'amour 
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particulier  à  l'équation  relative  aux  lonclioiis  sphériqucs 

La  fonction  cylindrique  \{a:i)  se  présente  comme  cas  limite,  pour  tx  infini- 
ment grand  et  6  infiniment  petit,  le  produit  [jlO  ayant  urn;  limilt;  linic  x. 

Les  fonctions  coni(jues  peuvent  encore  être  représentées  par  l'intégrale  suivante, 
qui  subsiste  aussi  pour  les  valeurs  imaginaires  de  ix, 

.9 


KH-(COsO)=   -     I  yrr-    /      r — 

'^^  Jq     V^(cos;3  —  cosO) 


Cette  représentation  conduit  à  la  nouvelle  formule 

P"(cosO)=-    /  .• 

'^  ^0     V' -^  (  cos  6  —  cos  Ji  ) 

Pour  les  fonctions  cylindriques  l'auteur  appelle  Tattention  sur  lintégralc 

,  ,     ,        9.     C^    sin  ac/a 

qui  peut  être  obtenue  comme  cas  particulier  de  l'intégrale  par  lui  donnée  pour 
représenter  Ivi^.  Le  dernier  paragraphe  concerne  le  théorème  d'addition  pour 
les  fonctions  spliériques,  et  aussi  la  représentation  des  fonctions  de  deux  varia- 
bles par  une  intégrale  triple,  analogue  à  l'intégrale  de  Fourier  :  on  parvient 
ainsi  aux  deux  développements  spéciaux 

,,   ,  ,         cos  air  i     /'*'  V^.'^ix^dx 

K.'(-r)---^_/     -^^. 

I  r"^      tang([X7r/)  ,.,,,.,          ,   , 

x-y  J^      ^    îC0s(}X7ri  \      J  >     .^ 

(jui  ont  leurs  analogues  dans  la  théorie  des  fonctions  spliériques. 

Neumann[C.).  —  Sui- les  fonctions   coniques  de  Meliler  et   sin* 
leur  application  aux  problèmes  électrostatiques.  (i()5-23()). 

Dans  ce  travail,  l'auteur  applique  les  fonctions  coniques  de  Mchlei-  au  |)ro- 
blème  élcctrostati(|uc  pour  une  surface  conoïde,  c'est-à-dire  pour  la  surlace 
engendrée  par  la  révolution  d'un  arc  de  cercle  autour  de  sa  corde,  dans  le  cas 
où  il  n'y  a  point  de  forces  extérieures  et  aussi  dans  le  cas  général  où  il  existe 
de  telles  forces.  Enfin  l'auteur  étudie  des  surfaces  limitées  d'une  jjarl  par  une 
surface  conoïde,  de  l'autre  par  une  surface  sphérique. 

Les  fonctions  coniques  s'introduisent  en  exprimant  l'inverse  de  la  distance  de 
deux  points  en  coordonnées  bijwlaiies.  Ayant  fixé  deux  points  A,  A' sur  l'axe 
des  abscisses  à  une  distance  a  de  l'origine,  un  point,  situé  au-dessus  de  l'axe 
des  J7,  aux  distances  p,  p'  des  deux  pôles  A,  A',  est  défini  j)ar  les  deux  équations 


ou  a  eu  outre 


%  =  e-u,     angle  {?,?')-  w; 

p 

PP  ~ ^n =  — r  ' 

'iCosiO  —  2Cosa)  y 
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les   courbes   w=  const.    sont    des   arcs   tie    cercle  ayant    AA'  pour  corde;    les 
courbes  6  =  const.  sont  des  cercles  orthogonaux  aux  précédents. 

Pour  la  densité  électrique  sur  un  conoïde  de  longueur  d'axe  2a,  de  para- 
mètre oj,  chargé  d'électricité  jusqu'à  une  tension  donnée  C,  on  parvient  à  l'ex- 
pression suivante  : 

H   ^    K.J    -, : /  — — ; j 

47:''asin oj  i-'o      Iv^(cosa)) 
et,  pour  la  niasse  totale  d'électricité,  on  a 

Jq  Iv^(cosoj) 

Ll 

2  cos  a-  i    r  ^'         cos  aa  dt 


«S(ii.)  = 


s  [x-  i    r'^ 


^'  2  (cosat  -r  ;J-) 

^,(y-)=is(-:j-)- 

Le  potentiel  de  la  couche  pour  un  point  extérieur  (6,,  o),,  '^|)  est 


c/,C,K,(!x)L,(;x)ros70, 


^'  =  '-^'l(  K,(.) 


;j.  =  cosw,,     6,^ 


cos(^7:t) 

La  déduction  de  ces  formules  repose  sur  une  proposition  générale  de  Calcul 
intégral  relative  aux  fonctions  circulaires,  proposition  que  l'auteur  a  établie 
dans  son  Mémoire  Ueber  die  nach  Kreis-,  Kiigel-  u.  Cylindevfiinclionen 
fovtschveitendeii  Entwickelungen.  ^\.  Neumann  donne  en  outre  des  formules 
générales  pour  la  distribution  sous  rinduence  de  forces  extérieures  données  et 
discute  le  même  problème  p  )ur  un  conducteur  formé  de  deux  s|dières  réunies 
par  un  conoïde. 

Klein.  —  Sur  les  fonctions  de  Lamé.  ['>.?>- -i/\()). 

Les  fonctions  de  Lamé  relatives  à  l'indice  /?  sont,  abstraction  faite  d'un  fac- 
teur où  peuvent  figurer  les  éléments  X,  ^A*— 6^,  \/'X* — c^,  des  fonctions  en- 
tières en  X'^.  Il  y  en  a  T  +  I  de  même  classe  et  de  degré  x.On  savait  que  les  ra- 
cines de  l'équation  £(>v)—  o  étaient  toutes  réelles,  distinctes  et  comprises  entre 
o  et  c,  ft  étant  inférieur  à  c.  En  partant  de  considérations  géométriques  nou- 
velles, l'auteur  montre  comment  se  distribuent  les  racines  de  diverses  fonctions 
dans  les  intervalles  de  o  à  6  et  de  h  à  c;  il  montre  qu'il  y  a  toujours  une  et  seule- 
ment une  fonction  admettant  k  racines  dans  le  premier  intervalle  et  t  —  A  dans 
le  second,  en  sorte  que  les  fonctions  d'un  même  type  se  trouvent  complètement 
distinguées  par  la  distribution  des  racines  dans  ces  intervalles. 

Pour  les  fonctions  générales  de  Lamé  du  y>''"'»  ordre,  l'auteur  montre  d'une 
façon  analogue  comment  les  racines  des  fonctions  appartenant  à  une  même 
classe  se  distribuent  dans  les/;  intervalles. 


\e(to  {h\). 

25l). 


—     I\cinai<jiie>   siii'    le^^    rcjiiiilKHis   ahéliciiiiL^.     {'^-47' 
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Dans  ce  travail  raiilcui-  dt'-linil  lc-«  iMnial  ions  les  plus  ;;ciM'ralr>  (|iii  peuvent 
être  résolues  al^M'hriijiiCMiciil  par  la  iMt'lliodt;  d'Ahcl. 

Schiir.  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  Géométrie  projec- 

tive.  (9,5:>>-254  )• 

Celte  Note  concerne  la  dénnonstration  donn('e  par  M.  f)arl)oux  {Malli.  Annal., 
l.  XVH)  du  tliéorèrtie  fondamental  de  Staudt. 

Stolz.  — Rôle  de  Bolzano  dans  l'iiislolre  du  Calcul  iufinitésimal. 

(0.55-279). 

Cet  important  travail  historique  est  destiné  à  appeler  l'attention  sur  les  écrits 
en  partie  oubliés  de  Bcrnliard  liolzano.  Bol/ano  est  né  à  l'ra^ue  en  1781,  il  y 
est  mort  en  iH'jS;  dans  une  suite  de  Mémoires  publiés  entre  1810  et  1817,  il 
exposa  les  |jrincipes  de  l'analyse  des  fonctions  réelles  d'une  façon  nouvelle  et 
y  introduisit  des  notions  dont  riinpf)rtance  ne  peut  plus  être  méconnue.  Voici 
les  titres  des  écrits  dont  il  est  question. 

1.  Beitràge  zii  einer  begriindeten  Darstellung  cler  Mathematik.  \.  Lief. 
Prag,  1810. 

'2.  Der  binomische  Lehrsatz  uncl  als  Folgerimg  ans  ihm  cler  polrnomische 
und  die  Jieihen,  die  zur  Berechiiun g  der  Logarilhmen  und  Exponential- 
grossen  dienen,  genauer  als  bisher  erweisen.  Prag,  i8i(). 

'^.  Rein  analytischer  Beweis  des  Lehrsatzes,  dass  zivischen  jezKvei  Wer- 
tlien,  die  ein  entgegengesetztes  Résultat  ge^vàhren,  ^venigstens  eine  réelle 
Wurzel  der  Gleichung  liège.  Prag,  181 7. 

4.  Die  drei  Problème  der  Rectification ,  der  Coniplanation  und  der  Cubi- 
rung  ohne  Betrachtung  des  unendlicli  Kleinen,  ohne  die  Anna/mien  des  Ar- 
chimedes  und  ohne  irgend  eine  nicht  streng  erweisliclie  Voraussetzung  ge- 
lôst,  zugleich  als  Probe  einer  gànzlichen  Unigestaltung  der  Rauniwissen- 
schaft  allea  Matheniatikern  zur  Priifung  vorgelegt.  F.eipzig,  181 7. 

5.  Dr.  Bernhard  Bolzano' s  Paradoxien  des  Unendlichen,  herausgegebcn 
aus  dem  schri/tlichen  Nachlasse  des  Verfassers  von  Dr.  Fr.  Prihonsky. 
Leipzig,  iSf)!. 

Faà  de  Bruno.  —  Trois  Notes  sur  la  théorie  des  formes.  (■.>(So- 

288). 

1.  Sur  un  théorème  général  dans  la  théorie  des  formes  binaires. 
Si  dans  une  forme  binaire  on  fait  la  substitution 

X  —  p\  +  7  V, 
y  ^  p'\  +7'^' 
les  opérations  dites  0  et  5,  sont  équivalentes  aux  opérations 

,   d  ,    d  d  d 

^    dp        ^    dq  dp  dq 

H.  Sur  le  jacobien  des  formes  binaires. 
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III.  Théorème  général  sur  les  déLerminants  fonclioniiels. 
Soit,  en  général,  D  le  déterminant 

P  AP  A^  P 
Q  AQ  A-Q 
R      AR     A^R 


où  chaque  colonne  est  dérivée  de  la  première  par  l'opération  A  quelconque  ré- 
pétée une,  deux  fois,  etc.,  de  suite  et  en  sorte  que  la  dernière  colonne  ne  ren- 
ferme que  des  constantes  par  rapport  à  A;  on  aura 

AD  =  o. 

Holzmûller  (G.).  —  Etude  complète  d'une  transformation  isogo- 
nale  représentée  par  une  fraction  du  second  degré.  (289-318). 
Il  s'agit  de  la  transformation  définie  par  l'équation 

et  de  la  transformation  inverse 

z  =  Z-h  \/z''  —  I . 

Gierster  {J-)-  —  Les  sous-groupes  du  groupe  de  Galois  des 
équations  modulaires  pour  le  cas  d'un  degré  premier  de  trans- 
formation. (3 19-365). 

Le  théorème  suivant  résume  les  résultats  essentiels  du  travail  de  l'auteur  :  «  En 
dehors  des  sous-groupes  cycliques  et  métacycliques  déjà  connus,  il  ne  peut  y 
avoir  de  contenus  dans  le  groupe  de  Galois  de  l'équation  modulaire  que  ti^ois 
espèces  de  sous-groupes  :  ce  sont  les  groupes  tétraédriques,  octaédriques,  icosaé- 
driques  de  12,  2/^,  60  substitutions  et  de  plus  il  y  a  : 

))  Des  groupes  tétraédriques  pour  chaque  degré  de  transformation  q. 
»  Des  groupes  octaédriques  pour  ^  ^h±i,  mod  8. 
)i  Des  groupes  icosaédriques  pour  q  i^±i,  mod  5.  » 

Riipp  (O.).  —  Sur  la  dépendance  entre  les  caractères  d'une 
surface  réglée  définie  par  ses  directrices  et  les  caractères  de  ces 
directrices.  (26^-8  10). 

L'auteur  traite  des  surfaces  réglées  engendrées  par  une  droite  qui  rencontre 
une  fois  trois  courbes  données,  ou  deux  fois  une  courbe  donnée  et  une  fois  une 
autre  courbe  donnée,  ou  trois  fois  une  courbe  donnée. 

Rausenberger.  —  Théorie  de  la  périodicité  générale  (379-417)- 

\J<i\\\.tnT  xi\i^(i\\e  fonction  périodique  une  fonction  transcendante  V{x)  jouissant 

de  la  propriété 

F['^,(x)]  =  F(x), 

où  cpi  {x)  —y  désigne  une  fonction  algébrique  quelconciuc  de  x,  définie  par  une 
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i-([u;\l'ion  /{x,y)  —  o.  Si  une  loncLion  adiiicL  rt'(|iialion  do  p(riodirii«- 

elle  admet  aussi  les  c(iuaLions  de  périodicité  y  =  '^^(x),  y  =  ',p_^  (  x),  où  'f^ix) 
signifie  l'opération  9,  (a?)  répétée  k  fois,  et  où  ^_^{x)  est  la  fonction  inverse  de 
■■Sf.{x).  En  mettant  maintenant  dans  F(^),  à  la  place  de  x,  une  fonction  algé- 
brique «l^i  (^)>  on  aura 

,F[.;.(^)]  =  F[9,.;,(x)], 

et,  en  désignant  F['|,(^)]  par  F,  (^),  on  déduit  de  l'égalité 

Vd'^_,{x)]=.Vix) 

que  la  fonction  F,  (:r)  admet  l'équation  de  périodicité  y  =  ^'-i?!  4^1  (^)- 

Cette  substitution  fonctionnelle  permet  de  ramener  les  diverses  espèces  de 
périodes  à  certains  types  normaux.  Les  fonctions  à  période  fermée  (wiecler- 
kehj'ende  Période)  sont  les  fonctions  pour  lesquelles  on  a  '^„{^)  =  x.  Toutes 
les  fonctions  9,(^)  de  cette  nature  se  déduisent  de  la  substitution  y  =  ax,  où 
a  est  une  racine  iv^'^"  de  l'unité.  L'équation  de  périodicité  rationnelle  en  x  t\.y 
la  plus  générale  possible-se  ramène  à  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  normales 

y—px,    y  =  x-i-n, 

qui  ne  peuvent  se  réduire  l'une  à  l'autre  par  aucune  substitution  algébrique  et 
pour  lesquelles  il  convient  d'observer  (juc  toute  forme  j'  —  x -h  n  se  ramène  à  la 
forme  jK  =  x  +  m  par  une  substitution  linéaire,  tandis  que  la  forme  y=px 
ne  se  ramène  à  la  forme  y  —  qx  par  une  substitution  algébrique  que  si  q  est 
une  puissance  commensurable  de  p. 

Pour  les  fonctions  à  équation  de  périodicité  irrationnelle,  on  se  borne  à  étudier 
les  équations  dont  les  répétitions  sont  de  même  multivocité  (  Vieldeutigkeit) 
({ue  la   fonction   périodique  elle-même;   l'auteur  établit   le   théorème  suivant  : 

^Toutes  les  équations  de  périodicité  du  /i'*"*  degré  qui,  répétées,  restent  du 
jyiième  clegré  proviennent  d'une  équation  linéaire  par  la  substitution  d'une 
fonction  rationnelle  du  n'*"*  degré  à  la  place  de  x  et  de  y. 

Enfin  l'auteur  traite  brièvement  des  fonctions  à  deux  équations  de  périodicité 
rationnelles  échangeables  et  parvient  à  ce  théorème  : 

Toute  fonction  univoque  à  période  niultiplicatrice  peut  être  transformée 
en  une  fonction  univoque  à  double  période  additive,  au  moyen  d'une  substi- 
tution transcendante. 

Klein  {F.).  —  Stir  les  corps  limités  par  des  surfaces  homofocales 

du  second  degré.  (4io-'i47)- 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  montre  comment  la  solution  que  Lamé  a  développée 
pour  le  problème  du  potentiel  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux 
peut  être  étendue  aux  corps  limités  par  six  surfaces  d'un  système  homofocal, 
ou  par  un  moindre  nombre. 

Schroter  (II.)-  —  Sur  l'hexagone  gauche  formé  par  trois  couples 
de  génératrices  parallèles  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe.  (.1-^8- 

442). 
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Tkoniae  (/.)•  —  Sur  les  fonctions  algébriques  qui  apparlienncnl 

à  une  surface  donnée  de  Rieniann.  (4^3-447)- 

Construction  d'une  fonction  algébrique  représentée  sur  une  surface  à  (jualre 
feuillets  avec  des  points  d'embranchement  {Windungspunkt)  donnés. 

Veronese(G.).  —  INonibre  des  équations  indépendantes  qui  relient 
les  caractères  généraux  d'une  courbe  dans  l'espace  à  /i  dimen- 
sions. (448)- 

Une  courbe  dans  un  espace  à  ii  dimensions  a  3/i  caractères  généraux,  entre 
lesquels  il  existe  3  (  «  —  i)  équations  indépendantes. 

Bachniaiin.  —  Sur  la  théorie  de  Galois  des  équations  algébriques. 

(449-468). 

Jj'exposition  de  M.  Bachmann  évite  l'emploi  de  la  théorie  des  substitutions,  au 
moyen  de  laquelle  M.  Camille  Jordan,  dans  son  commentaire  sur  Galois  {Math. 
Arin.,  t.  I),  a  expliqué  la  méthode  de  résolution  de  Galoiset  repose  essentiellement 
sur  le  concept  des  corps  numériques  {Zahlenkôrper)  (Dedekind,  Sur  la 
théorie  des  nombres  entiers  algébriques)  et  sur  le  concept  d'irréductibilité. 

MeJiler  (G.).  —  Sur  la  théorie  de  la  distribution  de  l'électricité  sur 
les  corps  conducteurs.  (469-006). 

L'auteur  ouvre  une  nouvelle  voie  pour  obtenir,  au  moyen  d'intégrales  définies, 
les  résultats  obtenus  précédemment  au  moyen  de  séries  et  traite  le  cas  de  deux 
surfaces  sphériques,  concentriques  ou  non. 

Dyck  {}V .\  —  Recherche  d'une  représentation  explicite  de  la 
surface  de  Riemann  qui  correspond  à  la  résolvante  de  Galois 
des  équations  modulaires  pour  la  transformation  de  degré  premier 
des  fondions  elliptiques    (5o7-5'2^). 

Huvwitz  (A.).  —  Fondements  d'une  théorie  indépendante  des 
fonctions  modulaires  elliptiques  et  théorie  des  équations  au 
multiplicateur  de  premier  grade  (Stitfe).  (528-092). 

Dans  la  première  Partie  l'auteur  traite  des  transformations  linéaires  à  coeffi- 
cients entiers,  telles  que 


y'(ù  -r-  0 

de  déterminant  +  I,  des  sous-groupcs  (|u'ollos  contiennent,  de  leur  représentation 
au  moyen  du  polygone  fondamental  ;  il  délinit  les  fonctions  modiilaires  cl  les 
formes  modulaires  de  la  A'^"**  dimension;  ces  dernières  sont  des  fonctions  analy- 
li(pies  univoques,  homogènes  de  la  A'*""  dimension  de  deux  arguments  10,,  Wj  qui 
restent  invariables  quand  on  soumet  les  arguments  à  une  transformation  linéaire 
honiogène  quclcon(iue  d'un  sous-groupe  contenu  dans  l'ensemble  des  trans- 
formations précédentes;  les  fonctions  modulaires  sont  les  quotients  de  deux 
formes  modulaires  de  même  dimension. 
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M,  Ilurwilz  en  étudie  );•  rrprésenlalioii  aiiiil\  liiiur  cl  les  relali«iii>  al^jéhriquc*. 
La  seconde  l'arLie  contient  une  théorie  des  équations  au  multiplicateur,  même 
dans  le  cas  d'un  de^'ré  de  transformation  com()osé,  théorie  fondée  sur  les  recherches 
f^énéralcs  dont  on  vient  de  parler. 

Du  JJois-llcyinoiid.  —  Sur  les  l'onclioils  de  re[)ré.senlylion  (m)?»- 
6o3). 
La  preuve  de  l'égalité 

lim      /      f/^/(x)9(j7,/0  =/(o)  lim      /      '^{xji)dx 

suppose  :  \°  que 

lim     /      o{x,h)dx 

est  indépendante  de  a,  finie  et  déterminée;  9."  que 

lim   /      (p{x,h)dx  =  o, 

quand  «,  —  a  et  j  tendent  vers  zéro  simultanément  et  indépendamment. 

Mangold  (//.).  —  Sur  une  propriété  caractéristique  des  surfaces 
développables. 

Ce  théorème  :  Deux  segments  égaux  et  parallèles  à  un  troisième  sont  égaux 
entre  eux,  ne  se  généralise,  pour  une  surface  courbe,  que  pour  les  surfaces 
développables. 


NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et  Ch. 
Brisse  (').  —  3^  série. 

Tome  II;  i883,  i*""  semestre. 

Rouché  {E.).    —   Note  sur  l'impossibilité   de    la    quadrature  du 
cercle.  (5-i6). 

Cette  Note,  tirée  de  la  5«  édition  du  Traite  de  Géométrie  de  MM.  liourhé  et 
de  Comberousse,  résume  d'une  façon  fort  claire  les  travaux  de  M.  Ilcrmile  et 
de  M.  Lindemann,  qui  ont  fait  faire  à  cette  question  si  souvent  débattue  un  pas 
définitif. 

Le  théorème  auquel  on  parvient  consiste  en  ce  que  le  nombre  t.  ne  saurait  être 


(')  Voir  Bulletin,  Vllj,  177. 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  a*  scri",  l.  VII.  (Décembre  iiS8.>.)       'i.17 
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racine  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  rationnels  (réels  ou  imagi- 
naires). On  peut  consulter  sur  ce  sujet  :  Hermite,  Mémoire  sur  la  fonction  ex- 
ponentielle, 1874;  et  LiNDEMANN,  Comptcs  rcnclus,  t.  XCV^,  et  Mathematische 
Annalen,  t.  XX,  1882. 

Laguerre.  —  Sur  les  anticaustiqiies  par  réflexion  de  la  parabole, 
les  rayons  incidents  étant  parallèles.  (i6-34). 

Application  de  la  théorie  des  semi-droites  et  des  cycles,  due  à  l'auteur.  Celui- 
ci  démontre  que  l'anticaustique  est  un  hypercycle  cubique;  il  étudie  ensuite 
les  tangentes  par  un  point  sur  une  tangente  donnée,  la  tangente  parallèle  à  une 
semi-droite  donnée,  les  tangentes  communes  à  un  cycle  qui  touche  une  tangente 
à  riiypercycle,  le  cycle  osculateur  en  un  point  donné,  et  quelques  autres  pro- 
priétés encore.  Enfin,  il  termine  par  quelques  considérations  plus  générales  sur 
les  anticaustiques  d'une  courbe  algébrique  quelconque,  et  sur  la  théorie  des 
hj^percycles. 

Picart  (A.).  —  Note  sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles, à  deux  variables  indépendantes,  du  deuxième  et  du 
troisième  ordre.  (34-43). 

Variété  de  la  méthode  de  Legendre,  ayant  pour  objet  de  généraliser  celle  de 
Laplace  sur  l'intégration  des  équations  linéaires  du  deuxième  ordre  ramenées 
préalablement  à  la  forme  S  -+-  V p  -{-  Ç^q  =  y .  Le  procédé  de  M.  Picart  s'applique 
à  l'équation  linéaire  complète. 

César o  (E.).  —   Démonstration  élémentaire   de   la   formule  de 
Stirling-.  (43-46). 
On  sait  que  cette  formule  est  la  suivante  : 

6 

i  .2.6. .  .n  =  ^2^^  n.n'*e  12«. 

M.  Cesaro  y  parvient  d'une  manière  fort  originale,  et  en  s'appuyant  sur  la 
formule  de  AVallis. 

Cesaro  {£.).  —  Sur  l'existence  de  certains  polyèdres.  (46-47)- 

Démonstration  de  cette  proposition  :  //  n'y  a  que  cinq  espèces  de  polyèdres 
dont  tous  les  angles  solides  ont  2n  arêtes  et  toutes  les  faces  n  côtés, 

Lebon  {E.).  —  Remarque  sur  l'intersection  de  deux  quadratiques 
réglées.  (47-48). 

Lorsque  deux  quadratiques  réglées  ont  un  plan  principal  commun  P,  une  gé- 
nératrice commune  et  leurs  sections  par  un  autre  plan  principal  Q  homothé- 
tiques,  leur  intersection  est  formée  de  deux  génératrices  et  dune  conique  pa- 
rallèle au  plan  Q.  ^ 


Qi'i;sTi0JN  niorosi'E  :  1430.  (4*^)- 


-:?\ 
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Picai'l  {A')'   —  'J'Iiùoric  ïi<)ii\<ill(;   du  ciilcul  <l«-s   \  ;ii  i;il  ions.   (  \i)- 

()4). 

L'auteur  pos(^  dès  le  début  le  prohlrme  f,'t''n<'-ial  d«;  la  variaiioii  d'une  inl"-<;rale 
multiple,  et  eu  donne  une  analyse  pour  le  cas  d'une  intéj,'rale  triple,  avec  une 
seule  fonction  des  variables.  F/artirle  se  termine  [)ar  l'indication  de  quelques 
applications,  toujours  pour  le  cas  d'une  intégrale  triple,  le  plus  intéressant  à  cet 
égard. 

Laguerre.  —  Sur  quelques  propriétés  des  cycles.  (Gj--4j. 

Applications  d'une  tbéorie  dont  il  a  été  question  plus  haut.  f>'anteur  inliodml 
ici  la  notion  de  la  dislance  de  deux  cycles;  il  définit  ainsi  la  distance  des 
points  de  contact  d'une  semi-droite  tangente  aux  deux  cycles.  Il  tire  grau<l 
profit  de  celte  notion  pour  établir  plusieurs  propriétés,  notauiiuent  sur  les  co- 
niques et  leurs  directions  asymplotiques. 

Laqaièie.  —  Construction   géométrique   des   caustiques   par  ré- 
flexion. (74-7^^)' 

Détermination  directe  du  point  brillant,  d'où  l'on  peut  déduire  ensuite  la  con- 
struction du  centre  de  courbure  de  la  courbe  miroir. 

Legoux  (A.).  —  Généralisation  d'un  théorème  relatif  aux  points 
d'inflexion  des  cubiques  planes.  (77-82). 
L'auteur  prend  l'équation,  en  coordonnées  homogènes, 

U  =  cc'^y'^z';  +  ku^  —  o. 

Lorsque  a  —  [3  =  y  =  1,  et  0  =  3,  on  a  un  système  de  cubiques.  Dans  le  cas 
général,  on  a  des  courbes  d'ordre  5,  et  c'est  sur  la  distribution  des  points  d'in- 
flexion (réels  ou  imaginaires)  de  ces  courbes  que  l'auleur  élabliL  une  intéres- 
sante série  de  propriétés. 

Catalan  {E.).  —  Sur  la  circonférence  des  neuf  points.  (82-84). 

Application  de  la  théorie  des  triangles  annexes  d'un  ^triangle  donné,  lesquels 
résultent  d'une  construction  des  plus  élémentaires,  que  l'auteur  délinit. 

Cesaro  {E .\  —  Propriétés  d'une  courbe  de  poursuite.  (85-8cj). 

Deux  mobiles  M,  [jl  partent  en  même  temps  d'un  point  O;  M  parcourt  une 
trajectoire  quelconque;  [jl  occupe  à  chaque  instant  le  centre  de  gravité  du  che- 
min parcouru  par  M.  La  trajectoire  de  \x  est  une  courbe  de  poursuite  »»ur  W. 
M.  Cesaro  en  donne  des  propriétés  fort  intéressantes. 

GoNcoDws  d'admission  A  l'Ecole  centrai  e  en  i88'^.  —  Première 
et  seconde  session  :  Composition  en  Géométrie  analytique,  en 
Géométrie  descriptive,  en  Triangle,  en  Physique  el  en  Cibimie. 
Enoncés.  (89-95). 
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BiBHOGKAPHiE.  —  P.  Mansîoii  :  Introduction  à  la  théorie  des  dé- 
terminants. Compte  rendu  par  H.  Brocard. 

Plblicatioivs  récentes.  (96). 

Laguerre.  —  Sur  les  courbes  de  direction  de  la  troisième  classe.- 

(97-109)- 
C'est  encore  une  application  de  la  théorie  des  cycles  et  des  semi-droites.  Les 

propriétés  établies  dans  cet  article  se  rattachent  à  celles  de  l'anticaustique  par 
réflexion  de  la  parabole  pour  des  rayons  incidents  parallèles.  L'auteur  montre 
que  la  classification  des  courbes  planes  de  direction  se  ramène  à  la  classification 
des  surfaces  développables  isotropes. 

Picart[A.).  —  Représentation  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 
variables,  entre  de  certaines  limites  de  ces  variables,  par  des 
séries  procédant  suivant  les  valeurs  relatives  à  un  indice  variable 
et  multipliées  par  des  coefficients  constants,  d^une  fonction  qui 
satisfait  à  une  certaine  forme  d'équations  aux  différentielles  or- 
dinaires ou  partielles  du  second  ordre.  (109-1  18). 

Ce  titre  est  un  peu  long,  mais  l'article  n'en  présente  pas  moins  d'intérêt. 
L'auteur  examine  successivement  le  cas  d'une  variable  et  celui  de  deux  va- 
riables. Il  s'attache  à  démontrer  en  toute  rigueur  que  la  série  obtenue  représente 
la  fonction  donnée. 

Laquière.  —   Quelques  propriétés  d'une  classe  de  courbes  spi- 
rales, (i  18-1  29). 

Ces  courbes  sont  celles  dont  la  tangente  tourne  avec  une  vitesse  angulaire 
d'orientation  proportionnelle  à   celle   du  rayon  vecteur  mené  d'un   pôle  fixe  au 

point  de  contact.  Leur  équation  générale  est  ^  ^=  a  cosi>  —  •  M.  Laquière  en  étudie 

les  podaires,  les  tangentes,  les  asymptotes,  les  rayons  de  courbure  et  les  caus- 
tiques par  réflexion  du  pôle. 

Cesaro  {E .).  —  ïliéorème  de  Géométrie.  (129-133). 

Détermination  des  droites  pouvant  engendrer  une  surface  développable,  parmi 
celles  qui  sont  invariablement  liées  au  trièdre  formé  par  la  tangente,  la  binor- 
niale  et  la  normale  principale  en  cha(|ne  point  d'une  courbe. 

Château,  (C).    —    Sohition   j^éoméliiquc  des   (jucstions    1395  et 
1387.  (1 33-1 36). 

Propriétés  de  Ihypcrbolc. 

ChauchrU  (L.).   —    Solulion    analNfujur   des   questions    1387   el 
1305.  (i3r)-i38). 
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l^UBLICATIOJNS  RÉCENTES.   (  I  38-1  4*3  ). 

Questions  puoposées  :  14IM  à  1136.  (i43-i41). 

Laurent  {IL).  —  Mémoire  sur  la  théorie  de  l'élimination.  (i4j- 
160). 

L'auleiir  se  propose  de  faire  connaître  une  nn-lliodc;  nouvelle,  le  nonil)rc  des 
é(iuations  étant  supérieur  d'unf;  unité  à  celui  des  inconnues.  Dans  r(;  but,  il 
introduit  la  notion  des  polynômes  réduits,  (|uc  nous  ne  pouvons  définir  ni, 
mais  qui  semble  être  d'une  application  heureuse  et  féconde  à  la  tiiéoric  de  l'éli- 
mination. 

Caron  (J-).  —  Note  sur  la  ponctuation.  (161-166). 

Examinant  la  projection  horizontale  d'un  système  de  surfaces,  l'auteur  sup- 
pose qu'une  verticale  se  déplace  de  manière  à  percer  successi\ement  le  plan 
liorizontal  dans  toutes  les  régions.  L'étude  de  ce  déplacement  lui  pernn't 
dénoncer  plusieurs  propriétés  dignes  d'intérêt,  sur  les  parties  vues  et  cachées. 

Iluinbert.  —  Sur  les  triangles  conjugués  à  une  conique  et  sur  les 
tétraèdres  conjugués  à  une  quadratique.  (16^-188). 

M.  Humhert  s'est  proposé  d'exposer,  relativement  aux  triangles  polaires  des 
coniques,  aux  diamètres  conjugués  des  quadratiques  et  à  leurs  tétraèdres  po- 
laires, une  méthode  de  calcul  nouvelle.  Il  met,  de  deux  manières  diflerentes,  le 
pi'emier  membre  de  l'équation  d'une  conique  en  coordonnées  homogènes  sous 
la  forme  d'une  somme  de  trois  carrés,  et  cela  le  conduit  très  directement  et  très 
simplement  à  la  détermination  d'un  triangle  polaire.  Les  coordonnées  tangen- 
tielles  s'appliquent  à  cette  méthode,  aussi  bien  que  les  coordonnées  ponc- 
tuelles. 

L'application  aux  diamètres  conjugués  des  quadratiques  est  presque  immé- 
diate; et  sur  ce  sujet  plusieurs  questions  intéressantes  sont  traitées. 

Enfin,  l'article  se  termine  par  l'indication  d'une  méthode  tout  à  fait  analogue, 
pour  l'étude  des  tétraèdres  polaires  des  quadriques.  On  prend  le  premier 
membre  de  l'équation  de  la  surface  (en  coordonnées  homogènes)  sous  la  forme 
d'une  somme  de  quatre  carrés. 

Ocagne  {M.  d').  —  Addition  à  une  Note  sur  un  mode  de  déter- 
mination des  courbes  planes.  (189-19:^.). 

Cette  Note  avait  paru  dans  le  même  Uccueil  (3°  série,  t.  I,  p.  \o).  Il  s'agit  de 
propriétés  relatives  aux  normales  et  aux  centres  de  courbure. 

Question  proposée  :  1137.  (192). 

Antomari  [JC.).  —  Relations  entre  les  dislances  d'un  lover  d'une 
conique  à  quatre  points  ou  à  quatre  tangentes.  (193-208). 

Cet  article  ne  représente  que  le  comnicncrmeiit  du  'Mémoire  tle  M.  ViUomaii. 
Les  relations  qu'il  niel  en  luniièie  semblent  nouvelles,  el  elle>  sonl.  comme  il  le 
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fait  remarquer,  susccplibles  d'applications  intéressantes.  La  première  Partie  se 
rapporte  aux  distances  d'un  foyer  à  quatre  points.  Après  avoir  établi  une  série 
de  théorèmes  concernant  les  relations  dont  il  s'agit,  l'auteur  en  fait  application 
à  la  détermination  des  foyers  dans  l'ellipse. 

Forestier.  —  Equation   aux  carrés  des  différences  de  l'équalion 
générale  du  quatrième  degré.  (209-219). 

L'auteur  s'est  proposé  de  simplifier,  pour  ce  cas,  les  méthodes  de  Sylvester  et 
de  Bézout,  la  première  conduisant  à  un  déterminant  du  huitième  ordre  qui  con- 
tient /^o32o  termes,  la  seconde  obligeant  ainsi  à  des  calculs  inextricables.  Le 
procédés  indiqués  sont  relativement  très  courts,  fractionnent  le  calcul  et  per- 
mettent d'obtenir  chaque  coefficient  séparément  et  d'une  manière  tout  à  fait 
indépendante. 

Ocagne  {M.  cU).  —  Sur  un  algorllhnie  algébrique.  (220-226). 

Cet  algorithme,  qui  n'est  auli'c  que  celui  désigné  parWronski  sous  le  nom  de 
fonction  aleph,  ainsi  que  nous  le  fait  connaître  M.  d'Ocagne,  représente  le  dé- 
veloppement de  la  m'^"*  puissance  d'un  polynôme  a,  H- o,  ~J"  • -"i" '^/,'  où  Ton 
remplace  tous  les  coefficients  par  l'unité.  Application  de  cet  algorithme  à  la 
théorie  des  séries, 

Ibach  (L.-F.).  —  De  quelques  propriétés  d'une  famille  de  poly- 
gones que  l'on  peut  former  avec  un  polygone  donné.  (226-233). 

On  divise  les  côtés  d'un  polygone  dans  des  rapports  donnés,  et  il  en  résulte, 
en  joignant  les  points  de  division,  un  nouveau  polygone.  Expression  de  l'aire 
de  ce  polygone;  cas  du  triangle;  démonstration  de  plusieurs  propriétés  de  ces 
polygones.  Quelques-unes  gagneraient  à  être  énoncées  avec  plus  de  rigueur  et 
de  clarté. 

Legoax  (A.).  —  Note  sur  un  faisceau  de  surfaces  d'ordre  quel- 
conque. (a33-236).  } 

L'équation  x'^y'^z'Ui^ -h  kw- =  o  représente  un  système  de  surfaces  d'ordre 
quelconque.  Î\L  Legoux  en  recherche  la  hessienne.  Cet  article  n'est  que  le  com-  ^ 
mencement  de  son  Mémoire.  Il  est  regrettable,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  re-  v 
marquer  jadis,  qu'on  fractionne  à  l'excès  des  publications  qui  gagneraient  à 
pouvoir  être  lues  dans  leur  ensemble. 

Gentv.  —  Note  de  Géométrie  infinitésimale.  (23^-239). 

Intéressante  propriété  de  deux  courbes  planes,  qui  conduit  heureusement  à 
une  construction  très  simple  du  centre  de  courbure  de  l'ellipse. 

QuEST10.\S  PUOPOSÉES   I   1438  à   1116.  (239-240). 

JValecAi.  —  Démonstration  du  llicorèmc  do  d'Alcmberl.  (24l-^48)• 
ll  s'agit  de  la   proposition  algébrique  fondamentale  :    roule  équation  a  une 
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racine.  La  démonstralion  dont  il  s'a;,'it.  rcproduii,  a\<r  (|im-I(|iics  di^'vcloppcmpntK 
et  une  simplification  duc  à  M.  La^'uerre,  une  Note  insérée  aux  Comptes  renduH, 
19  mars  1882. 

Colin.  —  Problème  de  Géométrie.  (248-?.4o)- 

Sur  une  droite  qui  enveloppe  un  cercle. 

Ocagne  [M.  cl').  —  Note  sur  la  transformation  par  soini-tlroiles 
réciproques.  (249-252). 

Application  de  la  théorie  des  cycles  et  des  semi-droites  de  .M.  La^uerre. 

Ocagne  {M.  d').  —  Sur  l'enveloppe  de  certaines  droites  variables. 

(252-259). 

Il  s'agit  de  la  corde  variable  d'une  courbe  plane  :  1°  quand  cette  corde  est  de 
longueur  constante;  2°  quand  l'arc  est  de  longueur  constante;  3°  quand  la 
somme  de  l'arc  et  de  la  corde  est  -constante;  4°  quand  la  corde  est  vue  d'un 
point  fixe  sous  un  angle  constant;  5°  quand  les  tangentes  aux  extrémités  de  la 
corde  forment  un  angle  constant. 

Fouret  (G.).  —  Recherche  d'une  courbe  plane  possédant  un  lieu 
géométrique  de  pôles  principaux  d'inversion.  (259-262). 

On  sait  qu'un  pôle  principal  d'inversion  est  un  point  tel  que  la  transformation 
reproduit  la  courbe  donnée.  L'auteur  démontre  qu'il  n'existe  pas  de  courbe 
anallagmatique  plane  satisfaisant  à  la  condition  proposée;  et  que  seule  la  cir- 
conférence se  transforme  en  elle-même  en  prenant  un  pôle  d'inversion  quel- 
conque. Extension  à  l'espace. 

Fou/et  (G.).  —  Sur  quelques  identités   trigonométriques.  (262- 
260). 
Démonstration  nouvelle  et  applications  de  la  formule 

sin(b  —  c)        sin(c  —  a)         sin(<7  —  b) 
sina  sino  sine 

sin(b  —  c)  sin(c  —  a)  sin(a  —  b) 

_] ^ — , — __j: :^ i :: -'   =  o, 

siurt  sin6  sine 

Weill.  —  Sur  le  discriminant  de  l'équation  du  quatrième  degré. 

(260-266). 

L'auteur  donne  sous  forme  simple  la  condition  pour  (jue  récjuatinn  du  (|uii- 
trième  degré  ait  une  racine  double. 

\Cesaro  (E.).  —  Théorème  de  Géométrie.  (i>66-2(^7). 
Addition  au  théorème  indiqué  plus  ha\it.  (ijg-i.K^  ). 
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Kœnigs  {G.).  —  Sur  le  complexe  formé  par  les  axes  d'une  surface 
du  second  ordre.  (267-272). 

Ici,  on  appelle  axe,  d'après  M.  Reye,  toute  droite  normale  au  plan  polaire 
d'un  de  ces  points.  L'article  contient  l'énoncé  et  la  démonstration  d'un  grand 
nombre  de  propriétés  de  ces  axes  ainsi  définis. 

Laquière  {E .-M .).  —  Recherche  des  cercles  coupant  trois  cercles 
donnés  sous  des  angles  déterminés.  (272-28"). 

La  solution  que  donne  M.  Laquière  est  élémentaire  et  géométrique.  Il  la  fait 
suivre  d'une  formule  donnant  l'équation  de  l'ensemble  des  huit  circonférences 
qui  satisfont  à  la  question.  Il  étend  enfin  les  résultats  obtenus  à  la  Géométrie 
dans  l'espace,  et  aux  seize  sphères  qui  résolvent  le  problème  analogue,  pour 
quatre  sphères  données. 

Questions  proposées  :  1447  à  1450.  (287-288).  A.  L. 
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